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Vvedenie

Matematiqeskoe modelirovanie igraet vse bol�xu� rol�

v razliqnyh razdelah estestvoznani�. L�boe fiziqeskoe vme-
xatel�stvo v prirodnu� sistemu naruxaet qistotu 	ksperi-
menta. Po	tomu pri issledovanii biologiqeskih sistem i so-
obwestv rol� matematiqeskih modele� trudno pereocenit�.

V nasto�wem posobii izlaga�ts� osnovnye principy po-
stroeni� matematiqeskih modele� dinamiki popul�ci� i me-
tody analiza usto�qivosti stacionarnyh re�imov 	tih mode-
le�. Pod popul�cie� ponimaets� sovokupnost� osobe� odnogo

vida, dlitel�no zanima�wih opredelennoe prostranstvo i vos-
proizvod�wih seb� v teqenie bol�xogo qisla pokoleni� [27].
V sovremenno� biologii popul�ci� rassmatrivaets� kak 	le-
mentarna� edinica processa 	vol�cii, sposobna� reagirovat�

na izmeneni� sredy perestro�ko� svoego genofonda. Biologi-
qeskie soobwestva, kak pravilo, sosto�t iz neskol�kih popul�-
ci� razliqnyh vidov, �ivuwih v obwe� srede. Individuumy

	tih soobwestv vzaimode�stvu�t drug s drugom, ospariva� od-
nu i tu �e piwu i prostranstvo, poeda� drug druga i t.p. Ko-
liqestvenny� harakter ih vzaimode�stvi� pro�vl�ets� kak iz-
menenie qislennosti osobe�, sostavl��wih raznye popul�cii.

Odno� iz central�nyh problem teorii biologiqeskih so-
obwestv �vl�ets� problema usto�qivosti biosistem. V ce-
lom, pod usto�qivost�� v razliqnyh zadaqah ponimaets� spo-
sobnost� biosistemy protivosto�t� vozmuwa�wim faktoram

vnexne� sredy i sohran�t� v neizmennom vide svoi osnovnye

kaqestvennye harakteristiki dostatoqno dolgoe vrem�. V dan-
nom posobii pri issledovanii matematiqeskih modele� termin

”usto�qivost�” ispol�zuets� v smysle A.M. L�punova [16].
Odnako odnogo lix� znani� otveta na vopros, �vl�ets� li

biosistema usto�qivo�, nedostatoqno. Va�no ocenit� granicy
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oblasti usto�qivosti, ibo 	to pozvol�et opredelit� veliqinu

dopustimyh vozmuweni� biosistemy, ne privod�wih k naruxe-
ni� ee �iznede�tel�nosti i da�e gibeli.

Razrabotka matematiqeskih modele� popul�cionno� dina-
miki osobenno aktual�na v sv�zi s posto�nnym vozrastaniem po-
trebnosti obwestva v biologiqeskih resursah, kotoru� mo�no

udovletvorit� tol�ko za sqet racional�no� (optimal�no�) 	ks-
pluatacii ime�wihs� soobwestv �ivyh organizmov kak este-
stvennyh, tak i iskusstvennyh (razvodimyh qelovekom).

Za poslednee stoletie dinamiqeska� teori� popul�ci�

sformirovalas� v samosto�tel�noe nauqnoe napravlenie so

svoimi metodami issledovani�. Vozniknovenie takogo naprav-
leni� opravdano tem, qto rassmatrivaemye v nem problemy ob-
lada�t r�dom suwestvennyh obwih svo�stv. Dl� vseh popul�-
ci� harakterny takie processy, kak ro�denie i gibel� oso-
be�, hiwniqestvo, parazitizm, migraci�, konkurenci� i t.d.

ti processy sv�zany obwimi matematiqeskimi osobennost�-
mi: neline�nymi zavisimost�mi, porogovymi veliqinami, 	f-
fektami zapazdyvani�, bol�xim koliqestvom peremennyh i t.p.
�sno, qto vs� teori� ne mo�et opirat�s� tol�ko na odnu kaku�-
libo model�, skol� by slo�no� ona ni byla. Req� dol�na idti

o postroenii sovokupnosti modele�, ka�da� iz kotoryh opi-
syvaet odnu ili neskol�ko storon rassmatrivaemogo �vleni�.
Pri postroenii modele� primen��t kak analitiqeskie podho-
dy, pozvol��wie poluqit� kaqestvennu� kartinu v celom, tak

i imitacionnye, opira�wies� na ispol�zovanie 	ksperimen-
tal�nyh dannyh dl� priv�zki obwe� modeli k konkretnym uslo-
vi�m. Otmetim, qto analitiqeskie modeli slu�at teoretiqe-
sko� osnovo� imitacionnogo modelirovani�.

Avtory posobi� stavili pered sobo� cel� dat� predstav-
lenie o razliqnyh podhodah k postroeni� modele� dinamiki

popul�ci�, pokazat� vozmo�nosti razviti� takih modele�.
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Raznoobrazie vozmo�nyh podhodov vedet k privleqeni�

razliqnogo matematiqeskogo apparata. V pervo� glave poso-
bi� rassmatriva�ts� tak nazyvaemye nepreryvnye modeli, dl�

opisani� kotoryh ispol�zu�ts� obyknovennye differencial�-
nye uravneni�. 
to, po�alu�, samy� prosto� i udobny� pod-
hod, pozvol��wi� vo mnogih sluqa�h dostatoqno bystro po-
luqit� kaqestvennu� kartinu issleduemogo processa. V to

�e vrem� primenenie dannogo podhoda imeet svoi ograniqe-
ni�. Po	tomu dl� rexeni� bolee tonkih voprosov qasto pri-
hodits� pribegat� i k apparatu raznostnyh, differencial�no-
raznostnyh, integral�nyh, gibridnyh, stohastiqeskih uravne-
ni�. Modeli takogo roda issledu�ts� vo vtoro� glave posobi�.
Tret�� glava posv�wena prostranstvenno-vremennomu analizu

nekotoryh 	kologiqeskih i popul�cionnyh processov. Bol�-
xoe vnimanie udeleno zadaqam issledovani� dinamiki popul�-
ci� s uqetom ih prostranstvennogo raspredeleni�. Pri 	tom

v kaqestve matematiqeskogo apparata ispol�zu�ts� uravneni�

v qastnyh proizvodnyh. Krome togo, rassmatriva�ts� modeli,
opisyva�wie vzaimode�stvie popul�ci� v vodnyh sistemah i

processy zagr�zneni� prirodnyh vod.
Interes k rassmatrivaemym v posobii model�m velik i

potomu, qto analogiqnye uravneni� i sistemy voznika�t pri

opisanii 	vol�cii samyh raznoobraznyh vzaimode�stvu�wih

ob�ektov v mehanike, himii, biokinetike, genetike, matemati-
qesko� 	konomike, sociologii, astrofizike, gidrodinamike i

t.d.
Pri napisanii posobi� bylo ispol�zovano bol�xoe koli-

qestvo istoqnikov, odnako za osnovu vz�t material, soder�a-
wi�s� v rabotah [32, 43, 49, 95, 101, 105, 115].
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Odna iz pervyh modele� dinamiki qislennosti popul�cii

prinadle�it T. Mal�tusu (1766–1834) [148]. V ne� predpolaga-
ets�, qto veliqina (1.1) posto�nna (ε = a = Const > 0) i ravna

raznosti me�du udel�no� ro�daemost�� β i udel�no� smertno-
st�� μ v popul�cii (a = β − μ). V 	tom sluqae dl� N(t) imeem

line�noe odnorodnoe uravnenie

Ṅ = aN, (1.2)

rexa� kotoroe, poluqim 	ksponencial�ny� rost qislennosti

popul�cii

N(t) = N0e
at,

gde N0 = N(0) — naqal�noe znaqenie qislennosti. Tako� rost

popul�cii imeet mesto v uslovi�h neograniqennyh resursov,
qto v prirode vstreqaets� kra�ne redko. Primerom mo�et slu-
�it� razmno�enie vidov, zavezennyh qelovekom v mesta, gde

imeets� mnogo piwi i otsutstvu�t konkuriru�wie vidy i hiw-
niki (naprimer, kroliki v Avstralii). Krome togo, uravne-
nie (1.2) dostatoqno toqno opisyvaet dinamiku iskusctvenno
sozdanno� i podder�ivaemo� v uslovi�h izbytka piwi i mesta

popul�cii proste�xih organizmov (gribkov, bakteri� i t.p.).
V bolee obwem sluqae veliqina (1.1) mo�et zaviset� ot vre-

meni t, ot uslovi� vnexne� sredy θ, ot qislennosti samo� po-
pul�cii N i r�da drugih faktorov. Takim obrazom, poluqaem

Ṅ = ε(t, θ, N, . . . )N.

Uslovi� sredy θ, v svo� oqered�, mogut men�t�s� so vremenem.
Rassmotrim, naprimer, kak mo�et men�t�s� funkci� pri-

sposoblennosti (1.1) v zavisimosti ot rosta qislennosti popu-
l�cii. Esli vse komponenty sredy prisutstvu�t v izbytke,
to izmenenie qislennosti popul�cii ne izmenit funkcii pri-
sposoblennosti (ε(t, θ, cN, . . . ) = ε(t, θ, N, . . . ) pri vseh c > 0) —
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tako� tip sredy nazyvaets� ne�tral�nym, a popul�ci�, soot-
vetstvenno, ne�tral�no�. Esli koliqestvo neobhodimyh re-
sursov v srede ograniqeno, to 	to budet sder�iva�wim fak-
torom dl� rosta popul�cii (t.e. ε(t, θ, cN, . . . ) < ε(t, θ,N, . . . )
pri c > 1) — taka� sreda nazyvaets� limitiru�we�. Nako-
nec, 	ksperimental�no ustanovleno, qto vozmo�na situaci�, ko-
gda uveliqenie qislennosti povyxaet prisposoblennost� po-
pul�cii (imeet mesto ”sotrudniqestvo” osobe�) — taka� sreda

(ε(t, θ, cN, . . . ) > ε(t, θ, N, . . . ) pri c > 1) nazyvaets� stimuliru�-
we�. 
ti tri tipa zavisimoste� �vl��ts� bazisnymi, t.e. dl�

vs�ko� funkcii ε(t, θ, N, . . . ) mo�no vydelit� ne�tral�nu�, li-
mitiru�wu� i stimuliru�wu� sostavl��wie [43]. Poskol�-
ku v bol�xinstve sluqaev v prirode resursy ograniqeny, to

obyqno prihodits� imet� delo s limitiru�we� sredo�.
Dl� poluqeni� dal�ne�xih rezul�tatov rassmotrim neko-

torye naibolee qasto ispol�zuemye vidy funkcii ε(t, θ, N, . . . ).
Perva� model� dl� limitiru�we� sredy byla predlo�ena

v 1825 godu B. Gompertcem [135]

Ṅ = a

(
1 − lnN

lnL

)
N, a > 0, L > 1.

Rexenie 	togo uravneni� imeet vid

N(t) = L

(
N0

L

)exp(−at/ ln L)

.

Poluqaem, qto qislennost� popul�cii budet pri t → +∞
neograniqenno pribli�at�s� k veliqine L snizu, esli

0 < N0 < L, ili sverhu, esli N0 > L (sm. ris. 1.1). Takim

obrazom, L — 	to predel�na� qislennost�, kotoru� dostigaet

popul�ci� v uslovi�h ograniqennyh resursov (obyqno veliqi-
nu L nazyva�t emkost�� sredy).
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Xirokoe ispol�zovanie ”logistiqeskogo” uravneni� sv�-
zano s tem, qto ono horoxo otra�aet naqal�ny� 	ksponenci-
al�ny� rost popul�cii (pri 0 < N0 < L) i asimptotiqeskoe

pribli�enie qislennosti k nekotoromu koneqnomu predel�no-
mu znaqeni�.

Predpolo�im teper�, qto veliqina a v uravnenii (1.3) me-
n�ets� v zavisimosti ot vremeni: a = a(t) (sluqa� nestacio-
narno� sredy). Budem sqitat�, qto funkci� a(t) nepreryvna na

prome�utke [0,+∞). Rexenie v 	tom sluqae imeet vid

N(t) = exp
(∫ t

0

a(τ) dτ

)[
1

N0
+
∫ t

0

1
L

a(τ) exp
(∫ τ

0

a(s) ds

)
dτ

]−1

.

V silu predpolo�eni� o limitirovannosti sredy a(t) ≥ 0 pri

t ≥ 0, po	tomu vyra�enie v kvadratnyh skobkah ne obrawaets�

v nol�, i dannoe rexenie suwestvuet pri vseh t ≥ 0.
V qastnosti, pust� funkci� a(t) �vl�ets� T -periodiqesko�,

t.e. a(t + T ) ≡ a(t). Polo�im

ā =
1
T

∫ T

0

a(τ) dτ.

Veliqina ā predstavl�et sobo� srednee znaqenie funkcii a(t).
Budem sqitat�, qto ā > 0. Polo�im

ϕ(t) = exp
(∫ t

0

(a(τ) − ā) dτ

)
.

Neslo�no dokazat�, qto funkci� ϕ(t) budet tak�e periodiqe-
sko� s periodom T . Togda

N(t) =
N0 eāt ϕ(t)

1 + N0

∫ t

0
1
L a(τ) eāτ ϕ(τ) dτ

,

priqem spravedlivo predel�noe sootnoxenie

lim
t→+∞

N(t + T )
N(t)

= 1,
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t.e. s teqeniem vremeni kriva� qislennosti popul�cii stre-
mits� k nekotoro� periodiqesko� funkcii s periodom T .

V rassmotrennyh vyxe model�h prirost qislennosti popu-
l�cii predstavlen qlenom aN v pravo� qasti uravneni�. Od-
nako, strogo govor�, 	to sootvetstvuet lix� tem popul�ci�m,
razmno�enie kotoryh proishodit putem samooplodotvoreni�

(mikroorganizmy). Esli �e v osnove razmno�eni� le�it skre-
wivanie me�du osob�mi raznyh polov, to prirost qislennosti

budet proporcionalen koliqestvu vstreq me�du osob�mi, t.e.

Ṅ = rN2. (1.4)

Model� takogo vida byla rassmotrena A.D. Bazykinym [14].
Dl� vy�sneni� biologiqeskogo smysla ko	fficienta r vvedem

sledu�wie oboznaqeni�: pust� T — srednee vrem� me�du dvum�

posledovatel�nymi oplodotvoreni�mi odno� samki, τ — sred-
nee vrem� vynaxivani� ploda. Polo�im t̄ = T − τ — srednee

vrem�, v teqenie kotorogo mo�et proizo�ti oplodotvorenie.
Vero�tnost� vstreqi, veduwe� k oplodotvoreni�, budet

tem bol�xe, qem bol�xu� qast� veliqina t̄ zanimaet v pro-
me�utke T , t.e. qem bol�xe otnoxenie t̄/T . Po	tomu mo�no

prin�t�

r = a
t̄

T
= a

t̄

t̄ + τ
,

gde a > 0 — nekotory� ko	fficient proporcional�nosti.
Veliqina t̄ umen�xaets� pri uveliqenii qislennosti po-

pul�cii. Predpolo�im, qto

t̄ =
b

N
,

gde b > 0. Togda uravnenie (1.4) primet vid

Ṅ = a
bN

b + τN
N. (1.5)
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Uravnenie Bazykina (1.5) horoxo otra�aet tot fakt, qto

pri nizkih plotnost�h popul�cii skorost� razmno�eni� rez-
ko padaet, tak kak vero�tnost� vstreqi osobe� raznyh po-
lov umen�xaets�. V de�stvitel�nosti plotnost� popul�cii

ne dol�na opuskat�s� ni�e nekotoro� kritiqesko� veliqiny.
V protivnom sluqae srednee vrem�, v teqenie kotorogo mo�et

sosto�t�s� oplodotvorenie, stanovits� bol�xe vremeni �izni

otdel�no� osobi. V 	tom sluqae popul�ci� �det vymiranie

(qto, naprimer, se�qas proishodit s vidom golubyh kitov, qis-
lennost� kotoryh upala ni�e predel�no�).

V razliqnyh rabotah delalis� popytki rassmotret� i dru-
gie vidy funkcii prisposoblennosti (1.1).

Naibolee obwa� forma limitiru�we� modeli imeet vid

Ṅ = (a − f(N))N, a > 0, (1.6)

gde f(N) — zavisimost� intensivnosti limitirovani� ot qis-
lennosti; f(0) = 0, f ′(N) > 0.

Esli f(N) < a pri vseh N ≥ 0, to rexeni� uravneni� (1.6)
analogiqno rexeni�m uravneneni� (1.2) neograniqenno vozras-
ta�t pri t → +∞. Esli �e, naqina� s nekotorogo znaqeni�

N , funkci� f(N) stanovits� bol�xe a, to uravnenie (1.6) kro-
me neusto�qivogo nulevogo polo�eni� ravnovesi� budet imet�

asimptotiqeski usto�qivoe nenulevoe polo�enie ravnovesi�,
opredel�emoe iz uslovi� f(N) = a. V poslednem sluqae gra-
fiki rexeni� uravneni� (1.6) budut malo otliqat�s� po forme

ot krivyh, predstavlennyh na risunke 1.1. Takim obrazom, vve-
denie neline�no� funkcii f(N) ne privodit k principial�no

novym rezul�tatam, odnako ona mo�et byt� polezna dl� sogla-
sovani� teoretiqeskih i 	ksperimental�nyh dannyh.

Obyqno rassmatriva�t sledu�wie tipy funkci� f(N):
f(N) = γNα (stepenna�), f(N) = γ ln (αN + 1) (logarifmiqe-

12



ska�), f(N) = α/(δ −N)−α/δ (giperboliqeska�), i t.p. Zdes� γ,
α, δ — nekotorye polo�itel�nye posto�nnye.

Inogda uslovi� sredy zavis�t ot kakogo-to dinamiqeskogo

processa, vyzvannogo de�tel�nost�� samo� popul�cii. Pust�,
naprimer, osobi vydel��t v sredu obitani� nekotoroe vewe-
stvo, tormoz�wee rost qislennosti popul�cii. Esli obozna-
qit� koncentraci� 	togo vewestva qerez s, to my pridem k si-
steme differencial�nyh uravneni�{

Ṅ = ε(t, θ,N, s, . . . )N,

ṡ = ψ(t,N, θ, s, . . . ),

gde vtoroe uravnenie opisyvaet balans pritoka i raspada ve-
westva s. Situacii takogo roda qasto vstreqa�ts� v moleku-
l�rnyh biofiziqeskih sistemah [8, 100, 101].

Dalee v nasto�wem posobii budut rassmotreny obobweni�

standartno� modeli (1.1), v qastnosti, na sluqai diskretnyh,
differencial�no-raznostnyh, vero�tnostnyh uravneni�, urav-
neni� v qastnyh proizvodnyh.

§ 2. Vzaimode�stvie dvuh vidov

Rassmotrim model� sosuwestvovani� dvuh vidov na obwe�

territorii. Pust� N1(t), N2(t) — qislennosti 	tih vidov. Kak

i v paragrafe 1, vvedem pon�tie funkcii prisposoblennosti

dl� ka�do� iz popul�ci�

εi(t, θ, N1, N2, . . . ) =
1
Ni

Ṅi, i = 1, 2. (2.1)

V zavisimosti ot togo, kakim faktorom (ne�tral�nym, limi-
tiru�wim ili stimuliru�wim) �vl�ets� odin vid dl� dru-
gogo, mo�no vydelit� sledu�wie osnovnye tipy vzaimode�-
stvi�: me�vidova� konkurenci� (za piwu, mesta obitani� i
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t.d.), otnoxeni� tipa ”hiwnik — �ertva” (ili ”parazit — ho-
z�in”), simbioz (”sotrudniqestvo” vidov), ne�tral�noe vzaimo-
de�stvie (vidy ne vli��t drug na druga, v 	tom sluqae ka�dy�

iz vidov mo�no rassmatrivat� izolirovanno).
Naibolee prosto� podhod k postroeni� modeli me�vidovo-

go vzaimode�stvi� zakl�qaets� v tom, qto funkcii (2.1) pred-
polaga�ts� line�nymi po N1 i N2 [32]:{

Ṅ1 = (c1 + a11N1 + a12N2)N1,

Ṅ2 = (c2 + a21N1 + a22N2)N2.
(2.2)

Zdes� qleny a12N1N2 i a21N1N2 v pravo� qasti sistemy soot-
vetstvu�t me�vidovomu vzaimode�stvi�. Predpolagaets�, qto

skorost� izmeneni� qislennosti vidov ot ih vzaimode�stvi�

me�du sobo� proporcional�na vero�tnosti vstreqi me�du oso-
b�mi dvuh vidov, t.e. proporcional�na proizvedeni� N1N2 (gi-
poteza parnyh vzaimode�stvi�). Esli vidy konkuriru�t, to

ko	fficienty a12 i a21 otricatel�ny; esli obrazu�t simbi-
oz, to — polo�itel�ny; esli odin vid �vl�ets� hiwnikom, a

drugo� �ertvo�, to — raznyh znakov. Qleny c1N1 i c2N2 otra-
�a�t intensivnost� ro�daemosti ili smertnosti odnogo vida

v otsutstvii drugogo. Esli ko	fficient ci polo�itel�ny�, to

sootvetstvu�wi� vid razmno�aets� v otsutstvie drugogo, es-
li otricatel�ny� — vymiraet. Nakonec, qleny a11N

2
1 i a22N

2
2

otra�a�t fakt vnutrividovo� konkurencii (t.e. konkuren-
cii me�du osob�mi odnogo vida), po	tomu ko	fficienty a11 i

a22 — otricatel�ny.
V sootvetstvii s biologiqeskim smyslom dostatoqno is-

sledovat� sistemu (2.2) tol�ko pri N1 ≥ 0, N2 ≥ 0. Koor-
dinatnye osi (N1 = 0 i N2 = 0) �vl��ts� invariantnymi

mno�estvami sistemy (2.2). A poskol�ku pravye qasti siste-
my udovletvor��t uslovi�m suwestvovani� i edinstvennosti

rexeni�, to mo�no utver�dat�, qto esli naqal�nye dannye
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N1(0) i N2(0) polo�itel�ny, to i komponenty vektora rexe-
ni� (N1(t), N2(t))∗ tak�e budut ostavat�s� polo�itel�nymi pri

vseh t ≥ 0. Zdes� i dalee v posobii ”zvezdoqka” oznaqaet trans-
ponirovanie. Sledovatel�no, i polo�itel�ny� ortant (N1 > 0,
N2 > 0) �vl�ets� dl� sistemy (2.2) invariantnym mno�estvom.

Pervye modeli takogo roda byli rassmotreny A.D. Lot-
ko� [147] i V. Vol�terra [32].

Provedem analiz sistemy (2.2) na primere otnoxeni� tipa

”hiwnik — �ertva”. Izuqenie drugih sluqaev (konkurenci�,
simbioz) provodits� analogiqno (sm. [101]).

Itak, pust� pervy� vid slu�it piwe� dl� vtorogo, t.e.
N1(t) — qislennost� �ertv, N2(t) — qislennost� hiwnikov.
V otsutstvie hiwnikov �ertvy budut razmno�at�s� (c1 > 0), a

hiwniki v otsutstvie �ertv budut vymirat� (c2 < 0) iz-za ot-
sutstvi� piwi. Vstreqi hiwnikov i �ertv blagopri�tny dl�

hiwnikov (a21 > 0) i gubitel�ny dl� �ertv (a12 < 0). Pred-
polo�im snaqala, qto vnutrividova� konkurenci� otsutstvuet

(a11 = a22 = 0). Takim obrazom, poluqaem klassiqesku� model�

Lotki — Vol�terra [32]{
Ṅ1 = (c1 + a12N2)N1,

Ṅ2 = (c2 + a21N1)N2,
(2.3)

gde c1 > 0, c2 < 0, a12 < 0, a21 > 0.
Sistema (2.3) imeet dva polo�eni� ravnovesi�: M0 = (0, 0)∗

i M1 =
(
N̄1, N̄2

)∗, gde N̄1 = −c2/a21, N̄2 = −c1/a12.
Sistema line�nogo pribli�eni� v okrestnosti toqki M0

imeet vid {
Ṅ1 = c1N1,

Ṅ2 = c2N2.

Poskol�ku qisla c1 i c2 raznyh znakov, to ots�da sleduet, qto

toqka M0 — neusto�qiva� osoba� toqka tipa ”sedlo”.
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Sostavim teper� sistemu line�nogo pribli�eni� v okrest-
nosti toqki M1: ⎧⎪⎨⎪⎩

ξ̇1 = −a12c2

a21
ξ2,

ξ̇2 = −a21c1

a12
ξ1.

Zdes� ξ1 = N1 − N̄1, ξ2 = N2 − N̄2. Matrica poluqenno� line�-
no� sistemy imeet qisto mnimye sobstvennye qisla. Takim

obrazom, issledovat� tip osobo� toqki M1 i ee usto�qivost�

po line�nomu pribli�eni� nel�z�.
Zametim, qto u sistemy (2.3) suwestvuet integral

V (N1, N2) = N1 − N̄1 − N̄1 ln
N1

N̄1
− a12

a21

(
N2 − N̄2 − N̄2 ln

N2

N̄2

)
.

Vvedem pol�rnye koordinaty s centrom v toqke M1:{
N1 = N̄1 + r cos ϕ,

N2 = N̄2 + r sin ϕ,
(r, ϕ) ∈ U,

gde

U = {(r, ϕ) : r ≥ 0, ϕ ∈ [0, 2π), N̄1 + r cos ϕ > 0, N̄2 + r sinϕ > 0}.

Rassmotrim funkci�

G(r, ϕ) = V (N̄1 + r cos ϕ, N̄2 + r sin ϕ).

Imeem G(0, ϕ) ≡ 0. Neslo�no dokazat�, qto funkci� G(r, ϕ)
strogo vozrastaet po r pri l�bom fiksirovannom ϕ iz prome-
�utka [0, 2π). Takim obrazom, G(r, ϕ) > 0 pri r > 0. Poluqaem,
qto funkci� V udovletvor�et trebovani�m teoremy L�punova

ob usto�qivosti [16].
Krome togo, G(r, ϕ) → +∞ pri pribli�enii k granice ob-

lasti U . Znaqit, dl� l�bogo C > 0 i l�bogo ϕ̂ ∈ [0, 2π) suwe-
stvuet edinstvennoe r̂ takoe, qto G(r̂, ϕ̂) = C, (r̂, ϕ̂) ∈ U . Ots�da
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poluqaem, qto linii urovn� V (N1, N2) = Const > 0 (a sledova-
tel�no, i traektorii sistemy (2.3) na fazovo� ploskosti [83])
zamknuty, soder�at vnutri seb� toqku M1 i celikom zapoln�-
�t polo�itel�ny� ortant (sm. ris. 2.1).

N2

N1
0

−

c1

a12

−

c2

a21

Ris. 2.1.

Znaqit, toqka M1 — usto�qiva� osoba� toqka tipa ”centr”.
V rezul�tate issledovani� modeli (2.3) Vol�terra sfor-

muliroval tri zakona [32]:
1. Zakon periodiqnosti cikla (zakon fluktuaci�): ko-

lebani� qislennoste� dvuh vidov �vl��ts� periodiqeskimi s

periodom, zavis�wim kak ot parametrov sistemy, tak i ot na-
qal�nyh znaqeni� qislennoste�.

2. Zakon sohraneni� srednih znaqeni�: srednie znaqe-
ni� qislennoste� dvuh vidov posto�nny i ne zavis�t ot naqal�-
nyh qislennoste�. Priqem koordinaty toqki M1 i �vl��ts�

	timi srednimi znaqeni�mi dl� N1 i N2 sootvetstvenno.
De�stvitel�no, perepisyva� sistemu (2.3) v vide

d lnN1

dt
= c1 + a12N2,

d lnN2

dt
= c2 + a21N1
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i integriru� ee na prome�utke [0, T ], gde T — period kolebani�,
poluqim

0 = c1T + a12

∫ T

0

N2(t) dt, 0 = c2T + a21

∫ T

0

N1(t) dt.

Sledovatel�no, ime�t mesto ravenstva

1
T

∫ T

0

N1(t) dt = − c2

a21
,

1
T

∫ T

0

N2(t) dt = − c1

a12
.

3. Zakon smeweni� srednih: pust� proishodit vnexnee

istreblenie �ertv i hiwnikov, proporcional�noe ih koliqe-
stvu, t.e. sistema (2.3) prinimaet vid{

Ṅ1 = (c1 − λ1 + a12N2)N1,

Ṅ2 = (c2 − λ2 + a21N1)N2,

gde λ1 > 0, λ2 > 0 — ko	fficienty istrebleni� �ertv i hiwni-
kov. Togda esli λ1 < c1, to v poluqenno� sisteme budut sohra-
n�t�s� periodiqeskie kolebani�, tol�ko u�e vokrug novo� toq-
ki ((−c2 +λ2)/a21, (−c1 +λ1)/a12)∗, t.e. srednee qislo �ertv uve-
liqits�, a srednee qislo hiwnikov umen�xits�. Esli λ1 > c1,
to v neotricatel�nom ortante ostanets� tol�ko nulevoe polo-
�enie ravnovesi�, kotoroe budet asimptotiqeski usto�qivym,
t.e. v 	tom sluqae oba vida vymrut.

Nesmotr� na to, qto model� (2.3) smogla ob��snit� mnogie

real�no nabl�davxies� �vleni�, u nee est� bol�xo� nedosta-
tok — ”negrubost�”. A imenno: pri l�byh skol� ugodno ma-
lyh vozmuweni�h fazovyh koordinat budet men�t�s� cikl, po

kotoromu proishod�t kolebani� v sisteme, t.e. budet prois-
hodit� pereskok s odno� traektorii na drugu�. Krome togo,
malye izmeneni� pravo� qasti sistemy (2.3) mogut privodit�
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usto�qivy� ”vyro�denny� uzel”. Poluqaem, qto v l�bom slu-
qae polo�enie ravnovesi� M2 asimptotiqeski usto�qivo.

Analogiqnym obrazom dokazyvaets�, qto polo�enie ravno-
vesi� M0 vsegda neusto�qivo, a usto�qivost� toqki M1 budet

opredel�t�s� znakom vyra�eni� c1a21 − c2a11. Esli 	to vyra-
�enie otricatel�no, to toqka M1 asimptotiqeski usto�qiva,
esli polo�itel�no — to neusto�qiva.

Issledovanie usto�qivosti sistemy (2.4) mo�no provesti

i s pomow�� vtorogo metoda L�punova. V qastnosti, dl�

dokazatel�stva asimptotiqesko� usto�qivosti toqki M2 (pri

c1a21 − c2a11 > 0) mo�no ispol�zovat� tu �e funkci� L�puno-
va V , qto i ran�xe (tol�ko u�e s novymi znaqeni�mi N̄1, N̄2).
Neslo�no ubedit�s�, qto funkci� V polo�itel�no opredelena

v okrestnosti toqki M2, a ee proizvodna� v silu sistemy (2.4)
otricatel�no opredelena v okrestnosti 	to� toqki. Takim ob-
razom, funkci� V udovletvor�et uslovi�m teoremy L�punova

ob asimptotiqesko� usto�qivosti [16].

§ 3. Obobwenie klassiqesko� modeli

me�vidovogo vzaimode�stvi�

V predyduwem paragrafe funkcii prisposoblennosti

(2.1) predpolagalis� line�nymi. Odnako s pomow�� takogo

podhoda ne vsegda udaets� opisat� nabl�daemye v prirode �v-
leni�. V qastnosti, v rabote [17] na osnove primeneni� krite-
ri� Bendiksona — D�laka bylo dokazano, qto sistema vtorogo

por�dka (2.2) ne mo�et imet� usto�qivyh predel�nyh ciklov,
harakternyh dl� real�no� popul�cionno� dinamiki. V rezul�-
tate voznikaet neobhodimost� ispol�zovani� funkci� prispo-
soblennosti bolee slo�nogo vida. Rassmotrim nekotorye pri-
mery vozmo�nyh modele�.
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Model� L.R. Ginzburga [38]. Predpolo�im, qto funkcii

prisposoblennosti (2.1) zavis�t ne tol�ko ot qislennosti po-
pul�ci�, kak v modeli (2.2), no i ot doli ka�dogo vida v obwe�

biomasse:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Ṅ1 =

(
c1 + a11N1 + a12N2 + b1

N2

N1 + N2

)
N1,

Ṅ2 =
(

c2 + a21N1 + a22N2 + b2
N1

N1 + N2

)
N2.

Zdes� ci, bi, aij , i, j = 1, 2 — nekotorye posto�nnye veliqiny,
znak kotoryh zavisit ot tipa rassmatrivaemyh biologiqeskih

vzaimode�stvi�.
V rabote [38] dokazano, qto v tako� sisteme mogut voznikat�

avtokolebani� (asimptotiqeski orbital�no usto�qivye peri-
odiqeskie rexeni�).

Model� P. Lesli [115]. V ramkah modeli predpolagaets�,
qto prirost qislennosti hiwnikov proporcionalen qislenno-
sti hiwnikov, prihod�wihs� na odnu �ertvu. Esli 	ta veliqi-
na prevoshodit nekotoroe porogovoe znaqenie, to skorost� iz-
meneni� qislennosti hiwnikov stanovits� otricatel�no�. Iz-
menenie qislennosti �ertv opisyvaets� toqno takim �e urav-
neniem, kak i v modeli Lotki — Vol�terra:⎧⎪⎨⎪⎩

Ṅ1 = (c1 + a11N1 + a12N2)N1,

Ṅ2 =
(

c2 + b2
N2

N1

)
N2,

gde N1(t), N2(t) — qislennosti popul�ci� �ertv i hiwnikov, a

c1 > 0, c2 > 0, a11 < 0, a12 < 0, b2 < 0.
Otkaz ot principa parnyh vzaimode�stvi� da�e v odnom

uravnenii delaet model� ”nebalansovo�”.
V rabotah [1, 60] model� Lesli ispol�zovalas� dl� kaqe-

stvennogo issledovani� processov v lesnyh sistemah.
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Model� Hollinga — Tennera (sm. [99]). Rassmotrim mo-
dificirovannu� sistemu ”hiwnik — �ertva”⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Ṅ1 =
(

c1 + a11N1 + b1
N2

D + N1

)
N1,

Ṅ2 =
(

c2 + b2
N2

N1

)
N2.

Zdes� c1 > 0, c2 > 0, a11 < 0, D > 0, b1 < 0, b2 < 0.
Ispol�zovanie qlena b1N2N1/(D + N1) v pravo� qasti per-

vogo uravneni� v kaqestve otricatel�nogo vli�ni� hiwni-
kov na skorost� rosta qislennosti �ertv pozvol�et, v ot-
liqie ot klassiqesko� modeli, uqest� nasywenie hiwnikov(

lim
N1→+∞

b1N2N1/(D + N1) = b1N2

)
.

V razliqnyh rabotah (sm., naprimer, [14, 92, 101]) byli ras-
smotreny i drugie primery vybora neline�nyh funkci� pri-
sposoblennosti.

Model� A.N. Kolmogorova. Naibolee polno tendenci� k

obobweni� vyra�ena v stat�e A.N. Kolmogorova [70], v kotoro�

on voobwe otkazals� ot �vnogo vida funkci� (2.1), ograniqi-
va�s� lix� kaqestvennymi predpolo�eni�mi. Kolmogorovym

rassmatrivalas� sistema, opisyva�wa� otnoxeni� tipa ”hiw-
nik — �ertva”: {

Ṅ1 = k1(N1)N1 − L(N1)N2,

Ṅ2 = k2(N1)N2.
(3.1)

Pri ee rassmotrenii delalis� sledu�wie predpolo�eni�:
hiwniki ne vzaimode�stvu�t drug s drugom (t.e. ko	fficient

razmno�eni� hiwnikov k2(N1) i qislo �ertv L(N1), potrebl�e-
myh v edinicu vremeni odnim hiwnikom, ne zavis�t ot N2), pri-
rost za malye prome�utki vremeni qisla �ertv pri naliqii

hiwnikov raven prirostu v otsutstvie hiwnikov minus qislo

�ertv, istrebl�emyh hiwnikami.
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Funkcii k1(N1), k2(N1), L(N1) predpolaga�ts� nepreryv-
no differenciruemymi pri N1 ≥ 0; k′

1(N1) < 0 (limitiru�-
wa� sreda dl� �ertv v otsutstvie hiwnikov); k′

2(N1) > 0,
k2(0) < 0 < k2(+∞) (s rostom qislennosti �ertv ko	ffici-
ent prirosta hiwnikov vozrastaet ot otricatel�nyh znaqeni�,
kogda neqem pitat�s�, do polo�itel�nyh, pri izbytke piwi);
L(N1) > 0 pri N1 > 0, L(0) = 0.

Issleduem harakter fazovyh traektori�, vozmo�nyh v si-
steme (3.1). Rassmatrivaema� sistema mo�et imet� ne bolee

treh polo�eni� ravnovesi�:
a) M0 = (0, 0)∗;
b) M1 = (A, 0)∗, gde A opredel�ets� iz uslovi� k1(A) = 0;
v) M2 = (B,C)∗, gde B, C opredel��ts� iz uravneni�

k2(B) = 0, k1(B)B − L(B)C = 0.
Toqka M2 nahodits� v neotricatel�nom ortante i otliqa-

ets� ot M1, tol�ko esli k1(B) > 0, t.e. esli A > B.
Opredelim harakter osobyh toqek metodom linearizacii.
Sistema line�nogo pribli�eni� v okrestnosti M0 imeet

vid {
ξ̇ = k1(0)ξ,

η̇ = k2(0)η.

Sobstvennye qisla matricy danno� sistemy λ1 = k1(0),
λ2 = k2(0) — vewestvenny i raznyh znakov. Sledovatel�no,
toqka M0 vsegda neusto�qiva, tipa ”sedlo”.

Linearizuem teper� sistemu (3.1) v okrestnosti M1:{
ξ̇ = k′

1(A)Aξ − L(A)η,

η̇ = k2(A)η.

Zdes� sobstvennye qisla λ1 = k′
1(A)A, λ2 = k2(A). Znaqit, toq-

ka M1 predstavl�et sobo� ”sedlo”, esli B < A, i usto�qivy�

”uzel”, esli B > A.
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Nakonec, v okrestnosti M2 (pri A > B) poluqaem lineari-
zirovannye uravneni�{

ξ̇ = −σξ − L(B)η,

η̇ = Ck′
2(B)ξ,

gde σ = −k1(B) − k′
1(B)B + L′(B)C. Esli σ > 0, to toqka M2

usto�qiva, esli σ < 0 — to neusto�qiva, i vokrug nee mogut

suwestvovat� usto�qivye predel�nye cikly [70]. Vozmo�nye

tipy fazovyh portretov dl� sistemy (3.1) predstavleny na ri-
sunke 3.1.

N2

N10 B A

C

N2

N10 B A

C

a) A > B, σ > 0 b) A > B, σ < 0

N2

N10 B A

C

N2

N10 A

v) A > B, σ > 0 g) A < B

Ris. 3.1.
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Kak u�e bylo otmeqeno vyxe, funkci� L(N1) v sisteme (3.1)
opisyvaet potreblenie �ertvy odnim hiwnikom v edinicu vre-
meni. Ona nazyvaets� trofiqesko� funkcie� hiwnika. 
kspe-
rimenty pokazyva�t, qto 	ta funkci� prinadle�it, kak pra-
vilo, k odnomu iz treh tipov (sm. ris. 3.2). Pervy� tip (mono-
tonno vozrasta�wa� funkci� s medlenno ubyva�we� proizvod-
no�) harakteren dl� pozvonoqnyh i nekotoryh vidov hiwnyh

ryb; vtoro� (line�na� funkci� s rezkim porogom nasyweni�)
harakteren, naprimer, dl� moll�skov; treti� — dl� hiwnikov,
sposobnyh k celenapravlennomu poisku �ertv [92].

L

N10

L

N10

L

N10
a) b) v)

Ris. 3.2.

Vo mnogih rabotah (sm., naprimer, [14, 105]) rassmatriva-
lis� nekotorye konkretnye tipy funkci� k1(N1), L(N1), k2(N1).
V qastnosti, v [105] 	ti funkcii vybiralis� tak, qtoby siste-
ma (3.1) byla dostatoqno blizka k klassiqesko� modeli (2.2),
no pri 	tom imela usto�qivye predel�nye cikly. Byli tak-
�e issledovany nekotorye primery, v kotoryh ko	fficient k2

zavisel ne tol�ko ot N1, no i ot N2 (k2 = k2(N1, N2)).

Sistemy s peremenno� strukturo�. V kaqestve ewe od-
nogo obobweni� klassiqesko� modeli rassmotrim sistemu s pe-
remenno� strukturo�.

V razliqnyh uslovi�h v zavisimosti ot sezona, naliqi�

piwi i t.d. harakter �iznede�tel�nosti �ivyh suwestv i ih

povedenie men��ts�. Sootvetstvenno, dol�en men�t�s� i tip

uravneni�, opisyva�wih povedenie popul�ci�. 
to bylo uqte-
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no I.A. Poletaevym [91] v klasse tak nazyvaemyh diskretno-
nepreryvnyh modele�. Oni opisyva�ts� sistemami differen-
cial�nyh uravneni�, struktura kotoryh izmen�ets� v oprede-
lennye momenty vremeni, zavis�wie, v svo� oqered�, ot zna-
qeni� rexeni� samih uravneni�. 
to vyra�aets� v tom, qto

v fazovom prostranstve suwestvu�t krivye ili poverhnosti,
pri perehode qerez kotorye men�ets� vid pravyh qaste� izuqa-
emyh sistem.

Naprimer, sistema ”hiwnik — �ertva”, ishod� iz takih

principov, zapixets� v sledu�we� forme [91]{
Ṅ1 = p1 − p2 − β1p3,

Ṅ2 = β2p3 − p4.
(3.2)

Zdes� p1, p2, p3, p4 — vidy aktivnosti sootvetstvu�wih po-
pul�ci�, a imenno: p1 = min{α1N1, α2E} opisyvaet aktiv-
nost� razmno�eni� �ertv (razmno�enie �ertv zavisit ot ob-
we� qislennosti pogolov�� N1 i limitiruets� nekotoro� ve-
liqino� E, harakterizu�we� vli�nie vnexne� sredy),
p2 = α3N1 — intensivnost� estestvenno� smertnosti �ertv,
p3 = min{α4N2, α5N1N2, α6E} harakterizuet process poedani�

�ertv hiwnikami (ono limitiruets� koliqestvom hiwnikov

N2, koliqestvom vstreq hiwnikov s �ertvami N1N2, vnexnimi

uslovi�mi E), p4 = α7N2 — intensivnost� estestvenno� smert-
nosti hiwnikov; β1, β2, α1, . . . , α7 — nekotorye polo�itel�nye

posto�nnye.
Pri naho�denii rexeni� (N1(t), N2(t))∗ sistemy (3.2) sna-

qala trebuets� opredelit�, kako� strukture sootvetstvuet toq-
ka (N1(0), N2(0))∗. Pri dal�ne�xem vyqislenii rexeni� nado

sledit�, ne peresekaet li ono poverhnosti perekl�qeni� para-
metrov. Esli 	to proizoxlo, to neobhodimo izmenit� struk-
turu sistemy sootvetstvu�wim obrazom (podrobnee sm. [91]).
V rezul�tate harakter rexeni� sistemy (3.2) budet otliqen ot
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haraktera rexeni� klassiqesko� modeli Vol�terra. Tak, da�e

v opisannom prostom sluqae mo�no poluqit� mno�estvo razno-
obraznyh traektori�, prisuwih sistemam vtorogo por�dka, v

qastnosti, predel�nye cikly. Privedenny� sposob primenim

dl� postroeni� matematiqeskih modele� biologiqeskih vzai-
mode�stvi� l�bo� slo�nosti.

§ 4. Soobwestvo n vidov

Real�nye biologiqeskie sistemy, kak pravilo, sosto�t iz

mno�estva razliqnyh popul�ci�, sv�zannyh me�du sobo� raz-
noobraznymi otnoxeni�mi. Predpolo�im, qto na rassmatriva-
emo� territorii suwestvuet soobwestvo, sosto�wee iz n vidov

�ivyh organizmov. Ka�dy� vid harakterizuets� svoe� qislen-
nost�� Ni(t), i = 1, . . . , n. Kak i ranee, pod funkci�mi pri-
sposoblennosti popul�ci� budem ponimat� skorosti udel�nogo

rosta ih qislennosti

εi(t,N1, . . . , Nn, θ, . . . ) =
1
Ni

Ṅi, i = 1, . . . , n, (4.1)

gde, vnov�, θ harakterizuet sovokupnost� parametrov vnexne�

sredy. Harakter vli�ni� odnogo vida na drugo� v soobwestve

mo�no uslovno izobrazit� odnim iz znakov [105]: ”+” — sti-
mulirovanie, ”–” — limitirovanie, ”0” — ne�tral�nost�. To-
gda klassifikaci� parnyh vzaimode�stvi� budet sosto�t� iz

xesti osnovnyh tipov: ”+ +” — simbioz, ”– –” — konkuren-
ci�, ”+ –” — otnoxeni� tipa ”hiwnik — �ertva”, ”+ 0” —
kompensalizm, ”– 0” — amensalizm, ”0 0” — ne�tralizm. Pol-
na� struktura parnyh vzaimode�stvi� mo�et byt� otra�ena s

pomow�� znakovo� matricy S = (sij)
n
i,j=1, 	lementy sij kotoro�

ravny ”+”, ”–” ili ”0” i pokazyva�t harakter vli�ni� j-ogo
vida na i-y�. Esli funkcii (4.1) nepreryvno differenciruemy
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po N1, . . . , Nn, to

sij = sign
∂εi

∂Nj
, i, j = 1, . . . , n.

Pri 	tom struktura vidovyh otnoxeni� mo�et men�t�s� v za-
visimosti ot sosto�ni� sistemy.

Inogda issledovanie dinamiki popul�ci� udobnee provo-
dit� ne v terminah ih qislennoste� Ni(t), i = 1, . . . , n, a v ter-

minah ih qastot pi = Ni/N , i = 1, . . . , n, gde N =
n∑

i=1

Ni — obwa�

qislennost� biologiqeskogo soobwestva.
Veliqiny p1, . . . , pn neotricatel�ny i sv�zany me�du so-

bo� usloviem normirovki

n∑
i=1

pi = 1. Oblast� izmeneni� 	tih

veliqin, t.e. mno�estvo

σ =

{
p = (p1, . . . , pn)∗ : pi ≥ 0, i = 1, . . . , n;

n∑
i=1

pi = 1

}
,

nazyvaets� simpleksom.
Perepixem uravneni� (4.1) v qastotno� forme. Dl� 	togo

prodifferenciruem peremennye p1, . . . , pn:

ṗi =
1
N

Ṅi − Ni

N2
Ṅ , i = 1, . . . , n.

Ots�da, s uqetom (4.1), imeem

ṗi =

⎛⎝ε̃i −
n∑

j=1

pj ε̃j

⎞⎠ pi, i = 1, . . . , n,

gde ε̃i(t, p1, . . . , pn, N, θ, . . . ) = εi(t, p1N, . . . , pnN, θ, . . . ). Obozna-

qa�

n∑
j=1

pj ε̃j qerez ε̃, okonqatel�no poluqim

{
ṗi = (ε̃i − ε̃)pi, i = 1, . . . , n,

Ṅ = Nε̃.
(4.2)
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V sisteme (4.2) pervye n uravneni� opisyva�t dinamiku struk-
tury soobwestva, a poslednee uravnenie — dinamiku qislen-
nosti soobwestva.

Zameqanie 4.1. Esli veliqiny ε̃i − ε̃ ne zavis�t ot obwe�

qislennosti popul�cii, to pervye n uravneni� v sisteme (4.2)
mo�no rassmatrivat� nezavisimo ot poslednego. Poluqaem di-
namiqesku� sistemu na simplekse. V rabote [43] issledovalis�

uslovi� suwestvovani� i usto�qivosti polo�eni� ravnovesi�

takih sistem.
Sistema (4.1) predstavl�et sobo� obwu� model� me�vido-

vogo vzaimode�stvi�. Dl� postroeni� soder�atel�no� teorii

neobhodimo vybrat� bolee konkretny� vid funkci� prisposob-
lennosti. Nekotorye obwie principy vybora 	tih funkci� v

zavisimosti ot haraktera me�vidovyh otnoxeni� rassmotreny

v [43]. V posledu�wih paragrafah budut issledovany neskol�-
ko tipovyh modele�.

§ 5. Vol�terrovskie modeli vzaimode�stvi�

n vidov

V klassiqeskih (vol�terrovskih) model�h funkcii pri-
sposoblennosti (4.1) predpolaga�ts� line�nymi po N1, . . . , Nn.
V kaqestve modeli me�vidovogo vzaimode�stvi� togda primem

sledu�wu�

Ṅi =

⎛⎝ci +
n∑

j=1

aijNj

⎞⎠Ni, i = 1, . . . , n, (5.1)

gde ci — skorost� estestvennogo prirosta ili smertnosti (v za-
visimosti ot znaka) i-o� popul�cii v otsutstvii ostal�nyh vi-
dov. Parametry aij (i �= j) otra�a�t harakter i intensivnost�

vli�ni� j-ogo vida na i-y�; esli aij > 0, to j-y� vid okazyvaet
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polo�itel�noe vozde�stvie na i-y�, esli aij < 0, to — otri-
catel�noe, esli aij = 0, to j-y� vid ne vli�et na qislennost�

i-ogo vida. Ko	fficienty aii ≤ 0, i = 1, . . . , n, otra�a�t inten-
sivnost� vnutrividovo� konkurencii. Matrica A = (aij)

n
i,j=1

nazyvaets� matrice� vzaimode�stvi�.
Sledu� Vol�terra [32], rassmotrim snaqala qastny� slu-

qa�, kogda vzaimode�stvie me�du l�bymi dvum� vidami iz so-
obwestva libo ne�tral�no, libo nosit harakter ”hiwnik —
�ertva”. Priqem budem predpolagat�, qto pri poedanii �ert-
vy vs� ee biomassa perehodit k hiwniku, t.e.

aij = −aji, i �= j, i, j = 1, . . . , n. (5.2)

V qastnosti, esli vnutrividova� konkurenci� otsutstvuet

(aii = 0, i = 1, . . . , n), to matrica A budet kososimmetriqesko�.
Zameqanie 5.1. V nekotoryh rabotah model� Vol�terra

(pri uslovii (5.2)) zapisyvaets� s dopolnitel�nymi ko	ffi-
cientami proporcional�nosti:

Ṅi =

⎛⎝ci +
1
βi

n∑
j=1

aijNj

⎞⎠Ni, i = 1, . . . , n. (5.3)

Zdes� polo�itel�nye veliqiny 1/βi, i = 1, . . . , n, nazyvaemye

	kvivalentami [32], harakterizu�t tot fakt, qto vosproizvod-
stvo odnogo hiwnika obyqno sopr��eno s poedaniem bolee qem

odno� �ertvy. Odnako putem ”masxtabirovani�” peremennyh

N1, . . . , Nn sistemu (5.3) mo�no svesti [104] k vidu (5.1), sohra-
niv pri 	tom svo�stvo (5.2). Po	tomu dalee bez poteri obwno-
sti budem sqitat�, qto β1 = . . . = βn = 1.

Vyqislim skorost� izmeneni� summarno� biomassy soob-
westva

n∑
i=1

Ṅi =
n∑

i=1

(ci + aiiNi)Ni.
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Ots�da poluqaem, qto esli ko	fficienty estestvennogo pri-
rosta c1, . . . , cn otricatel�ny, to vse vidy vymrut. Dalee bu-
dem predpolagat�, qto hot� by odin iz 	tih ko	fficientov po-
lo�itelen.

Sistemu (5.1) imeet smysl rassmatrivat� tol�ko v neotri-
catel�nom ortante (Ni ≥ 0, i = 1, . . . , n).

Pust� suwestvuet polo�enie ravnovesi� N̄ = (N̄1, . . . , N̄n)∗

sistemy (5.1), prinadle�awee neotricatel�nomu ortantu, t.e.
toqka, koordinaty kotoro� udovletvor��t uslovi�m⎛⎝ci +

n∑
j=1

aijN̄j

⎞⎠ N̄i = 0, N̄i ≥ 0, i = 1, . . . , n. (5.4)

Trivial�noe rexenie 	to� sistemy N̄ = (0, . . . , 0)∗ �vl�et-
s� neusto�qivym polo�eniem ravnovesi�, qto legko prover�et-
s� s pomow�� sistemy line�nogo pribli�eni�.

Predpolo�im teper�, qto sredi koordinat toqki N̄ est�

hot� by odna nenuleva�. Pust� numeraci� peremennyh vybrana

tak, qto N̄i > 0 pri i = 1, . . . , k, gde k — nekotoroe celoe qislo,
1 ≤ k ≤ n, i N̄i = 0 pri i = k+1, . . . , n (zdes� i dalee v nasto�wem

paragrafe qleny s indeksami k+1, . . . , n budut prisutstvovat�,
tol�ko esli k < n; sluqa� k = n sootvetstvuet polo�itel�no�

toqke poko� (N̄ > 0)). Togda uravneni� (5.4) primut vid⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ci +

k∑
j=1

aijN̄j = 0, i = 1, . . . , k,

N̄i = 0, i = k + 1, . . . , n.

(5.5)

Rassmotrim vspomogatel�nu� funkci�

V =
k∑

i=1

(
Ni − N̄i − N̄i ln

Ni

N̄i

)
+

n∑
i=k+1

Ni,
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kotoru� budem sqitat� opredelenno� na mno�estve

D = {(N1, . . . , Nn)∗ : Ni > 0, i = 1, . . . , k; Ni ≥ 0, i = k+1, . . . , n}.
Neslo�no proverit�, qto funkci� V neotricatel�na na mno�e-
stve D i obrawaets� v nol� tol�ko v toqke N̄, a ee proizvodna�

v silu sistemy (5.1) imeet vid

dV

dt

∣∣∣
(5.1)

=
n∑

i=1

aii(Ni − N̄i)2 +
n∑

i=k+1

⎛⎝ci +
k∑

j=1

aijN̄j

⎞⎠Ni.

Pri vyqislenii 	to� proizvodno� bylo uqteno uslovie (5.2).
Ispol�zu� rezul�taty rabot [16, 102, 103], poluqaem sledu�-
wu� teoremu.

Teorema 5.1. Pust� spravedlivy neravenstva

aii ≤ 0, i = 1, . . . , n, (5.6)

ci +
k∑

j=1

aijN̄j ≤ 0, i = k + 1, . . . , n. (5.7)

Togda polo�enie ravnovesi� N̄ usto�qivo. A esli neravenstva
(5.6) ili (5.7) dl� nekotoryh znaqeni� nomera i vypolneny stro-
go, to usto�qivost� budet asimptotiqesko� po otnoxeni� k
peremennym s dannymi nomerami. Pri �tom oblast� asimpto-
tiqesko� usto�qivosti sovpadaet so vse� oblast�� D.

Zameqanie 5.2. Esli k = n i aii = 0, i = 1, . . . , n, to funkci�

V �vl�ets� integralom sistemy (5.1).
Primer 5.1 [33, 103]. Rassmotrim sistemu tret�ego (n = 3)

por�dka, v kotoro� pervye dva vida pita�ts� tret�im. Budem

sqitat�, qto vnutrividova� konkurenci� otsutstvuet. V 	tih

predpolo�eni�h sistema (5.1) zapixets� tak:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Ṅ1 = (c1 + a13N3)N1,

Ṅ2 = (c2 + a23N3)N2,

Ṅ3 = (c3 + a31N1 + a32N2)N3,

(5.8)

gde c1 < 0, c2 < 0, c3 > 0, a13 = −a31 > 0, a23 = −a32 > 0.
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Esli spravedlivo sootnoxenie c1/a13 = c2/a23, to siste-
ma (5.8) krome izolirovannogo polo�eni� ravnovesi� (0, 0, 0)∗

budet imet� beskoneqnoe mno�estvo neizolirovannyh toqek po-
ko�, le�awih na pr�mo� c3 + a31N1 + a32N2 = 0, N3 = −c1/a13.
Odnako, tak kak real�na� biologiqeska� sistema vsegda pod-
ver�ena razliqnym sluqa�nym vozde�stvi�m, to malovero�tno

predpolagat�, qto v sisteme (5.8) vypolneny kakie-to osobye so-
otnoxeni� tipa ”ravenstvo” me�du ko	fficientami. Po	tomu

dalee budem sqitat�, qto c1/a13 �= c2/a23. V 	tom sluqae sistema

(5.8) imeet v neotricatel�nom ortante tri osobye toqki

M0 = (0, 0, 0)∗, M1 =
(

0,
c3

a23
,− c2

a23

)∗
, M2 =

(
c3

a13
, 0,− c1

a13

)∗
.

Kak bylo otmeqeno vyxe, toqka M0 neusto�qiva. Neravenstvo

vida (5.7) dl� toqki M1 imeet vid

c1 − a13
c2

a23
< 0 (5.9)

(ravenstvo iskl�qaets� v silu sdelannogo predpolo�eni� o ma-
lovero�tnosti osobogo sluqa�). V sootvetstvii s teoremo� 5.1,
vypolnenie neravenstva (5.9) �vl�ets� dostatoqnym usloviem

usto�qivosti toqki M1 po vsem peremennym i asimptotiqesko�

usto�qivosti po N1. Mo�no dokazat� [103], qto pri vypolne-
nii neravenstva, obratnogo neravenstvu (5.9), toqka M1 budet

neusto�qivo�.
Analogiqno, dl� usto�qivosti (asimptotiqesko� po N2)

toqki M2 neobhodimo i dostatoqno vypolneni� neravenstva

c2 − a23
c1

a13
< 0. (5.10)

Uslovi� (5.9) i (5.10) vzaimoiskl�qa�wie. Po	tomu iz to-
qek M1 i M2 odna ob�zatel�no budet usto�qivo�, druga� —
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neusto�qivo�. Soglasno teoreme 5.1, pri vypolnenii uslovi�

(5.9) oblast�� asimptotiqesko� usto�qivosti (po N1) dl� toq-
ki M1 budet mno�estvo {N1 ≥ 0, N2 > 0, N3 > 0}, a pri vypol-
nenii uslovi� (5.10) oblast�� asimptotiqesko� usto�qivosti

(po N2) dl� toqki M2 budet mno�estvo {N1 > 0, N2 ≥ 0, N3 > 0}.
Takim obrazom, v sisteme (5.8) odin iz hiwnikov vymira-

et. 
to sootvetstvuet ”	kologiqeskomu principu vymirani�”
Vol�terra [32], soglasno kotoromu v sisteme (5.1) s kososim-
metriqesko� matrice� A pri neqetnom n qislennosti vidov ne

mogut vse ostavat�s� v ograniqennom polo�itel�nom interva-
le, t.e. qast� vidov vymret, a ostavxees� qislo vidov stanet

qetnym.
Pere�dem teper� k issledovani� sistemy (5.1) v obwem slu-

qae, t.e. bez predpolo�eni� o vypolnenii uslovi� (5.2).
Sopostavim i-omu vidu, i = 1, . . . , n, nekotoru� polo�itel�-

nu� veliqinu γi, kotoru� mo�no nazvat� srednim znaqeniem

biomassy osobi i-ogo vida. Rassmotrim funkci�

P =
n∑

i=1

γiNi,

opredel��wu� togda obwu� biomassu soobwestva. Prodiffe-
renciruem 	tu funkci� v silu sistemy (5.1). Poluqim

dP

dt

∣∣∣
(5.1)

=
n∑

i=1

γiciNi +
n∑

i=1

n∑
j=1

γiaijNiNj .

Perva� summa opredel�et izmenenie biomassy soobwestva za

sqet estestvennyh prirosta i gibeli osobe�, a vtora�

F (N1, . . . , Nn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

γiaijNiNj

— za sqet me�vidovogo i vnutrividovogo vzaimode�stvi�.
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Opredelenie 5.1 [32]. Soobwestvo vidov nazyvaets� kon-
servativnym, esli suwestvu�t takie polo�itel�nye qisla
γ1, . . . , γn, qto F (N1, . . . , Nn) ≡ 0.

Opredelenie 5.2 [32]. Soobwestvo vidov nazyvaets� dis-
sipativnym, esli suwestvu�t takie polo�itel�nye qisla
γ1, . . . , γn, qto kvadratiqna� forma F (N1, . . . , Nn) otricatel�-
no opredelena.

Takim obrazom, v konservativnyh soobwestvah vzaimode�-
stvie osobe� ne vli�et na izmenenie obwe� biomassy, a v dis-
sipativnyh ono zamedl�et obwi� prirost biomassy.

Poskol�ku dl� konservativnyh sistem, oqevidno, vypolne-
ny sootnoxeni�

aii = 0, γiaij + γjaji = 0, i, j = 1, . . . , n,

t.e. aij i aji protivopolo�ny po znaku, to �sno, qto konserva-
tivnymi mogut byt� lix� soobwestva, v kotoryh edinstvennym

tipom me�vidovyh otnoxeni� (ne sqita� ne�tralizma) vystu-
pa�t otnoxeni� ”hiwnik — �ertva”, a samolimitirovanie vi-
dov otsutstvuet. Neobhodimye i dostatoqnye uslovi� konser-
vativnosti zada�ts� sledu�we� teoremo�.

Teorema 5.2 [32]. Dl� konservativnosti soobwestva n vi-
dov, dinamika kotoryh opisyvaets� sistemo� (5.1), neobhodimo
i dostatoqno, qtoby vypoln�lis� uslovi�:

1) aii = 0, i = 1, . . . , n;
2) pri i �= j libo aij = aji = 0, libo aijaji < 0;
3) dl� l�bogo nabora razliqnyh natural�nyh qisel p1, . . . , pm

iz sovokupnosti {1, 2, . . . , n} imeet mesto ravenstvo

ap1p2ap2p3 . . . apm−1pmapmp1 = (−1)map2p1ap3p2 . . . apmpm−1ap1pm .

Zameqanie 5.3. Iz teoremy 5.2 sleduet, qto rassmotren-
ny� ranee sluqa� kososimmetriqesko� matricy A udovletvo-
r�et uslovi� konservativnosti. Tam dostatoqno polo�it�

γ1 = . . . = γn = 1.

35



Vidno, qto pri n > 2 konservativnost� trebuet vypolneni�

nekotoryh sootnoxeni� tipa ”ravenstvo” me�du parametrami

sistemy, qto delaet 	to svo�stvo malovero�tnym dl� real�nyh

sistem. Konservativnost� soobwestva v biologii — 	to taka�

�e idealizaci�, kak i sistemy bez treni� v mehanike.
Issleduem teper� usto�qivost� polo�eni� ravnovesi� kon-

servativno� sistemy (5.1). Pust� N̄ = (N̄1, . . . , N̄n) — netrivi-
al�na� toqka poko� sistemy (5.1), le�awa� v neotricatel�nom

ortante i udovletvor��wa� uravneni�m (5.5).
Rassmotrim funkci�

V1 =
k∑

i=1

γi

(
Ni − N̄i − N̄i ln

Ni

N̄i

)
+

n∑
i=k+1

γiNi,

zadannu� na mno�estve D. Zdes� γ1, . . . , γn — nekotorye polo-
�itel�nye qisla. Funkci� V1 neotricatel�na na mno�estve D

i obrawaets� v nol� tol�ko v toqke N̄, a ee proizvodna� v silu

sistemy (5.1) imeet vid

dV1

dt

∣∣∣
(5.1)

= F (N1 − N̄1, . . . , Nn − N̄n) +
n∑

i=k+1

γi

⎛⎝ci +
k∑

j=1

aijN̄j

⎞⎠Ni.

Vybira� v kaqestve ko	fficientov γ1, . . . , γn qisla iz oprede-
leni� 5.1, poluqim [16, 102, 103], qto spravedliva sledu�wa�

teorema.
Teorema 5.3. Esli sistema (5.1) konservativna, i vypol-

neny neravenstva (5.7), to polo�enie ravnovesi� N̄ usto�qivo,
priqem, esli dl� nekotoryh znaqeni� nomera i �ti neravenstva
vypolneny strogo, to usto�qivost� budet asimptotiqesko� po
otnoxeni� k peremennym s �timi nomerami, priqem oblast��
asimptotiqesko� usto�qivosti budet vse mno�estvo D.

Zameqanie 5.4. Esli k = n, to funkci� V1 (c ko	ffici-
entami γ1, . . . , γn iz opredeleni� 5.1) �vl�ets� integralom kon-
servativno� sistemy (5.1).
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Rassmotrim teper� dissipativnye sistemy. Iz opredele-
ni� 5.2 poluqaem neobhodimoe uslovie dissipativnosti

aii < 0, i = 1, . . . , n,

t.e. vse vidy dol�ny obladat� samolimitirovaniem. Sledu�-
wee neobhodimoe uslovie dissipativnosti sostoit v tom, qto

detA �= 0, otkuda vytekaet suwestvovanie ne bolee, qem odno-
go polo�eni� ravnovesi� v polo�itel�nom ortante. I, nako-
nec, v sluqae dissipativnosti matrica A dol�na udovletvo-
r�t� uslovi�m Sevast��nova — Kotel�nskogo: (−1)rΔr > 0, gde

Δr = det (aij)
r
i,j=1, r = 1, . . . , n [105].

Ispol�zu�, kak i pre�de, funkci� V1 (tol�ko u�e s ko	ffi-
cientami γ1, . . . , γn iz opredeleni� 5.2), poluqaem [16, 102, 103]
sledu�wi� rezul�tat.

Teorema 5.4. Esli sistema (5.1) dissipativna, i vypolne-
ny neravenstva (5.7), to polo�enie ravnovesi� N̄ asimptoti-
qeski usto�qivo s oblast�� prit��eni� D.

Zameqanie 5.5. Esli vse koordinaty toqki poko� dissi-
pativno� sistemy (5.1) polo�itel�ny (k = n), to rassmatriva-
emoe polo�enie ravnovesi� �vl�ets� predel�nym dl� vseh re-
xeni� s polo�itel�nymi naqal�nymi znaqeni�mi.

V zakl�qenie otmetim, qto sistemy vida (5.1) mogut ne udo-
vletvor�t� ni uslovi�m konservativnosti, ni uslovi�m dissi-
pativnosti.

§ 6. Kaqestvenna� usto�qivost� v model�h

me�vidovogo vzaimode�stvi�

Snova rassmotrim vol�terrovsku� model� me�vidovogo

vzaimode�stvi�

Ṅi = (ci +
n∑

j=1

aijNj)Ni, i = 1, . . . , n. (6.1)
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V otliqie ot predyduwego paragrafa, ne budem nakladyvat�

na matricu A = (aij)
n
i,j=1 nikakih ograniqeni�, krome nevyro�-

dennosti (detA �= 0).
Pust� N̄ = (N̄1, . . . , N̄n)∗ — polo�enie ravnovesi� siste-

my (6.1), opredel�emoe iz uslovi�

ci +
n∑

j=1

aijN̄j = 0, i = 1, . . . , n.

Budem sqitat�, qto toqka N̄ prinadle�it polo�itel�nomu or-
tantu, t.e. N̄i > 0, i = 1, . . . , n.

Vypisyva� sistemu v otkloneni�h dl� uravneni� (6.1) i

linearizu� ee v okrestnosti toqki N̄, pridem k sisteme

ξ̇ = DAξ,

gde D = diag{N̄1, . . . , N̄n}, ξ = (ξ1, . . . , ξn)∗, ξi = Ni − N̄i,
i = 1, . . . , n.

Takim obrazom, soglasno teoreme ob usto�qivosti po li-
ne�nomu pribli�eni�, polo�enie ravnovesi� N̄ budet asimp-
totiqeski usto�qivym, esli vse sobstvennye qisla matricy

DA le�at v otkryto� levo� poluploskosti. Zametim, qto 	le-
menty 	to� matricy zavis�t kak ot matricy vzaimode�stvi�

A, tak i ot ravnovesnogo znaqeni� N̄. Koordinaty toqki N̄, v

svo� oqered�, zavis�t ot veliqin c1, . . . , cn.
Issleduem vopros, kako� dol�na byt� matrica A, qtoby

usto�qivost� toqki N̄ opredel�las� tol�ko svo�stvami 	to�

matricy i sohran�las� pri l�byh znaqeni�h c1, . . . , cn, pri ko-
toryh rassmatrivaema� toqka ostaets� v polo�itel�nom or-
tante? Inaqe govor�, kakim dol�no byt� vzaimode�stvie me�-
du vidami, qtoby polo�enie ravnovesi� soobwestva sohran�-
lo svo� usto�qivost� pri l�byh ko	fficientah estestvenno-
go prirosta, prisuwih otdel�nym vidam vne vzaimode�stvi�?
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Oqevidno, qto dl� vypolneni� takogo uslovi� neobhodimo i do-
statoqno, qtoby matrica A sohran�la svo� usto�qivost� pri

umno�enii ee na l�bu� matricu D ∈ D+. Zdes� qerez D+

oboznaqeno mno�estvo diagonal�nyh matric s polo�itel�ny-
mi 	lementami na glavno� diagonali.

Opredelenie 6.1 [95, 105]. Matrica A nazyvaets� D-us-
to�qivo� (diagonal�no usto�qivo�), esli matrica DA usto�-
qiva pri l�bo� D ∈ D+.

Voobwe govor�, iz usto�qivosti matricy ee D-usto�qi-
vost� mo�et i ne sledovat�. Proill�striruem 	to primerom.

Primer 6.1. Pust� n = 2,

A =
(

a11 a12

a21 a22

)
, D =

(
d1 0
0 d2

)
,

gde d1 > 0, d2 > 0. Togda

DA =
(

d1a11 d1a12

d2a21 d2a22

)
.

Harakteristiqeskie mnogoqleny matric A i DA ime�t vid

det(A − λE) = λ2 − (a11 + a22)λ + (a11a22 − a12a21),

det(DA − λE) = λ2 − (d1a11 + d2a22)λ + d1d2(a11a22 − a12a21).

Zdes� i dalee v rabote qerez E oboznaqena ediniqna� matrica.
Dl� mnogoqlenov vtoro� stepeni neobhodimym i dostatoq-

nym usloviem gurvicevosti �vl�ets� polo�itel�nost� ih ko-
	fficientov. Po	tomu esli matrica A �vl�ets� usto�qivo�,
to spravedlivy neravenstva

a11 + a22 < 0, a11a22 − a12a21 > 0.

V to �e vrem�, esli veliqiny a11 i a22 raznyh znakov, to, oqe-
vidno, mo�no podobrat� polo�itel�nye qisla d1 i d2, pri ko-
toryh d1a11 + d2a22 > 0, t.e. matrica DA budet neusto�qivo�.
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Pon�tie D-usto�qivosti estestvennym obrazom voznikaet

i v zadaqah matematiqesko� 	konomiki (sm., naprimer, [132, 151,
152]). Issledovani� po D-usto�qivosti veduts� dostatoqno in-
tensivno. Naibolee polny� obzor rezul�tatov, poluqennyh v

	tom napravlenii, imeets� v rabotah [129, 136, 140, 142]. Sfor-
muliruem nekotorye uslovi� D-usto�qivosti.

Teorema 6.1 [95]. Usto�qiva� matrica A �vl�ets� D-us-
to�qivo� togda i tol�ko togda, kogda dl� l�bo� matricy
D ∈ D+ mnogoqleny Re det(DA − iωE) i Im det(DA − iωE) vza-
imno prosty. Zdes� i — mnima� edinica.

Kriteri� D-usto�qivosti, opredel�emy� teoremo� 6.1, ne-
dostatoqno konstruktiven, po	tomu privedem nekotorye bolee

prostye uslovi�.
Teorema 6.2 (neobhodimoe uslovie D-usto�qivos-

ti) [95]. Dl� togo qtoby matrica A byla D-usto�qivo�, neobho-
dimo, qtoby vse ee glavnye minory qetnogo por�dka byli neot-
ricatel�ny, a neqetnogo — nepolo�itel�ny, priqem dol�ny
suwestvovat� nenulevye glavnye minory ka�dogo por�dka.

Teorema 6.3 (dostatoqnye uslovi� D-usto�qivos-
ti) [95]. Dl� D-usto�qivosti matricy A dostatoqno vypol-
neni� odnogo iz sledu�wih uslovi�:

1) suwestvuet taka� matrica B ∈ D+, qto matrica
BA + A∗B otricatel�no opredelena;

2) matrica A usto�qiva i imeet neotricatel�nye vnedia-
gonal�nye �lementy;

3) suwestvuet taka� matrica D ∈ D+, qto matrica
C = −AD = (cij)

n
i,j=1 udovletvor�et uslovi�m

cii >
∑
j �=i

|cij |, i = 1, . . . , n;

4) matrica A treugol�na�, i aii < 0, i = 1, . . . , n;
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5) usto�qiva l�ba� matrica C = (cij)
n
i,j=1 taka�, qto

sign cij = sign aij, i, j = 1, . . . , n;

6) matrica A trehdiagonal�na� (t.e. aij = 0 pri |i− j| > 1),
i glavnye minory matricy −A polo�itel�ny;

7) matrica A znaksimmetriqna (t.e. aijaji > 0,
i, j = 1, . . . , n), i glavnye minory matricy −A polo�itel�ny.

Zameqanie 6.1. Iz uslovi� 2) teoremy 6.3 sleduet, qto

esli matrica A imeet neotricatel�nye vnediagonal�nye 	le-
menty (qto sootvetstvuet simbiozu vseh vidov), to ee usto�qi-
vost� sovpadaet s D-usto�qivost��. Neobhodimye i dostatoq-
nye uslovi� usto�qivosti matric s neotricatel�nymi vnedia-
gonal�nymi 	lementami rassmotreny, naprimer, v rabotah [40,
137]. Matricy takogo vida xiroko ispol�zu�ts� i v matemati-
qesko� 	konomike [85, 103, 137, 155].

Mo�no vvesti i nekotorye drugie svo�stva matricy A.

Opredelenie 6.2 [105]. Matrica A nazyvaets� polnost��
usto�qivo� (ili vpolne usto�qivo�), esli l�ba� ee glavna� pod-
matrica (t.e. matrica, poluqaema� iz matricy A vyqerki-
vaniem neskol�kih strok i stolbcov s odinakovymi nomerami)
D-usto�qiva.

Biologiqeski polnu� usto�qivost� mo�no interpretiro-
vat� tak: matrica soobwestva ostaets� D-usto�qivo� posle is-
kl�qeni� iz soobwestva l�bogo qisla vidov. Oqevidno, qto iz

polno� usto�qivosti matricy sleduet ee D-usto�qivost�.

Opredelenie 6.3 [95, 105]. Matrica A nazyvaets� dissi-
pativno�, esli suwestvuet taka� matrica B ∈ D+, qto
matrica BA + A∗B otricatel�no opredelena.

Iz uslovi� 1) teoremy 6.3 sleduet, qto l�ba� dissipativ-
na� matrica �vl�ets� D-usto�qivo�.

Zameqanie 6.2. Otmetim, qto opredelenie dissipativ-
nosti matricy vzaimode�stvi� A sovpadaet s opredeleniem
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dissipativnosti sistemy (5.1), vvedennym v predyduwem para-
grafe.

De�stvitel�no, otricatel�na� opredelennost� matricy

BA + A∗B, gde B = diag{γ1, . . . , γn}, γi > 0, i = 1, . . . , n, 	kviva-
lentna otricatel�no� opredelennosti kvadratiqno� formy

F (N1, . . . , Nn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

γiaijNiNj .

Teorema 6.4 [95]. Matrica A dissipativna togda i tol�ko
togda, kogda dl� l�bo� matricy B ∈ D+ na glavno� diagonali
matricy −BA imeets� hot� by odin polo�itel�ny� �lement.

Teorema 6.5 [105]. Esli matrica A usto�qiva, D-usto�-
qiva ili dissipativna, to analogiqnym svo�stvom oblada�t i
matricy A∗, A−1.

Takim obrazom, poluqaem sledu�wu� vzaimosv�z� me�du

razliqnymi svo�stvami matricy A:

Dissipativnost� ⇒ Polna� usto�qivost� ⇒
⇒ D-usto�qivost� ⇒ Usto�qivost�.

(6.2)

Esli matrica A obladaet hot� by odnim iz pervyh treh

svo�stv 	to� diagrammy (dissipativnost�, polna� usto�qi-
vost�, D-usto�qivost�), to 	togo dostatoqno dl� usto�qivosti

polo�eni� ravnovesi� N̄ sistemy (6.1). V to �e vrem�, tol�ko

lix� usto�qivost� matricy A usto�qivost� toqki N̄ ne garan-
tiruet (v 	tom sluqae vse budet zaviset� ot znaqeni� c1, . . . , cn).

Teorema 6.6 [105]. Esli matrica A normal�na, t.e.
AA∗ = A∗A, to spravedliva cepoqka sledstvi�, obratnyh (6.2).

Teorema 6.7 [122]. Esli matrica A metclerova, t.e.
aij ≥ 0 pri i �= j, i, j = 1, . . . , n, to spravedliva cepoqka sled-
stvi�, obratnyh (6.2).
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Takim obrazom, soglasno teoremam 6.6 i 6.7, dl� nor-
mal�nyh i metclerovyh matric vvedennye svo�stva (dissipa-
tivnost�, polna� usto�qivost�, D-usto�qivost�) 	kvivalentny

usto�qivosti v obyqnom smysle (gurvicevosti).

Nakonec, vvedem ewe odno bolee sil�noe svo�stvo matri-
cy A.

Opredelenie 6.4 [105]. Matrica A nazyvaets� znak-usto�-
qivo�, esli usto�qiva l�ba� matrica S = (sij)

n
i,j=1 taka�, qto

sign sij = sign aij, i, j = 1, . . . , n.


lement aij pokazyvaet harakter (znak) i intensivnost�

(absol�tna� veliqina) vli�ni� j-ogo vida na i-y�, i znak-
usto�qivost� podrazumevaet sohranenie usto�qivosti pri iz-
menenii intensivnosti vzaimode�stvi� vidov s sohraneniem ih

haraktera.

Iz uslovi� 5) teoremy 6.3 sleduet, qto, esli matrica A
znak-usto�qiva, to ona D-usto�qiva.

Teorema 6.8 [105]. Pust� matrica A imeet otricatel�-
nye diagonal�nye �lementy (aii < 0, i = 1, . . . , n). Togda dl�
znak-usto�qivosti matricy A neobhodimo i dostatoqno, qto-
by vypoln�lis� uslovi�:

1) aijaji ≤ 0 pri i �= j (t.e. v soobwestve ne dol�no byt�
me�vidovo� konkurencii i simbioza);

2) dl� l�bo� posledovatel�nosti razliqnyh indeksov
i1, . . . , im ∈ {1, . . . , n} (m > 2) neravenstva ai1i2 �= 0, ai2i3 �= 0, . . . ,
aim−1im �= 0 vlekut aimi1 �= 0.

Teorema 6.9 [105]. Esli aii < 0, i = 1, . . . , n, i matrica A
znak-usto�qiva, to ona polnost�� usto�qiva.

Teorema 6.9 sleduet iz teorem 6.3, 6.8. V samom dele, es-
li uslovi� teoremy 6.8 vypolneny dl� matricy A, to oni bu-
dut vypolneny i dl� l�bo� ee glavno� podmatricy. A togda,
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soglasno uslovi� 5) teoremy 6.3, vse 	ti podmatricy budut

D-usto�qivy, qto i oznaqaet polnu� usto�qivost� matricy A.
Zameqanie 6.3. Obratnoe, voobwe govor�, neverno [105].
Parametry l�bogo real�nogo soobwestva iz-za razliqnyh

sluqa�nyh vnexnih vozde�stvi� mogut byt� opredeleny lix�

pribli�enno, t.e. my imeem svoego roda neopredelennost� v

zadanii sistemy. Po	tomu vvedennye svo�stva matricy vza-
imode�stvi� pozvol��t govorit� o kaqestvenno� (robastno�)
usto�qivosti, t.e. usto�qivosti, sohran��we�s� pri vseh voz-
mo�nyh znaqeni�h parametrov sistemy iz nekotoryh dopusti-
myh mno�estv.

Primer 6.2 [95]. Rassmotrim soobwestvo, sosto�wee iz n

vidov, v kotorom i-y� vid pitaets� (i − 1)-ym, i sam slu�it

piwe� dl� (i + 1)-go, i = 2, . . . , n − 1. Budem sqitat�, qto dl�

vseh vidov imeet mesto vnutrividova� konkurenci�. Pri 	tih

predpolo�eni�h sistema (6.1) zapixets� tak:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Ṅ1 = (c1 + a11N1 + a12N2) N1,

Ṅi = (ci + ai,i−1Ni−1 + aiiNi + ai,i+1Ni+1)Ni, i = 2, . . ., n − 1,

Ṅn = (cn + an,n−1Nn−1 + annNn) Nn,

gde c1 > 0, cs < 0, as,s−1 > 0, aj,j+1 < 0, aii < 0, s = 2, . . . , n,
j = 1, . . . , n − 1, i = 1, . . . , n.

Predpolo�im, qto danna� sistema imeet toqku poko� N̄ v

polo�itel�nom ortante.
Vypixem matricu vzaimode�stvi�:

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a11 a12 0 0 . . . 0 0
a21 a22 a23 0 . . . 0 0
0 a32 a33 a34 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 . . . an,n−1 ann

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Mo�no proverit�, qto vse glavnye minory matricy −A polo-
�itel�ny. Togda iz uslovi� 6) teoremy 6.3 sleduet, qto mat-
rica A diagonal�no usto�qiva. A soglasno teoreme 6.8, matri-
ca A i znak-usto�qiva. Takim obrazom, polo�enie ravnovesi�

asimptotiqeski usto�qivo pri l�byh ko	fficientah c1, . . . , cn

(pri kotoryh toqka N̄ ostaets� v polo�itel�nom ortante).
Poka�em, qto rassmatrivaema� sistema �vl�ets� dissipa-

tivno�. De�stvitel�no, esli polo�it� B = diag(γ1, . . . , γn), gde

γ1 = 1, γi+1 = −γi
ai,i+1

ai+1,i
, i = 1, . . . , n − 1,

to poluqim, qto BA + A∗B = diag(γ1a11, . . . , γnann) — otrica-
tel�no opredelenna� matrica. Togda, v sootvetstvii s rezul�-
tatami predyduwego paragrafa, funkci�

V1 =
n∑

i=1

γi

(
Ni − N̄i − N̄i ln

Ni

N̄i

)

budet udovletvor�t� v okrestnosti toqki N̄ uslovi�m teore-
my L�punova ob asimptotiqesko� usto�qivosti. Priqem zdes�

imeet mesto asimptotiqeska� usto�qivost� v celom (v polo�i-
tel�nom ortante).

§ 7. Obobwennye vol�terrovskie modeli

Rassmotrenna� ranee klassiqeska� model� Vol�terra osno-
vyvalas� na gipoteze ”parnyh vzaimode�stvi�”, kotora� pred-
polagaet additivnost� vklada ka�do� popul�cii v otnositel�-
nu� skorost� rosta Ṅi/Ni, qto dostatoqno horoxo obosnovano

biologiqeski [86], i line�ny� harakter 	togo vklada, qto zna-
qitel�no hu�e sootvetstvuet real�nym biologiqeskim proces-
sam i mo�et byt� prin�to tol�ko kak pribli�enie v nekotoro�
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okrestnosti polo�eni� ravnovesi�. Qtoby izbavit�s� ot 	to-
go nedostatka bylo predlo�eno (sm. [95]) sledu�wee obobwenie

klassiqesko� modeli

Ṅi =

⎛⎝ci +
n∑

j=1

aijfj(Nj)

⎞⎠ gi(Ni), i = 1, . . . , n, (7.1)

gde funkcii gi(Ni) nepreryvno differenciruemy, a funkcii

fi(Ni) dva�dy nepreryvno differenciruemy pri vseh Ni ≥ 0
i udovletvor��t uslovi�m

fi(0) = 0, f ′
i(Ni) > 0 pri Ni ≥ 0,

gi(0) = 0, gi(Ni) > 0 pri Ni > 0, i = 1, . . . , n.

Proizvedem zamenu peremennyh po formulam

yi = fi(Ni), i = 1, . . . , n.

V silu sdelannyh predpolo�eni� o funkci�h fi(Ni) taka� za-
mena dopustima, priqem spravedlivy sootnoxeni�

f−1
i (0) = 0,

(
f−1

i (yi)
)′

> 0 pri yi ≥ 0, i = 1, . . . , n.

Zdes� f−1
i (yi) — funkci�, obratna� k fi(Ni).

V rezul�tate sistema (7.1) primet vid

ẏi =

⎛⎝ci +
n∑

j=1

aijyj

⎞⎠ψi(yi), i = 1, . . . , n, (7.2)

gde ψi(yi) = f ′
i

(
f−1

i (yi)
)
gi

(
f−1

i (yi)
)
, i = 1, . . . , n. Oqevidno, qto

ψi(0) = 0, ψi(yi) > 0 pri yi > 0, i = 1, . . . , n.
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Zametim, qto sistemy (7.1) i (7.2) 	kvivalentny v smysle

usto�qivosti polo�eni� ravnovesi�: esli nekotoroe polo�e-
nie odno� sistemy usto�qivo (asimptotiqeski usto�qivo), to

tem �e samym svo�stvom budet obladat� i sootvetstvu�wee emu

polo�enie ravnovesi� drugo� sistemy.
Sistemu (7.2) mo�no zapisat� v matriqno� forme

ẏ = ψψψ(y)(c + Ay), (7.3)

gde y = (y1, . . . , yn)∗, c = (c1, . . . , cn)∗, A = (aij)
n
i,j=1, ψψψ(y) =

= diag{ψ1(y1), . . . , ψn(yn)}.
Polo�enie ravnovesi� ȳ = (ȳ1, . . . , ȳn)∗ sistemy (7.3) v

neotricatel�nom ortante opredel�ets� iz uslovi�

ψψψ(ȳ) (c + Aȳ) = 0, ȳ ≥ 0. (7.4)

Trivial�noe rexenie (0, . . . , 0)∗ sistemy (7.4) neusto�qi-
vo, esli hot� by odna iz veliqin ci polo�itel�na. De�stvi-
tel�no, pust� dl� opredelennosti c1 > 0. Rassmotrim rexenie

sistemy (7.3), vyhod�wee iz toqki (y(0)
1 , 0, . . . , 0)∗, gde y

(0)
1 > 0.

Poskol�ku koordinatnye osi �vl��ts� invariantnymi mno�e-
stvami sistemy (7.3), ukazannoe rexenie udovletvor�et uravne-
ni� ẏ1 = ψ1(y1)(c1 + a11y1). Togda pri dostatoqno malyh znaqe-
ni�h y1 > 0 (a esli a11 ≥ 0, to i pri l�byh drugih) prava� qast�

dannogo uravneni� budet polo�itel�no�. Sledovatel�no, ras-
smatrivaemoe rexenie pri dostatoqno malom znaqenii y

(0)
1 bu-

det udal�t�s� ot naqala koordinat, qto i oznaqaet neusto�qi-
vost� osobo� toqki (0, . . . , 0)∗.

Predpolo�im teper�, qto toqka ȳ otliqna ot naqala koor-
dinat.

Polo�eni� ravnovesi�, nahod�wies� na granice neotrica-
tel�nogo ortanta, sootvetstvu�t situacii, kogda qislennost�

odno� ili neskol�kih popul�ci� ravna nul�. Sledovatel�no,
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povedenie rexeni� v okrestnosti 	tih toqek sootvetstvuet ma-
lym qislennost�m nekotoryh iz popul�ci�. Me�du tem, pri

malyh qislennost�h popul�ci� osobu� rol� igra�t razliq-
nye sluqa�nye faktory, t.e. pol�zovat�s� determinirovanno�

model��, voobwe govor�, nel�z�. Tem ne menee, informaci� o

haraktere povedeni� rexeni� v okrestnosti toqek poko�, ras-
polo�ennyh na granice neotricatel�nogo ortanta, mo�et dat�

nekotorye svedeni� i o svo�stvah rexeni� v celom.
Kak i v paragrafe 5, bez poteri obwnosti budem sqitat�,

qto ȳi > 0 pri i = 1, . . . , k, 1 ≤ k ≤ n, ȳi = 0 pri i = k + 1, . . . , n

(esli k < n).
Sistema v otkloneni�h, linearizovanna� v okrestnosti

toqki ȳ, imeet vid

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
ξ̇i = ψi(ȳi)

n∑
j=1

aijξj , i = 1, . . . , k,

ξ̇s = ψ′
s(0)

⎛⎝cs +
k∑

j=1

asj ȳj

⎞⎠ ξs, s = k + 1, . . . , n.

Zdes� ξl = yl − ȳl, l = 1, . . . , n.
Takim obrazom, spravedliva teorema.
Teorema 7.1 [95]. Pust� ψ′

s(0) > 0, s = k + 1, . . . , n. Togda
esli vypolneny uslovi�:

1) cs +
k∑

j=1

asj ȳj < 0, s = k + 1, . . . , n;

2) Re λi(Āk) < 0, i = 1, . . . , k, gde Āk = (ψi(ȳi)aij)
k
i,j=1,

to polo�enie ravnovesi� ȳ sistemy (7.3) asimptotiqeski
usto�qivo.

Zameqanie 7.1. Esli ψ′
s(0) = 0, hot� by dl� odnogo in-

deksa s = k + 1, . . . , n, to issledovat� usto�qivost� toqki ȳ po

line�nomu pribli�eni� nel�z�.
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Predpolo�im dalee, qto u sistemy (7.3) suwestvuet polo-
�enie ravnovesi� v polo�itel�nom ortante (ȳ > 0). Sistema

v otkloneni�h, linearizovanna� v okrestnosti toqki ȳ, budet

togda imet� vid

ξ̇ξξ = ψψψ(ȳ)Aξξξ,

gde ξξξ = y− ȳ. Takim obrazom, usto�qivost� polo�eni� ravnove-
si� ȳ opredel�ets� raspolo�eniem sobstvennyh qisel matricy

ψψψ(ȳ)A.

Kak i v predyduwem paragrafe, poluqaem, qto spravedliva

sledu�wa� teorema.

Teorema 7.2 [95]. Dl� asimptotiqesko� usto�qivosti po-
lo�eni� ravnovesi� ȳ sistemy (7.3) dostatoqno, qtoby mat-
rica A byla D-usto�qivo�.

Iz lokal�no� usto�qivosti toqki ȳ, voobwe govor�, ne

sleduet ee usto�qivost� v celom. Nekotora� ocenka oblasti

asimptotiqesko� usto�qivosti polo�eni� ȳ poluqena v rabo-
te [95]. Me�du tem, v r�de sluqaev dopolnitel�nye predpolo�e-
ni� o matrice A pozvol��t provesti global�noe issledovanie

obobwenno� sistemy Vol�terra.

Vernems� snova k zapisi sistemy v forme (7.1). Pust�

N̄ = (N̄1, . . . , N̄n)∗ — toqka poko� 	to� sistemy, raspolo�enna�

v polo�itel�nom ortante.

Predpolo�im, qto matrica A dissipativna s matrice�

B = diag{γ1, . . . , γn}, γi > 0, i = 1, . . . , n, t.e. matrica BA + A∗B
otricatel�no opredelena.

Postroim funkci�

V =
n∑

i=1

γi

∫ Ni

N̄i

fi(x) − fi(N̄i)
gi(x)

dx.
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ta funkci� polo�itel�na pri vseh N �= N̄ (N > 0), priqem

V (N̄) = 0. Proizvodna� funkcii V v silu sistemy (7.1)

dV

dt

∣∣∣
(7.1)

=
1
2
(
f(N) − f(N̄)

)∗ (BA + A∗B)
(
f(N) − f(N̄)

)
,

gde f(N) = (f1(N1), . . . , fn(Nn))∗, otricatel�na pri vseh N �= N̄
(N > 0) i obrawaets� v nol� v toqke N̄. Takim obrazom,
spravedliva sledu�wa� teorema.

Teorema 7.3 [95]. Pust� matrica A dissipativna, i si-
stema (7.1) imeet toqku poko� N̄ > 0. Togda �ta toqka budet
asimptotiqeski usto�qivo�. A esli dl� vseh i = 1, . . . , n, vy-
polneno uslovie

∫ Ni

N̄i

fi(x) − fi(N̄i)
gi(x)

dx → +∞ pri Ni → +∞, (7.5)

to polo�enie ravnovesi� N̄ asimptotiqeski usto�qivo v ce-
lom (v polo�itel�nom ortante).

Zameqanie 7.2. Esli fi(Ni) ≡ gi(Ni) ≡ Ni, dl� vseh i =
= 1, . . . , n (t.e. sistema (7.1) sovpadaet s klassiqesko� sistemo�

Vol�terra), to funkci� V sovpadaet s funkcie� V1, vvedenno�

v paragrafe 5.
Primer 7.1 [95]. Rassmotrim obobwennu� model� ”hiw-

nik — �ertva”{
Ṅ1 = (c1 + a11f1(N1) + a12f2(N2)) g1(N1),

Ṅ2 = (c2 + a21f1(N1) + a22f2(N2)) g2(N2).
(7.6)

Zdes� N1 — qislennost� �ertv, N2 — qislennost� hiwnikov.
Kak i v klassiqeskom sluqae, c1 > 0, c2 < 0, a11 < 0, a12 < 0,
a21 > 0, a22 < 0. Pust� funkcii f1(N1), f2(N2), g1(N1), g2(N2)
oblada�t ukazannymi ranee svo�stvami.
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Na�dem polo�enie ravnovesi� N̄ = (N̄1, N̄2)∗ sistemy (7.6),
ishod� iz uslovi�{

c1 + a11f1(N̄1) + a12f2(N̄2) = 0,

c2 + a21f1(N̄1) + a22f2(N̄2) = 0.

V rezul�tate poluqaem

N̄1 = f−1
1

(
c2a12 − c1a22

a11a22 − a12a21

)
, N̄2 = f−1

2

(
c1a21 − c2a11

a11a22 − a12a21

)
.

Poskol�ku a11a22 − a12a21 > 0, c2a12 − c1a22 > 0, to dl� popada-
ni� toqki N̄ v polo�itel�ny� ortant neobhodimo i dostatoqno,
qtoby imelo mesto neravenstvo c1a21−c2a11 > 0. Budem sqitat�,
qto 	to neravenstvo vypolneno.

Pri sdelannyh predpolo�eni�h o znakah 	lementov aij ,
i, j = 1, 2, matrica A = (aij)

2
i,j=1 budet dissipativno� s mat-

rice� B = diag{−a21/a12, 1}. De�stvitel�no, matrica

BA + A∗B =
(−2a11a21/a12 0

0 −2a22

)
otricatel�no opredelena.

Takim obrazom, polo�enie ravnovesi� N̄ asimptotiqeski

usto�qivo (a pri vypolnenii uslovi� (7.5) asimptotiqeski

usto�qivo v celom v polo�itel�nom ortante). Funkci� V dl�

sistemy (7.6) imeet vid

V = −a21

a12

∫ N1

N̄1

f1(x) − f1(N̄1)
g1(x)

dx +
∫ N2

N̄2

f2(x) − f2(N̄2)
g2(x)

dx.

Otmetim, qto esli vnutrividova� konkurenci� otsutstvuet

(a11 = a22 = 0), to V̇
∣∣
(7.6)

≡ 0, t.e., kak i v klassiqeskom slu-
qae (sm. paragraf 5), postroenna� funkci� L�punova �vl�ets�

integralom sistemy (7.6).
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V [95] byla rassmotrena i bolee obwa� model�:

Ṅi =

⎛⎝ci − ri(Ni) +
n∑

j=1

aijfj(Nj)

⎞⎠ gi(Ni), i = 1, . . . , n, (7.7)

gde funkcii ri(Ni) nepreryvno differenciruemy pri Ni ≥ 0 i

udovletvor��t uslovi� ri(0) = 0, i = 1, . . . , n. Vvedenie funk-
ci� ri(Ni) pozvol�et bolee tonko uqest� vli�nie vnutrividovyh

vzaimode�stvi�.
Dl� sistemy (7.7) mo�no provesti issledovanie, analogiq-

noe tomu, qto bylo provedeno dl� sistemy (7.1) (sm. [95]). My

ograniqims� lix� rassmotreniem odnogo primera.
Primer 7.2 [95]. Pust� zadana model�⎧⎪⎨⎪⎩

Ṅ1 =
(
c1 + b1N

θ1
1 + a12N2

)
N1,

Ṅ2 =
(
c2 + b2N

θ2
2 + a21N1

)
N2,

(7.8)

opisyva�wa� vzaimode�stvie dvuh konkuriru�wih popul�ci�.
Zdes� ci > 0, θi ≥ 1, bi < 0, i = 1, 2, a12 < 0, a21 < 0.

Sistema (7.8) predstavl�et sobo� qastny� sluqa� si-
stemy (7.7). De�stvitel�no, imeem ri(Ni) = −biN

θi
i , fi(Ni) =

= gi(Ni) = Ni, i = 1, 2, a11 = a22 = 0.
Predpolo�im, qto polo�enie ravnovesi� N̄ = (N̄1, N̄2)∗

sistemy (7.8) izolirovano i prinadle�it polo�itel�nomu

ortantu.
Postroim funkci� [95]

V̂ =
c1a21

a12
N1 + c2N2 +a21N1N2 +

b1a21

a12(θ1 + 1)
Nθ1+1

1 +
b2

(θ2 + 1)
Nθ2+1

2 .

Imeem

dV̂

dt

∣∣∣
(7.8)

= b∗(N1, N2)D(N1, N2)b(N1, N2),
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gde

b(N1, N2) =

((
c1 + b1N

θ1
1 + a12N2

)
a21/a12

c2 + b2N
θ2
2 + a21N1

)
,

D(N1, N2) =
(

N1a12/a21 0
0 N2

)
.

Danna� proizvodna� neotricatel�na pri vseh N > 0, pri-
qem, v silu izolirovannosti polo�eni� ravnovesi�, suwestvu-
et taka� okrestnost� toqki N̄, v kotoro� 	ta proizvodna� ob-
rawaets� v nol� tol�ko v toqke N̄. Takim obrazom, funkci� V̂

v ukazanno� okrestnosti vozrastaet na rexeni�h sistemy (7.8),
otliqnyh ot toqki poko� N̄, a sama toqka N̄ �vl�ets� stacio-
narno� toqko� funkcii V̂ . Neslo�no proverit�, qto esli spra-
vedlivo neravenstvo

a11a22θ1θ2N̄
θ1−1
1 N̄θ2−1

2 > a12a21, (7.9)

to toqka N̄ �vl�ets� toqko� maksimuma funkcii V̂ . Sledova-
tel�no, uslovie (7.9) �vl�ets� dostatoqnym dl� asimptotiqe-
sko� usto�qivosti polo�eni� ravnovesi� N̄.

§ 8. Uslovi� predel�no� ograniqennosti rexeni�

obobwennyh vol�terrovskih modele�

Pri analize dinamiki popul�cionnyh modele� qasto tre-
buets� znat�, mogut li qislennosti kakih-to iz rassmatrivae-
myh vidov neograniqenno uveliqivat�s� pri vozrastanii vre-
meni [95, 103, 105]. V xirokom klasse sluqaev pri upravle-
nii biologiqeskimi sistemami neobhodimo obespeqit�, qtoby

v processe 	vol�cii qislennosti popul�ci� ostavalis� v neko-
toryh zadannyh predelah [95, 138].

V nasto�wem paragrafe issleduem uslovi� predel�no�

ograniqennosti rexeni� sledu�we� popul�cionno� modeli
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vol�terrovskogo tipa:

Ṅi =

⎛⎜⎜⎝ci + aiif
μi

i (Ni) +
n∑

j=1
j �=i

aijf
αij

j (Nj)

⎞⎟⎟⎠ gi(Ni),

i = 1, . . . , n,

(8.1)

�vl��we�s� obobweniem modeli (7.1), rassmotrenno� v predy-
duwem paragrafe. V (7.1) predpolagalos�, qto stepen� vli�-
ni� ka�dogo j-ogo vida na ostal�nye odinakova (opredel�ets�

funkcie� fj(Nj)), qto v real�nyh biologiqeskih processah ne

vsegda imeet mesto [124, 133, 138]. Uravneni� (8.1) v r�de slu-
qaev pozvol��t bolee tonko uqityvat� razliqnye neline�nye

	ffekty vzaimode�stvi� popul�ci�. Parametry μi, αij v (8.1),
zada�wie sootvetstvenno stepen� samolimitirovani� i-o� po-
pul�cii i stepen� vli�ni� j-o� popul�cii na i-u�, budem sqi-
tat� posto�nnymi, μi > 0, αij > 0, j �= i, i, j = 1, . . . , n.

Zameqanie 8.1. Esli v issleduemo� sisteme (8.1) prin�t�

gi(Ni) = fi(Ni) = Ni, i = 1, . . . , n, to poluqim izvestnu� model�

Gilpina — A�la, xiroko ispol�zuemu� v razliqnyh prilo�e-
ni�h (sm., naprimer, [124, 126, 127, 131, 133]). V qastnosti, v

rabote [134] model� Gilpina — A�la uspexno primen�las� dl�

opisani� konkurentnyh processov v popul�ci�h drozofil.
Oboznaqim qerez K+

neotricatel�ny� ortant n-mernogo

prostranstva, a qerez K+
0 ego vnutrennost� (polo�itel�ny� or-

tant).
Sdelaem dalee r�d predpolo�eni�.
Predpolo�enie 8.1. Funkcii gi(Ni), fi(Ni), i = 1, . . . , n,

oblada�t sledu�wimi svo�stvami:
1) gi(Ni) i fi(Ni) nepreryvny pri Ni ≥ 0;
2) dl� l�byh t0 ∈ (−∞,+∞), N(0) ∈ K+

qerez toqku

(t0,N(0)) prohodit edinstvennoe rexenie N(t,N(0), t0) sistemy

(8.1) (zdes� N = (N1, . . . , Nn)∗);
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3) gi(0) = fi(0) = 0 i gi(Ni) > 0, fi(Ni) > 0 pri Ni > 0;
4) fi(Ni) → +∞ pri Ni → +∞.
Otmetim, qto pri vypolnenii predpolo�eni� 8.1 ortanty

K+
i K+

0 �vl��ts� invariantnymi mno�estvami sistemy (8.1).
Predpolo�enie 8.2. Suwestvuet takoe qislo ξ̄ > 0, qto

dl� l�byh qisel ξi ≥ ξ̄, i = 1, . . . , n, spravedlivo sootnoxenie

∫ Ni

1

fξi

i (τ)
gi(τ)

dτ → +∞ pri Ni → +∞.

Predpolo�enie 8.3. Suwestvuet takoe qislo ξ̄ > 0, qto

dl� l�byh qisel ξi ≥ ξ̄, i = 1, . . . , n, spravedlivo sootnoxenie

∫ 1

0

fξi

i (τ)
gi(τ)

dτ < +∞.

Naprimer, funkcii gi(Ni) = Nmi
i , fi(Ni) = Npi

i , i = 1, . . . , n,
budut udovletvor�t� predpolo�eni�m 8.1–8.3, esli dl� pokaza-
tele� stepene� mi i pi vypolneny neravenstva mi ≥ 1, αijpj ≥ 1,
j �= i, i, j = 1, . . . , n.

Opredelenie 8.1 [158]. Budem govorit�, qto rexeni� si-
stemy (8.1) ravnomerno predel�no ograniqeny v neotricatel�-
nom ortante, esli suwestvuet takoe qislo R > 0, qto dl�
l�bogo Q > 0 mo�no vybrat� T = T (Q) ≥ 0 tak, qtoby pri
vseh t0 ≥ 0, N(0) ∈ KQ i t ≥ t0 + T imelo mesto neravenstvo
‖N(t,N(0), t0)‖ ≤ R. Zdes� KQ = {N : N ∈ K+, ‖N‖ ≤ Q}, ‖ · ‖ —
evklidova norma vektora.

Pri vypolnenii predpolo�eni� 8.1–8.3 dl� naho�deni�

uslovi� predel�no� ograniqennosti rexeni� sistemy (8.1)
mo�no ispol�zovat� funkci� L�punova vida

V (N) =
n∑

i=1

γi

∫ Ni

1

fξi

i (τ)
gi(τ)

dτ, ξi ≥ ξ̄, γi > 0, i = 1, . . . , n.
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Funkci� V (N) nepreryvno differenciruema na mno�e-
stve K+

0 , priqem V (N) → +∞ pri ‖N‖ → ∞. Vyqislim

ee proizvodnu� na rexeni�h uravneni� (8.1), naqina�wihs� v

K+
0 . Pri vseh N ∈ K+

0 imeem

V̇
∣∣
(8.1)

=
n∑

i=1

γi

⎛⎜⎜⎝cif
ξi

i (Ni)+aiif
ξi+μi

i (Ni)+fξi

i (Ni)
n∑

j=1
j �=i

aijf
αij

j (Nj)

⎞⎟⎟⎠≤

≤
n∑

i=1

γi

⎛⎜⎜⎝cif
ξi

i (Ni) + aiif
ξi+μi

i (Ni) + fξi

i (Ni)
n∑

j=1
j �=i

āijf
αij

j (Nj)

⎞⎟⎟⎠ .

Zdes� āij = max {aij ; 0}. Dl� dokazatel�stva ravnomerno� pre-
del�no� ograniqennosti rexeni� sistemy (8.1) v K+

0 , soglasno

teoreme �osidzavy (sm. [158]), dostatoqno pokazat�, qto para-
metry ξi, γi, i = 1, . . . , n, i qislo Δ > 0 mo�no vybrat� takim

obrazom, qtoby dl� funkcii

W (y) =
n∑

i=1

γi

⎛⎜⎜⎝ciy
ξi

i + aiiy
ξi+μi

i + yξi

i

n∑
j=1
j �=i

āijy
αij

j

⎞⎟⎟⎠
v oblasti ‖y‖ > Δ vypoln�los� neravenstvo W (y) < 0.

V rabote [4] dokazano, qto ukazanny� vybor mo�no osuwe-
stvit�, esli sistemy neravenstv

αij

ξj + μj
≤ μi

ξi + μi
pri j �= i i āij �= 0, i, j = 1, . . . , n, (8.2)

i

aiiθ
μi

i +
n∑

j=1
j �=i

āijθ
αij

j < 0, i = 1, . . . , n, (8.3)

ime�t polo�itel�nye rexeni�.
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Rassmotrim teper� rexenie sistemy (8.1), naqina�wees� v

toqke N(0), le�awe� na granice mno�estva K+. Togda 	ta toq-
ka imeet kakoe-to koliqestvo nulevyh koordinat. Dl� opre-
delennosti budem sqitat�, qto N(0) = (N (0)

1 , . . . , N
(0)
m , 0, . . . , 0)∗,

gde N
(0)
i > 0, i = 1, . . . , m, 1 ≤ m < n (sluqa�, kogda N(0) =

= (0, . . . , 0)∗ — trivialen).
Pust�

K+
1,... ,m = {N : Ni > 0, i = 1, . . . ,m, Nj = 0, j = m + 1, . . . , n}.

Uqityva� invariantnost� mno�estva K+
1,... ,m i ispol�zu� funk-

ci� L�punova

V (N) =
m∑

i=1

γi

∫ Ni

1

fξi

i (τ)
gi(τ)

dτ, ξi ≥ ξ̄, γi > 0, i = 1, . . . , m,

analogiqnym obrazom poluqaem, qto esli suwestvu�t polo�i-
tel�nye qisla ξ1, . . . , ξn i θ1, . . . , θn, udovletvor��wie neraven-
stvam (8.2) i (8.3) sootvetstvenno, to rexeni� sistemy (8.1) bu-
dut ravnomerno predel�no ograniqeny v K+

1,... ,m.
Bolee togo, v [4] dokazano, qto esli vse ko	fficienty ci,

aij , i �= j, neotricatel�ny, a funkcii fi(Ni) ne ubyva�t pri

Ni ∈ [0,+∞), i, j = 1, . . . , n, to suwestvovanie polo�itel�nyh

rexeni� neravenstv (8.2) i (8.3) �vl�ets� i neobhodimym uslo-
viem ravnomerno� predel�no� ograniqennosti rexeni� siste-
my (8.1) v neotricatel�nom ortante.

Takim obrazom, spravedliva sledu�wa� teorema.
Teorema 8.1 [4]. Pust� vypolneny predpolo�eni� 8.1–8.3.

Dl� togo, qtoby rexeni� sistemy (8.1) byli ravnomerno pre-
del�no ograniqeny v neotricatel�nom ortante dostatoqno, a
v sluqae, kogda vse ko�fficienty ci, aij, i �= j, neotricatel�ny
i funkcii fi(Ni) ne ubyva�t pri Ni ∈ [0,+∞), i, j = 1, . . . , n,
to i neobhodimo, qtoby suwestvovali polo�itel�nye qisla
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ξ1, . . . , ξn i θ1, . . . , θn, udovletvor��wie neravenstvam (8.2) i
(8.3) sootvetstvenno.

Zameqanie 8.2. Trebovanie suwestvovani� polo�itel�-
nyh rexeni� dvuh sistem neravenstv (8.2) i (8.3) mo�no zame-
nit� (sm. [4]) bolee grubym, no bolee prostym dl� proverki

trebovaniem suwestvovani� polo�itel�nyh rexeni� odno� si-
stemy strogih neravenstv

αij

ξj + μj
<

μi

ξi + μi
pri j �= i i āij �= 0, i, j = 1, . . . , n. (8.4)

Otmetim pri 	tom, qto v rabote [4] ustanovlen kriteri� suwe-
stvovani� polo�itel�nyh rexeni� sistemy neravenstv (8.4) i

predlo�en konstruktivny� algoritm ih naho�deni�.
Primer 8.1. Pust� uravneni� (8.1) ime�t vid⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Ṅ1 = (c1 + a11N
μ1
1 + a12N2)N1,

Ṅ2 = (c2 + a22N
μ2
2 + a21N1 + a23N3) N2,

Ṅ3 = (c3 + a33N
μ3
3 + a32N2)N3.

(8.5)

Takim obrazom, zdes� n = 3, fi(Ni) = gi(Ni) = Ni, i = 1, 2, 3,
α12 = α21 = α23 = α32 = 1. Predpolagaem, qto aii < 0, i =
= 1, 2, 3. Krome togo, budem sqitat�, qto ko	fficienty c1, c2,
c3, a12, a21, a23, a32 polo�itel�ny. Znaqit, vtoro� vid obrazuet

simbioz s pervym i tret�im vidami, a te drug k drugu otnos�ts�

ne�tral�no.
Rassmotrim sistemu (8.2), sootvetstvu�wu� uravneni-

�m (8.5). Poluqim

−μ1h1+h2 ≤ 0, −μ2h2+h1 ≤ 0, −μ2h2+h3 ≤ 0, −μ3h3+h2 ≤ 0,

gde hi = 1/(ξi + μi), i = 1, 2, 3. Zapisyva� 	ti neravenstva v

sledu�we� forme:

h2 ≤ μ1h1 ≤ μ1μ2h2, h3 ≤ μ2h2 ≤ μ2μ3h3,
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neslo�no zametit�, qto dl� suwestvovani� u nih polo�itel�-
nogo rexeni� neobhodimo i dostatoqno vypolneni� uslovi�

μ1μ2 ≥ 1, μ2μ3 ≥ 1. (8.6)

Sostavim teper� sistemu (8.3), sootvetstvu�wu� uravne-
ni�m (8.5). Imeem

a11θ
μ1
1 + a12θ2 < 0, a22θ

μ2
2 + a21θ1 + a23θ3 < 0, a33θ

μ3
3 + a32θ2 < 0.

Primen�� k ne� metod iskl�qeni� neizvestnyh, prihodim k ce-
poqke neravenstv

1 >

(
−a21

a22

)
θ1θ

−μ2
2 +

(
−a23

a22

)
θ3θ

−μ2
2 >

>

(
−a21

a22

)(
−a12

a11

) 1
μ1

θ
1−μ1μ2

μ1
2 +

(
−a23

a22

)(
−a32

a33

) 1
μ3

θ
1−μ2μ3

μ3
2 .

S uqetom ograniqeni� (8.6) poluqaem, qto dl� suwestvovani�

polo�itel�nyh qisel θ1, θ2, θ3, udovletvor��wih 	tim neraven-
stvam, neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypoln�los� odno iz

sledu�wih uslovi�:
a) μ1μ2 > 1, μ2μ3 > 1;
b) μ1μ2 = 1, μ2μ3 > 1, (−a21/a22) (−a12/a11)

μ2 < 1;
v) μ1μ2 > 1, μ2μ3 = 1, (−a23/a22) (−a32/a33)

μ2 < 1;
g) μ1μ2 = 1, μ2μ3 = 1,

(−a21/a22) (−a12/a11)
μ2 + (−a23/a22) (−a32/a33)

μ2 < 1.
Takim obrazom, rexeni� sistemy (8.5) budut ravnomerno

predel�no ograniqeny v neotricatel�nom ortante togda i tol�-
ko togda, kogda vypoln�ets� odno iz uslovi� a)–g).

Zameqanie 8.3. Pust� μi = αij = 1, j �= i, i, j = 1, . . . , n, t.e.
sistema (8.1) sovpadaet s (7.1). Togda neravenstva (8.2) ime�t

polo�itel�nye rexeni�. V samom dele, dostatoqno polo�it�
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ξ1 = . . . = ξn = ξ > 0. Neravenstva (8.3) v dannom sluqae primut

vid

Pθθ < 0, (8.7)

gde θθ = (θ1, . . . , θn)∗, P = (pij)
n
i,j=1, pii = aii, pij = āij pri

i �= j. S uqetom togo, qto matrica P imeet neotricatel�nye vne-
diagonal�nye 	lementy, t.e. �vl�ets� metclerovo�, poluqaem

(sm. [122]), qto uslovie suwestvovani� polo�itel�nyh rexeni�

sistemy neravenstv (8.7) 	kvivalentno uslovi� usto�qivosti

(gurvicevosti) matricy P.
Predpolo�eni� 8.2 i 8.3 v teoreme 8.1 mo�no zamenit� sle-

du�wim predpolo�eniem.
Predpolo�enie 8.4. Funkcii fi(Ni) nepreryvno dif-

ferenciruemy pri Ni ∈ [0, +∞), i f ′
i(Ni) > 0 pri Ni > 0,

i = 1, . . . , n.
V 	tom sluqae v kaqestve funkcii L�punova dl� sistemy

(8.1) mo�no ispol�zovat� funkci� vida

Ṽ (N) = max
i=1,... ,n

(
fi(Ni)

θi

)hi

, θi > 0, hi ≥ 1, i = 1, . . . , n.

V samom dele, pust� ξ1, . . . , ξn i θ1, . . . , θn — nekotorye po-
lo�itel�nye rexeni� neravenstv (8.2) i (8.3) sootvetstvenno.
Polo�im hi = ξi + μi, i = 1, . . . , n. Ne umal�� obwnosti, sqita-
em, qto ξi + μi ≥ 1, i = 1, . . . , n. Ispol�zuem na�dennye znaqeni�

θ1, . . . , θn i h1, . . . , hn v kaqestve znaqeni� sootvetstvu�wih pa-
rametrov funkcii Ṽ (N).

Opredelim takoe δ > 0, qto

aiiθ
μi

i +
n∑

j=1
j �=i

āijθ
αij

j < −δ, i = 1, . . . , n.

Vyberem toqku N̂ =
(
N̂1, . . . , N̂n

)∗
∈ K+, N̂ �= 0. Oboznaqim

qerez N(t) = (N1(t), . . . , Nn(t))∗ rexenie sistemy (8.1), naqina-
�wees� pri t = 0 v toqke N̂.
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Polo�im

B = max
i=1,... ,n

(
fi(N̂i)

θi

)hi

.

Pust� A — podmno�estvo indeksov iz {1, . . . , n} takoe, qto(
fi(N̂i)/θi

)hi

= B pri i ∈ A, i

(
fi(N̂i)/θi

)hi

< B pri i /∈ A.
Netrudno proverit�, qto togda na�dets� takoe Δ > 0, qto

esli ‖N̂‖ ≥ Δ, to pri vseh i ∈ A budut spravedlivy sootnoxe-
ni�

d

dt

(
fi(Ni(t))

θi

)hi ∣∣∣
t=0

=

=
hif

′
i(N̂i)
θi

(
fi(N̂i)

θi

)hi−1

gi(N̂i)

⎛⎜⎜⎝ci+aiif
μi

i (N̂i)+
n∑

j=1
j �=i

aijf
αij

j (N̂j)

⎞⎟⎟⎠≤

≤ hif
′
i(N̂i)
θi

(
fi(N̂i)

θi

)hi−1

gi(N̂i)×

×

⎛⎜⎜⎝ci +

(
fi(N̂i)

θi

)μi

⎛⎜⎜⎝aiiθ
μi

i +
n∑

j=1
j �=i

āijθ
αij

j

⎞⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎠ ≤

≤ hif
′
i(N̂i)
θi

gi(N̂i)Ṽ 1−1/hi(N̂)
(
ci − δṼ μi/hi(N̂)

)
.

Znaqit,

D+Ṽ (N̂) ≤ max
i∈A

{
hif

′
i(N̂i)
θi

gi(N̂i)Ṽ 1−1/hi(N̂)×

×
(
ci − δṼ μi/hi(N̂)

)}
.

Zdes� simvolom D+
oboznaqena prava� verhn�� proizvodna�

Dini [103].
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Takim obrazom, esli Δ dostatoqno veliko, to pri ‖N‖ ≥ Δ
budet spravedlivo neravenstvo D+Ṽ (N) < 0.

V rezul�tate poluqaem sledu�wu� teoremu.

Teorema 8.2 [4]. Pust� vypolneny predpolo�eni� 8.1 i 8.4.
Dl� togo, qtoby rexeni� sistemy (8.1) byli ravnomerno pre-
del�no ograniqeny v neotricatel�nom ortante dostatoqno, a
v sluqae, kogda vse ko�fficienty ci, aij, i �= j, i, j = 1, . . . , n,
neotricatel�ny, to i neobhodimo, qtoby suwestvovali polo-
�itel�nye qisla ξ1, . . . , ξn i θ1, . . . , θn, udovletvor��wie nera-
venstvam (8.2) i (8.3) sootvetstvenno.

Sledstvie 8.1 [4]. Pust� vypolneny predpolo�eni� 8.1–8.3
ili 8.1 i 8.4. Togda esli ci ≤ 0, i = 1, . . . , n, i sistemy nera-
venstv (8.2), (8.3) ime�t polo�itel�nye rexeni�, to nulevoe
rexenie sistemy (8.1) budet asimptotiqeski usto�qivym v ce-
lom (vse popul�cii vymrut).

Nar�du s issledovaniem uslovi� predel�no� ograniqenno-
sti rexeni�, odno� iz aktual�nyh problem, sv�zannyh s ana-
lizom dinamiki popul�cionnyh modele�, �vl�ets� naho�denie

uslovi� ih permanentnosti [138]. Svo�stvo permanentnosti za-
kl�qaets� v tom, qto v polo�itel�nom ortante K+

0 suwestvuet

zamknuta� ograniqenna� oblast� taka�, qto ka�doe rexenie,
naqina�wies� v K+

0 , za koneqnoe vrem� popadaet v 	tu oblast�

i ostaets� v ne� pri dal�ne�xem vozrastanii vremeni. Bio-
logiqeski 	to oznaqaet, qto v processe 	vol�cii vidy ne vy-
mira�t, i ih qislennosti osta�ts� ograniqennymi. S prak-
tiqesko� toqki zreni� osoby� interes predstavl�et situaci�,
kogda permanentnost� �vl�ets� ravnomerno� otnositel�no na-
qal�nyh dannyh rexeni� [138].
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Opredelenie 8.2 [138]. Sistema (8.1) nazyvaets� rav-
nomerno permanentno�, esli suwestvu�t qisla Δ1 i Δ2,
0 < Δ1 < Δ2, takie, qto dl� l�byh δ1 i δ2, 0 < δ1 < δ2, qislo
T > 0 mo�no vybrat� tak, qtoby dl� rexeni� N(t,N(0), t0) s
naqal�nymi dannymi, udovletvor��wimi uslovi�m

t0 ≥ 0, δ1 ≤ N
(0)
i ≤ δ2, i = 1, . . . , n,

pri vseh t ≥ t0 + T imeli mesto ocenki

Δ1 ≤ Ni(t,N(0), t0) ≤ Δ2, i = 1, . . . , n.

Sdelaem ewe odno predpolo�enie.
Predpolo�enie 8.5. Spravedlivy neravenstva: ci > 0,

aij ≥ 0, j �= i, i, j = 1, . . . , n.
Zameqanie 8.4. Predpolo�enie 8.5 oznaqaet, qto este-

stvenny� prirost popul�ci� polo�itelen i vse popul�cii bla-
gotvorno vli��t drug na druga, t.e. me�du l�bymi dvum� popu-
l�ci�mi v soobwestve ustanovleny otnoxeni� tipa ”simbioz”,
”kompensalizm” ili ”ne�tralizm” (sm. paragraf 4).

Teorema 8.3 [4]. Pust� vypolneny predpolo�eni� 8.1, 8.5 i
hot� by odno iz predpolo�eni� 8.2 ili 8.4. Togda esli neraven-
stva (8.2) i (8.3) ime�t polo�itel�nye rexeni�, to sistema
(8.1) �vl�ets� ravnomerno permanentno�.

§ 9. Bifurkaci� dinamiqeskih sistem

Odnim iz va�nyh voprosov kaqestvennogo issledovani� ma-
tematiqeskih modele�, opisyvaemyh sistemami differenci-
al�nyh uravneni�, �vl�ets� vopros o sobyti�h, proishod�wih

pri izmeneni�h pravo� qasti izuqaemo� sistemy, kotorye mo-
gut byt� vyzvany, naprimer, razliqnymi vnexnimi vozde�-
stvi�mi. Vozmo�na situaci�, kogda skol� ugodno maloe izmene-
nie pravo� qasti sistemy privodit k kaqestvenno� perestro�ke
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ee fazovogo portreta. Taka� perestro�ka nazyvaets� bifurka-
cie� [9–12, 17, 41, 61, 78].

Krome fazovyh peremennyh, v pravye qasti uravneni�, kak

pravilo, vhod�t ko	fficienty ili parametry, opredel�emye

vnutrennimi svo�stvami modeliruemogo processa ili vnexni-
mi uslovi�mi. V dannom paragrafe my rassmotrim situaci�,
kogda bifurkaci� sistemy mo�et vyzyvat�s� izmeneniem zna-
qeni� ukazannyh parametrov.

Pust� izuqaemy� process opisyvaets� uravneni�mi

ẋ = f(x,a), (9.1)

gde x = (x1, . . . , xn)∗ — vektor fazovyh peremennyh, a =
= (a1, . . . , am)∗ — vektor parametrov.

Predpolo�im, qto komponenty vektorno� funkcii f(x,a)
�vl��ts� nepreryvno differenciruemymi po svoim argumen-
tam pri x ∈ G i a ∈ T , gde G i T — nekotorye oblasti v pro-
stranstvah E

n
i E

m
sootvetstvenno. Togda rexeni� sistemy

(9.1), traektorii kotoryh soder�ats� v G, budut nepreryvno

zaviset� ot znaqeni� a iz mno�estva T , t.e. na l�bom koneqnom

otrezke vremeni malym izmeneni�m znaqeni� parametrov budut

sootvetstvovat� malye izmeneni� rexeni�. Odnako povedenie

rexeni� sistemy (9.1) na neograniqennom intervale vremeni,
harakter traektori� 	to� sistemy, mogut suwestvenno izme-
nit�s� pri izmenenii znaqeni� parametrov.

Primer 9.1. Rassmotrim model� Mal�tusa (sm. para-
graf 1)

ẋ = ax, (9.2)

opisyva�wu� dinamiku qislennosti popul�cii pri neograni-
qennyh resursah. Zdes� x(t) — qislennost� popul�cii v moment

vremeni t, posto�nny� parametr a raven raznosti ko	fficien-
tov udel�no� ro�daemosti i udel�no� smertnosti. Rexenie
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uravneni� (9.2), otveqa�wee naqal�nomu znaqeni� x(0) = x0,
imeet vid: x(t) = x0 exp(at). Vidno, qto polo�itel�nomu zna-
qeni� parametra a sootvetstvuet neograniqenny� rost popu-
l�cii (esli x0 �= 0), a otricatel�nomu znaqeni� — vymiranie

popul�cii (rexeni� strem�ts� k nul� s teqeniem vremeni).

Takim obrazom, rexeni� dvuh ”blizkih” uravneni�

ẋ = a(1)x i ẋ = a(2)x, gde a(1) > 0, a(2) < 0, a(1) − a(2) < δ, bu-
dut kaqestvenno otliqat�s� pri skol� ugodno malom znaqenii

δ > 0. Znaqit, mo�no skazat�, qto pri smene znaka paramet-
ra a proishodit bifurkaci� (v dannom sluqae smena haraktera

usto�qivosti polo�eni� ravnovesi� x = 0) uravneni� (9.2).

Opredelenie 9.1 [10]. Fazovye portrety sistemy (9.1) pri
dvuh razliqnyh naborah znaqeni� parametrov nazyva�ts� to-
pologiqeski �kvivalentnymi, esli suwestvuet nevyro�dennoe
nepreryvnoe preobrazovanie koordinat, kotoroe perevodit vse
�lementy odnogo fazovogo portreta v �lementy drugogo.

V qastnosti, pri nevyro�dennom nepreryvnom preobrazo-
vanii koordinat qislo polo�eni� ravnovesi� ne men�ets�, za-
mknutye traektorii perehod�t v zamknutye, nezamknutye —
v nezamknutye, sv�znost� mno�estv i harakter ih usto�qivo-
sti ne naruxaets�, vzaimnoe raspolo�enie razliqnyh attrak-
torov (kompaktnyh invariantnyh prit�giva�wih podmno�estv

fazovogo prostranstva) sohran�ets�.

Opredelenie 9.2 [10]. Pust� ā ∈ T , i suwestvuet takoe
δ > 0, qto fazovye portrety sistemy (9.1) pri a = ā i l�bom
a ∈ T , udovletvor��wem uslovi� ‖a − ā‖ < δ, topologiqeski
�kvivalentny. Togda govor�t, qto pri a = ā sistema (9.1) �v-
l�ets� grubo�.

Grubost� sistemy (9.1) pri a = ā oznaqaet, qto ee fazovy�

portret kaqestvenno ne men�ets� pri nebol�xih otkloneni�h

parametrov ot nabora znaqeni� ā. Esli pri a = ā sistema
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(9.1) ne �vl�ets� grubo�, to togda ā nazyvaets� bifurkacion-
nym naborom znaqeni� parametrov. Pri perehode qerez bifur-
kacionnye znaqeni� parametrov fazovy� portret sistemy (9.1)
mo�et kaqestvenno perestraivat�s�. Proste�xie bifurkacii

sv�zany pre�de vsego s izmeneni�mi qisla i haraktera osobyh

traektori�: polo�eni� ravnovesi�, predel�nyh ciklov, sepa-
ratriss. V sistemah bol�xo� razmernosti, nar�du s proste�-
ximi, mogut vstreqat�s� i tipiqno mnogomernye bifurkacii

invariantnyh mnogoobrazi�, attraktorov i t.p.

Rassmotrim okrestnost� toqki ā v prostranstve paramet-
rov T , sootvetstvu�wu� nekotoromu bifurkacionnomu znaqe-
ni�. Esli 	tu okrestnost� mo�no razbit� na neskol�ko mno-
�estv, otveqa�wih razliqnym tipam fazovogo portreta siste-
my (9.1), to takoe razbienie nazyvaets� bifurkacionno� dia-
grammo�.

Dl� ocenki slo�nosti bifurkacii vvodits� pon�tie ko-
razmernosti. Zafiksiruem nekotorye znaqeni� a2, . . . , am i bu-
dem dvigat�s� v prostranstve parametrov vdol� osi a1, otme-
qa� te znaqeni� a1, pri perehode qerez kotorye proishodit bi-
furkaci�. Analogiqnye bifurkacionnye znaqeni� parametra

a1 mo�no na�ti pri drugih znaqeni�h parametrov a2, . . . , am.
V rezul�tate v oblasti T poluqim (m− 1)-mernye poverhnosti

(plenki), ka�do� toqke kotoryh sootvetstvuet bifurkacionnoe

znaqenie. Esli toqka prinadle�it tol�ko odno� tako� plenke,
to govor�t, qto sootvetstvu�wa� bifurkaci� imeet korazmer-
nost� 1; toqkam, le�awim na pereseqenii dvuh plenok, sootvet-
stvue�t bifurkacii korazmernosti 2, i t.d. Toqki, ne le�awie

ni na odno� plenke, sootvetstvu�t grubym sistemam.

Bifurkacii razdel��t na lokal�nye i nelokal�nye. Lo-
kal�nye bifurkacii proishod�t v kako�-to lokal�no� oblasti

(naprimer, v malo� okrestnosti nekotorogo polo�eni� ravno-
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vesi� ili predel�nogo cikla). Dl� opisani� takih bifurkaci�

obyqno raskladyva�t pravu� qast� issleduemo� sistemy v r�-
dy v zadanno� okrestnosti i analiziru�t dinamiku sistemy po

slagaemym s naimen�ximi stepen�mi. Dl� opisani� nelokal�-
nyh bifurkaci� neobhodimo primen�t� suwestvenno neline�-
ny� analiz sistemy. Otmetim, qto v r�de sluqaev lokal�nye

bifurkacii soprovo�da�ts� nelokal�nymi.

Bifurkacii attraktorov (polo�eni� ravnovesi�, predel�-
nyh ciklov i t.p.) prin�to podrazdel�t� na m�gkie (vnutren-
nie) i �estkie (krizisy). Vnutrennie bifurkacii privod�t

k topologiqeskim izmeneni�m samih prit�giva�wih mno�estv,
ne zatragiva� ih basse�nov prit��eni� — oblaste�, iz kotoryh

fazovye traektorii shod�ts� k dannomu attraktoru. Krizi-
sy — bifurkacii attraktorov, soprovo�da�wies� kaqestven-
no� perestro�ko� granic oblaste� prit��eni� (basse�nov) at-
traktorov.

Rassmotrim nekotory� attraktor sistemy (9.1). Budem

sqitat�, qto interesu�wie nas traektorii sistemy nahod�t-
s� vblizi 	togo attraktora. Vydelim v prostranstve paramet-
rov oblast� znaqeni�, pri kotoryh attraktor �vl�ets� usto�-
qivym. Granica 	to� oblasti, oqevidno, sootvetstvuet bifur-
kacionnym znaqeni�m parametrov. Kogda nabor tekuwih zna-
qeni� parametrov nahodits� v postroenno� oblasti, no vblizi

ee granicy, nebol�xie vozmuweni� (tolqki), kotorye vsegda

ime�t mesto, mogut vykinut� znaqeni� parametrov za predely

	to� granicy.

Granica nazyvaets� bezopasno�, esli ee maloe naruxenie

privedet k perehodu rassmatrivaemyh traektori� sistemy k

novomu attraktoru, malo udalennomu ot starogo. Esli �e skol�

ugodno maloe naruxenie granicy privodit traektorii siste-
my k znaqitel�nomu udaleni� ot starogo attraktora, to gra-
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nica nazyvaets� opasno�. Rezkie izmeneni� peremennyh sosto-
�ni� dinamiqesko� sistemy, vyzvannye malymi vozmuweni�mi

v pravyh qast�h uravneni�, v qastnosti, malymi izmeneni�mi

znaqeni� parametrov, qasto nazyva�t katastrofami [12]. Vo-
pros ob opasnosti ili bezopasnosti granicy tesno sv�zan s

voprosom m�gkosti ili �estkosti proishod�we� pri ee perese-
qenii bifurkacii. Pri m�gko� bifurkacii granica �vl�ets�

bezopasno�, a pri �estko� ona mo�et okazat�s� opasno�.
Naibolee polno� i razvito� �vl�ets� teori� bifurkaci�

sistem vtorogo por�dka. Rassmotrim dalee nekotorye 	lemen-
ty 	to� teorii. Bolee podrobnoe i strogoe izlo�enie mo�no

na�ti v rabotah [10, 17]. Otmetim, qto mnogie idei teorii bi-
furkaci� sistem vtorogo por�dka na ploskosti avtomatiqeski

rasprostran��ts� i na sistemy bol�xego por�dka [41, 61, 78].
Rassmotrim sistemu{

ẋ =P (x, y,a),

ẏ =Q(x, y,a).
(9.3)

Zdes� (x, y)∗ ∈ G ⊂ E
2, a ∈ T ⊂ E

m. Dl� prostoty budem sqi-
tat�, qto funkcii P (x, y,a) i Q(x, y,a) �vl��ts� analitiqeski-
mi v ukazannyh oblast�h izmeneni� argumentov.

Zafiksiruem kako�-to nabor znaqeni� parametrov. Pust�

(x0, y0)∗ — nekotoroe polo�enie ravnovesi� sistemy (9.3) pri

vybrannom nabore znaqenii parametrov. Polo�im

Δ =
∣∣∣∣ P ′

x(x0, y0,a) P ′
y(x0, y0,a)

Q′
x(x0, y0,a) Q′

y(x0, y0,a)

∣∣∣∣ , σ = P ′
x(x0, y0,a) + Q′

y(x0, y0,a).

Togda harakteristiqeski� mnogoqlen matricy sistemy line�-
nogo pribli�eni� v okrestnosti toqki (x0, y0)∗ dl� sistemy

(9.3) budet imet� vid

ϕ(λ) = λ2 − σλ + Δ. (9.4)
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Opredelim tip osobo� toqki (x0, y0)∗. V zavisimosti ot

znaqeni� Δ i σ poluqaem:

1) Δ > 0, σ2 − 4Δ ≥ 0 — osoba� toqka tipa ”uzel” (pri

σ2 − 4Δ = 0 ”uzel” �vl�ets� vyro�dennym ili dikritiqeskim);

2) Δ < 0 — ”sedlo”;

3) Δ > 0, σ2 − 4Δ < 0, σ �= 0 — ”fokus”;

4) Δ > 0, σ = 0 — ”slo�ny� fokus” ili ”centr” (v zavisi-
mosti ot neline�nyh slagaemyh);

5) Δ = 0 — slo�noe (kratnoe) polo�enie ravnovesi�.

V sluqa�h 1)–3) sredi korne� harakteristiqeskogo mnogo-
qlena (9.4) net korne� s nulevo� vewestvenno� qast��; v sluqae

4) — imeets� para qisto mnimyh kompleksno sopr��ennyh kor-
ne�; v sluqae 5) — hot� by odin iz korne� raven nul�. Pri

Δ = 0 polo�eni� ravnovesi� mogut byt� prisuwi osobenno-
sti i ”uzla”, i ”sedla”, i ”fokusa” (naprimer, ”slo�ny� uzel”,
”slo�noe sedlo”, ”sedlo-uzel” i t.p.) [9].

Polo�enie ravnovesi� (x0, y0)∗ nazyvaets� grubym, esli

emu sootvetstvuet odin iz sluqaev 1)–3).

Predpolo�im teper�, qto pri zadannyh znaqeni�h paramet-
rov u sistemy (9.3) imeets� zamknuta� traektori� (predel�ny�

cikl). 
to� traektorii sootvetstvuet periodiqeskoe rexenie

x = x(t), y = y(t) sistemy (9.3). Pust� T — period dannogo re-
xeni� (t.e. x(t + T ) = x(t), y(t + T ) = y(t) pri vseh znaqeni�h t).
Qislo

h =
1
T

∫ T

0

(
P ′

x(x(t), y(t),a) + Q′
y(x(t), y(t),a)

)
dt

nazyvaets� harakteristiqeskim pokazatelem rassmatrivaemo�

zamknuto� traektorii. Esli h �= 0, to predel�ny� cikl nazyva-
ets� grubym (pri h > 0 on neusto�qiv, pri h < 0 usto�qiv) [17].
Poskol�ku obwih metodov naho�deni� predel�nyh ciklov net,

69







�eni� ravnovesi� (pri Δ = 0) i kratnosti predel�nogo cikla

sm. v [10, 17].

1. Bifurkaci� ”slo�nogo fokusa” pervogo por�dka. Voz-
mo�ny sledu�wie bifurkacii pri perehode parametra qerez

bifurkacionnoe znaqenie:

a) pri vseh a < ā (dostatoqno blizkih k ā) imeets� gruby�

usto�qivy� ”fokus” i v ego okrestnosti net zamknutyh traek-
tori�; pri a = ā ”fokus” stanovits� slo�nym pervogo por�dka,
sohran�� usto�qivost�; pri perehode qerez znaqenie ā (t.e. pri

a > ā) ”fokus” delaets� grubym neusto�qivym, i vokrug nego

po�vl�ets� edinstvenny� usto�qivy� predel�ny� cikl, rasxi-
r��wi�s� s rostom a;

b) pri a < ā imeets� gruby� usto�qivy� ”fokus”, okru-
�eny� neusto�qivym predel�nym ciklom; pri a → ā − 0 pre-
del�ny� cikl s�imaets� i pri a = ā vlipaet v polo�enie rav-
novesi�, kotoroe stanovits� neusto�qivym ”slo�nym fokusom”
pervogo por�dka; pri a > ā ”fokus” prevrawaets� v gruby�

neusto�qivy�, s otsutstviem v svoe� okrestnosti zamknutyh

traektori�.

Rassmotrennye sluqai a) i b) opisyva�t smenu usto�qivo-
go ”fokusa” na neusto�qivy�, pri 	tom dl� opredeleni� togo,
kaka� iz dvuh situaci� imeet mesto, nado issledovat� harak-
ter usto�qivosti ”slo�nogo fokusa” pri bifurkacionnom zna-
qenii parametra.

Analogiqno mo�et byt� opisana smena neusto�qivogo ”fo-
kusa” na usto�qivy�.

Rassmotrennu� bifurkaci� obyqno nazyva�t bifurkaci-
e� Andronova — Hopfa (Andronov dokazal sootvetstvu�wie

teoremy dl� dvumerno� sistemy, a Hopf obobwil ih na mnogo-
merny� sluqa� (sm. [78])).
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Otmetim, qto v sluqae a) bifurkaci� �vl�ets� m�gko� (pri

potere usto�qivosti polo�eni� ravnovesi� po�vl�ets� novy�

attraktor — usto�qivy� predel�ny� cikl, blizko raspolo�en-
ny� ot polo�eni� ravnovesi�, t.e. sistema iz polo�eni� poko�

perehodit v re�im avtokolebani� s plavno vozrasta�we� am-
plitudo�). V sluqae b) bifurkaci� budet �estko� (pri potere

usto�qivosti polo�eni� ravnovesi�, sistema srazu �e u�det

daleko ot 	togo polo�eni� ravnovesi�).
Bifurkaci� ”slo�nyh fokusov” por�dka vyxe pervogo, qto

u�e budet sootvetstvovat� sistemam bolee vysoko� stepeni

negrubosti, mo�et soprovo�dat�s� ro�deniem ili smert�� bo-
lee qem odnogo predel�nogo cikla (sm. [10, 17]).

Primer 9.2. Pust� uravneni� (9.3) ime�t vid{
ẋ = ax − 2y − x(x2 + y2),

ẏ =2x + ay − y(x2 + y2),
(9.5)

gde a — skal�rny� parametr. Naqalo koordinat �vl�ets� po-
lo�eniem ravnovesi� sistemy (9.5) pri l�bom znaqenii a. Po-
stroim sistemu line�nogo pribli�eni� v okrestnosti dannogo

polo�eni� ravnovesi�. Poluqim{
ẋ = ax − 2y,

ẏ =2x + ay.

Sobstvennye qisla matricy 	to� line�no� sistemy λ1,2 =
= a±2i. Znaqit, pri a < 0 polo�enie ravnovesi� (x, y)∗ = (0, 0)∗

�vl�ets� usto�qivym ”fokusom”, a pri a > 0 — neusto�qivym

”fokusom”. Pri a = 0 sobstvennye qisla qisto mnimye (Δ > 0,
σ = 0). S pomow�� funkcii L�punova V = x2 + y2

neslo�-
no proverit�, qto pri a = 0 naqalo koordinat asimptotiqeski

usto�qivo. Sledovatel�no, pri a = 0 naqalo koordinat �vl�-
ets� usto�qivym ”slo�nym fokusom”. Mo�no dokazat�, qto 	to
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”slo�ny� fokus” pervogo por�dka. Takim obrazom, pri pere-
hode parametra qerez znaqenie a = 0 proishodit bifurkaci�

Andronova — Hopfa (v m�gkom variante) s ro�deniem rovno

odnogo predel�nogo cikla. V samom dele, 	to neslo�no ustano-
vit� neposredstvenno. Sistema (9.5) v pol�rnyh koordinatah

imeet vid

ṙ = r(a − r2), θ̇ = 2,

gde r i θ — pol�rnye radius i ugol sootvetstvenno. Vidno,
qto pri a ≤ 0 naqalo koordinat asimptotiqeski usto�qivo v

celom (predel�nyh ciklov net), a pri a > 0 po�vl�ets� edin-
stvenny� usto�qivy� predel�ny� cikl r =

√
a, priqem radius

	togo cikla uveliqivaets� s rostom a.
2. Bifurkaci� dvukratnogo ”sedlo-uzla”. Zdes� vozmo�ny

sledu�wie kaqestvennye peremeny na fazovom portrete:
a) pri a < ā net ni odnogo polo�eni� ravnovesi�; pri a = ā

po�vl�ets� ”sedlo-uzel”; pri a > ā ”sedlo-uzel” razdel�ets� na

grubye ”sedlo” i ”uzel”;
b) pri a < ā imeets� dva grubyh polo�eni� ravnovesi�

”sedlo” i ”uzel”; pri a = ā oni slipa�ts� v odin ”sedlo-uzel”,
kotory� isqezaet pri a > ā.

Primer 9.3. Rassmotrim sistemu{
ẋ =xy − a,

ẏ =x − y.
(9.6)

Neslo�no proverit�, qto pri a > 0 u sistemy (9.6) imeets� dva

polo�eni� ravnovesi�: (
√

a,
√

a)∗ — ”sedlo” i (−√
a,−√

a)∗ —
usto�qivy� ”uzel”. Pri a = 0 oni slipa�ts� v toqke (0, 0)∗ v

”sedlo-uzel”. Pri a < 0 polo�eni� ravnovesi� u sistemy (9.6)
net.

3. Bifurkaci� dvukratnogo predel�nogo cikla. Kak i v

predyduwem sluqae s polo�eni�mi ravnovesi�, zdes� vozmo�ny

situacii:
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sohran�� neusto�qivost�. Takim obrazom, perehodam paramet-
ra qerez znaqeni� a(1)

i a(2)
sootvetstvu�t opisannye vyxe bi-

furkacii dvukratnogo predel�nogo cikla i ”slo�nogo fokusa”
pervogo por�dka.

Rassmotrim snaqala povedenie sistemy pri vozrastanii

parametra. Pri a < a(1)
sistema nahodits� vblizi usto�qivo-

go polo�eni� ravnovesi� i ostaets� tam pri a < a(2), poskol�ku

bifurkaci� dvukratnogo predel�nogo cikla ne izmenila harak-
tera usto�qivosti polo�eni� ravnovesi�; pri perehode qerez

znaqenie a = a(2) ”fokus” delaets� neusto�qivym, i sistema

rezko perehodit k novomu attraktoru — usto�qivomu predel�-
nomu ciklu, gde dalee i ostaets�. Pust� teper� znaqenie para-
metra umen�xaets�. Sistema snaqala nahodits� vblizi usto�-
qivogo predel�nogo cikla i ostaets� tam, poka parametr ne pe-
reseqet znaqenie a = a(1); posle 	togo cikl isqeznet, i siste-
ma pere�det k usto�qivomu polo�eni� ravnovesi�. V pervom

sluqae �estkoe izmenenie povedeni� sistemy proizo�det pri

perehode qerez znaqenie a = a(2), vo vtorom — qerez znaqenie

a = a(1). Takim obrazom, povedenie sistemy pri a(1) < a < a(2)

opredel�ets� predystorie� sistemy. Opisannoe �vlenie nazy-
vaets� gisterezisom [9].

Primery bifurkaci� v biologiqeskih sistemah mo�no

na�ti, naprimer, v rabotah [13, 15, 78, 97, 100]. My ograni-
qims� zdes� odnim primerom, nagl�dno ill�striru�wim, qto

da�e v otnositel�no prostyh sistemah mo�no vstretit�s� s ce-
lym mno�estvom bifurkacionnyh perehodov.

Primer 9.4 [13]. Rassmotrim sistemu

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ẋ = ax − bxy

1 + px
− qx2,

ẏ = − cy +
dxy

1 + px
− my2,
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opisyva�wu� vzaimode�stvie dvuh vidov: ”hiwnika” i ”�ert-
vy”. Zdes� x(t) — qislennost� ”�ertv” v moment vremeni t,
y(t) — qislennost� ”hiwnikov”; a, b, c, d, q, p, m — polo�itel�-
nye parametry. V otliqie ot klassiqesko� modeli Lotki —
Vol�terra, zdes� uqityvaets� 	ffekt nasyweni� hiwnikov.

S pomow�� zameny peremennyh i parametrov

x → (a/d)x; y → (a/d)y; t → (1/a)t;

γ = c/a; α = pd/a; ε = q/d; μ = m/b

koliqestvo parametrov, vhod�wih v sistemu, mo�no sokratit�

do qetyreh: ⎧⎪⎨⎪⎩
ẋ =x − xy

1 + αx
− εx2,

ẏ = − γy +
dxy

1 + αx
− μy2.

(9.7)

Dl� prostoty budem sqitat�, qto parametry γ i ε fiksirovany,
a parametry α i μ mogut men�t� svoi znaqeni�. Sistema (9.7)
issledovalas� v rabote [13], i bylo pokazano, qto pri malyh

znaqeni�h parametra ε bifurkacionna� diagramma imeet vid,
izobra�enny� na risunke 9.1.

μ

α

1

2

3

4

5

6
7

8

9 10

Ris. 9.1. Bifurkacionna� diagramma.
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Ris. 9.2. Nabor fazovyh portretov,
sootvetstvu�wih oblast�m 1–10.
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B2
C

B1

Ris. 9.3. Fazovy� portret dl� oblasti 6.

Naprimer, pri perehode iz oblasti 1 v oblast� 3 proisho-
dit ro�denie malogo predel�nogo cikla, ili m�gkoe ro�denie

avtokolebani� vokrug edinstvennogo ravnovesi�. Analogiqnoe

m�gkoe ro�denie avtokolebani�, no vokrug odnogo iz ravnove-
si� proishodit pri pereseqenii granicy oblaste� 2 i 4.

Pri perehode iz oblasti 4 v oblast� 5 usto�qivy� predel�-
ny� cikl vokrug odnogo iz polo�eni� ravnovesi� ”lopaets�” na

petle separatris, i edinstvenno� prit�giva�we� toqko� osta-
ets� vtoroe polo�enie ravnovesi�, i t.d.

Osoby� interes dl� praktiki predstavl�et vyrabotka kri-
teriev blizosti sistemy k bifurkacionnym granicam. Poka

intensivnost� vnexnego vozde�stvi� ne prevyxaet nekotoro�

kritiqesko� veliqiny, povedenie sistemy ne preterpevaet ka-
qestvennyh izmeneni�. Na fazovo� ploskosti 	to sootvetstvu-
et vozvraweni� sistemy v usto�qivoe sosto�nie ravnovesi�

ili na usto�qivy� predel�ny� cikl, parametry kotorogo ne

sil�no otliqa�ts� ot pervonaqal�nogo. Kogda �e intensiv-
nost� vozde�stvi� prevyxaet dopustimu�, sistema ”lomaets�”,
perehodit v kaqestvenno ino� re�im dinamiqeskogo povedeni�,
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naprimer, kaka�-to iz popul�ci� prosto vymiraet. 
to �v-
lenie sootvetstvuet bifurkacionnomu perehodu. Ka�dy� tip

bifurkacionnyh perehodov imeet svoi otliqitel�nye osoben-
nosti, pozvol��wie sudit� ob opasnosti takogo perehoda dl�

	kosistemy (sm. [97]).

§ 10. Zadaqi upravleni� biologiqeskimi sistemami

10.1. Optimal�noe upravlenie. Problema optimal�nogo

ispol�zovani� prirodnyh resursov imeet ogromnoe znaqenie

kak s toqki zreni� intensifikacii razliqnyh otrasle� 	kono-
miki, tak i s toqki zreni� ohrany okru�a�we� sredy.

Otliqitel�no� qerto� zadaq upravleni� qislennost�mi

popul�ci� �vl�ets� 	konomiqeski� harakter celi upravleni�.
Sledovatel�no, praktiqeski priemlemoe rexenie dol�no byt�

poluqeno s uqetom ne tol�ko biologiqeskih, no i 	konomiqe-
skih aspektov. Kak pravilo, zadaqu optimal�nogo regulirova-
ni� qislennoste� popul�ci� mo�no predstavit� v vide nekoto-
ro� variacionno� zadaqi, gde uravneni� dinamiki popul�ci�

vystupa�t v kaqestve ograniqeni� (uravneni� sv�zi) [104].

Pri provedenii issledovani� popul�cii prin�to podraz-
del�t� na dve gruppy: estestvennye i iskusstvennye. Upravle-
nie estestvenno� popul�cie� — 	to vmexatel�stvo v real�no

suwestvu�wu� biologiqesku� sistemu, iskusstvenno� — 	to,
naprimer, zadaqa vybora optimal�nogo re�ima raboty kul�-
tivatorov mikroorganizmov, optimal�noe planirovanie pose-
vov, upravlenie qislennost�� sel�skohoz��stvennyh �ivotnyh

i t.p. Zadaqi vtoro� gruppy obyqno prowe, v silu predskazu-
emosti sv�ze� rassmatrivaemo� popul�cii s drugimi vidami

�ivyh organizmov i vozmo�nosti dostatoqno toqnogo oprede-
leni� parametrov modeli.
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V nekotoryh model�h popul�ci� rassmatrivaets� kak edi-
noe celoe, t.e. ignoriruets� ee vnutrennee stroenie. Bo-
lee slo�nye modeli uqityva�t vozrastnoe, polovoe razdele-
nie, nestacionarny� harakter ro�daemosti i smertnosti i t.d.
Uqet vse bol�xego qisla faktorov povyxaet toqnost� modeli,
no delaet trudnym ee analitiqeskoe issledovanie. Po	tomu

dl� analiza slo�nyh biologiqeskih sistem qasto ispol�zu�t

komp��ternoe modelirovanie.
V nasto�wem paragrafe rassmotrim nekotorye prostye

podhody k optimal�nomu planirovani� ”sbora uro�a�”. Zdes�

termin ”sbor uro�a�” ponimaets� v xirokom smysle. 
to mo-
�et byt� uborka sel�skohoz��stvennyh posevov, rybna� lovl�,
ohota i t.d. Budem issledovat� sistemu, sosto�wu� iz odno-
rodno� popul�cii odnogo vida so stacionarno� okru�a�we�

sredo�. Rassmotrenie bolee slo�nyh sistem, kak pravilo, tre-
buet privleqeni� qislennyh metodov.

Pust� dinamika qislennosti popul�cii opisyvaets� logi-
stiqeskim uravneniem

Ṅ = (ε − aN)N, (10.1)

gde, kak i ranee, N(t) — qislennost� popul�cii, ε > 0 — ko	f-
ficient estestvennogo prirosta, a > 0 — ko	fficient, uqity-
va�wi� vnutrividovu� konkurenci�.

Predpolo�im, qto v danno� sisteme proizvodits� ”sbor

uro�a�” putem otbora qasti biomassy i vyvedeni� ee iz repro-
dukcionnogo cikla. Process otbora predpolagaets� diskret-
nym po vremeni s ravnymi intervalami. Trebuets� opredelit�

veliqinu sobiraemo� na ka�dom vremennom xage biomassy i

veliqinu xaga me�du dvum� posledovatel�nymi otborami pri

uslovii, qtoby summarny� ”uro�a�”, sobranny� za fiksiro-
vanny� otrezok vremeni [0, T ], byl maksimal�nym. V koneqny�
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moment vremeni T process prekrawaets� putem polnogo otbora

biomassy.
Razdelim otrezok [0, T ] na n ravnyh qaste�, t.e. sqitaem,

qto ”sbor uro�a�” idet v momenty ti = ih, i = 1, . . . , n, gde

h = T/n — veliqina xaga. Koliqestvo sobiraemogo ”uro�a�”
opredelim tak

gi = kiN
−
i , i = 1, . . . , n.

Zdes� N−
i — 	to sosto�nie sistemy v moment ti − 0, t.e. nepo-

sredstvenno pered otborom biomassy, a qerez N+
i budem obo-

znaqat� sosto�nie sistemy v toqke ti + 0, t.e. srazu �e posle

otbora. Ko	fficient ki ∈ [0, 1] zadaet dol� otbiraemo� iz si-
stemy biomassy. Sledovatel�no,

N+
i = N−

i − gi = N−
i (1 − ki), i = 1, . . . , n.

Takim obrazom, naximi upravleni�mi �vl��ts� ko	ffici-
enty k1, . . . , kn i veliqina h.

Dl� rexeni� zadaqi budem ispol�zovat� metod dinami-
qeskogo programmirovani� i princip optimal�nosti Bellma-
na [19]. Ukazanny� metod zakl�qaets� v tom, qto poisk opti-
mal�nogo upravleni� dl� mnogoxagovogo processa naqinaets�

s optimizacii poslednego xaga. Zna� optimal�noe upravlenie

na poslednem xage, optimiziruem predposledni� xag. Zatem

rassmatrivaem treti� s konca xag, s uqetom u�e izvestnogo

podhoda k postroeni� optimal�nogo upravleni� na poslednih

dvuh xagah, i t.d. V rezul�tate mnogomerna� zadaqa svodits�

k neskol�kim posledovatel�no rexaemym odnomernym.
Vypixem znaqenie optimal�nogo ”uro�a�” pri odnoxago-

vom (n = 1) processe

f1(N−
1 ) = max

0≤k1≤1
{k1N

−
1 }.
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Pri 	tom N−
1 = P (t1, N0, t0), gde

P (t,N0, t0) =
εN0 exp (ε(t − t0))

ε + aN0 (exp (ε(t − t0)) − 1)

— rexenie uravneni� (10.1), udovletvor��wee naqal�nomu

uslovi� N(t0) = N0.
Oqevidno, qto danny� maksimum dostigaets� pri k1 = 1,

t.e. esli my sobiraem ”uro�a�” tol�ko odin raz, to optimal�-
nee za 	tot raz sobrat� vse. 
to soglasuets� s tem, qto po

uslovi� zadaqi v moment vremeni T my otbiraem vs� biomas-
su celikom.

Predpolo�im teper�, qto my sobiraem ”uro�a�” dva ra-
za (n = 2) v momenty vremeni t1 i t2. Optimal�noe rexenie v

moment t2 my u�e znaem — sleduet sobrat� ves� ime�wi�s� k

	tomu vremeni ”uro�a�”. Esli pri t = t1 my otbiraem biomas-
su v koliqestve k1N

−
1 , to k momentu t2 znaqenie ”uro�a�” stanet

ravnym P
(
t2, N

−
1 (1 − k1), t1

)
. Takim obrazom, dl� maksimizacii

summarnogo sobrannogo ”uro�a�” nado na�ti

f2(N−
1 ) = max

0≤k1≤1

{
k1N

−
1 + f1

(
P (t2, N−

1 (1 − k1), t1)
)}

.

Mo�no dokazat�, qto 	tot maksimum dostigaets� pri

k1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 − ε

aN−
1 (
√

exp(εh) + 1)
, esli N−

1 >
ε

a(
√

exp(εh) + 1)
,

0, esli N−
1 ≤ ε

a(
√

exp(εh) + 1)
.

Togda

f2(N−
1 ) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
N−

1 +
ε(
√

exp(εh) − 1)
a(
√

exp(εh) + 1)
, esli N−

1 >
ε

a(
√

exp(εh) + 1)
,

ε exp(εh)N−
1

ε + aN−
1 (exp(εh) − 1)

, esli N−
1 ≤ ε

a(
√

exp(εh) + 1)
.
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V obwem (n-xagovom) sluqae imeem optimal�ny� ”uro�a�”

fn(N−
1 ) = max

0≤k1≤1

{
k1N

−
1 + fn−1

(
P (t2, N−

1 (1 − k1), t1)
)}

.

Neslo�no proverit� (sm. [104]), qto esli pri vseh i = 1, . . . , n,
znaqenie peremenno� sosto�ni� udovletvor�et uslovi�

N−
i >

ε

a(
√

exp(εh) + 1)
, (10.2)

to sootvetstvu�wie optimal�nye upravleni� nenulevye, pri-
qem

ki = 1 − ε

aN−
i (
√

exp(εh) + 1)
, i = 1, . . . , n,

i togda znaqenie ”uro�a�” za n xagov budet

fn(N−
1 ) = N−

1 +
(n − 1)ε(

√
exp(εh) − 1)

a(
√

exp(εh) + 1)
.

Differenciru� dannu� funkci� po h (s uqetom sootnoxe-
ni� n = T/h) i priravniva� proizvodnu� nul�, poluqim, qto

naibol�xee znaqenie funkcii fn(N−
1 ) dostigaets� pri h → +0,

nezavisimo ot znaqeni� ε, a, N0, t.e. optimal�nee proizvodit�

nepreryvny� ”sbor uro�a�”. V 	tom sluqae

lim
h→+0

fn(N−
1 ) = N0 +

ε2T

4a
, (10.3)

lim
h→+0

ki = 1 − ε

2aN−
i

, i = 1, . . . , n. (10.4)

Vse 	to spravedlivo pri vypolnenii uslovi� (10.2). Odnako

mo�no pokazat� [104], qto esli uslovie (10.2) vypolneno na neko-
torom i-om xage, to pri ispol�zuemom upravlenii ono budet vy-
polneno i na vseh posledu�wih xagah, t.e. uslovie (10.2) mo�et

ne vypoln�t�s� lix� na naqal�no� stadii processa. Togda na
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naqal�nyh xagah upravlenie dol�no byt� nulevym (ki = 0), do

teh por, poka na kakom-to xage qislennost� popul�cii ne stanet

udovletvor�t� uslovi� (10.2).
Itak, okazalos�, qto v rassmatrivaemo� zadaqe optimal�-

nost� dostigaets� pri nepreryvnom ”sbore uro�a�”. Pri 	tom

nepreryvny� process my poluqali kak predel (pri h → +0)
diskretnogo. Odnako dl� nepreryvnyh processov est� svoi me-
tody optimizacii, naprimer, princip maksimuma Pontr�gi-
na [93]. Prodemonstriruem primenenie 	togo principa v ras-
smatrivaemo� zadaqe.

Pust� process ”sbora uro�a�” idet nepreryvno pri

t ∈ [0, T ]; k(t)N(t) — intensivnost� otbora v moment t, gde

0 ≤ k(t) ≤ 1. Upravlenie k(t) po smyslu analogiqno rassmot-
rennomu v diskretnom sluqae.

Otbiraemye osobi ne uqastvu�t dalee ni v razmno�enii,
ni v konkurentnyh vzaimootnoxeni�h. Togda uravnenie (10.1)
primet vid

Ṅ = −k(t)N + N (1 − k(t)) (ε − aN (1 − k(t))) . (10.5)

Kriterial�na� funkci� zapixets� v vide

Ḡ =
∫ T

0

k(t)N(t) dt + N(T ).

Zdes� qlen N(T ) ukazyvaet na to, qto v posledni� moment T

sobiraets� vs� biomassa.
Rassmotrim funkci�

G(t) =
∫ t

0

k(τ)N(τ) dτ + N(t).

Imeem

Ġ = N (1 − k(t)) (ε − aN (1 − k(t))) . (10.6)
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Togda zadaqu o maksimal�nom ”uro�ae” mo�no sformulirovat�

tak: na�ti

max
0≤k(t)≤1

G(T )

pri ograniqeni�h (10.5), (10.6); G(0) = N(0) = N0.
Poluqaem tak nazyvaemu� ”zadaqu so svobodnym pravym

koncom” [93], k kotoro� primenim princip maksimuma Pontr�-
gina.

Postroim funkci� Gamil�tona

H = (ψ1 + ψ0)N (1 − k(t)) (ε − aN (1 − k(t))) − ψ1k(t)N,

gde dl� funkci� ψ0, ψ1 imeem uravneni�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
ψ̇0 = −∂H

∂G
= 0,

ψ̇1 = −∂H

∂N
= −(ψ1 + ψ0)

(
1 − k(t)

)
(ε−

−2aN
(
1 − k(t)

))
+ ψ1k(t)

(10.7)

s graniqnymi uslovi�mi ψ0(T ) = 1, ψ1(T ) = 0. Ots�da srazu

sleduet, qto ψ0(t) ≡ 1.
Izvestno [93], qto supremum funkcii H dostigaets� na op-

timal�nom upravlenii. Na�dem

k̂(ψ0, ψ1, N) = arg sup
0≤k(t)≤1

H(ψ0, ψ1, N, k).

Ravenstvo ∂H/∂k = 0 vypoln�ets� pri

k(ψ0, ψ1, N) = 1 − ψ1 + (ψ1 + ψ0)ε
2aN(ψ1 + ψ0)

. (10.8)

Takim obrazom, funkci� k̂(ψ0, ψ1, N) ravna vyra�eni� (10.8),
esli poslednee popadaet v prome�utok [0, 1]. V protivnom slu-
qae, supremum funkcii H budet dostigat�s� na odnom iz koncov

dannogo prome�utka.
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Podstavl�� veliqinu (10.8) vo vtoroe uravnenie siste-
my (10.7), poluqim

ψ̇1 = ψ1,

otkuda, s uqetom graniqnogo uslovi�, sleduet, qto ψ1(t) ≡ 0.
V rezul�tate imeem [104] okonqatel�ny� vid optimal�nogo

upravleni�:

k̄(t) = k̂(ψ0(t), ψ1(t), N(t)) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 − ε

2aN(t)
pri N(t) ≥ ε

2a
,

0 pri N(t) <
ε

2a
.

(10.9)
Esli k̄(t) > 0 na [0, T ], to na optimal�nom upravlenii poluqa-
em [104]

Ḡ = N0 +
ε2T

4a
. (10.10)

Sravniva� (10.9), (10.10) s formulami (10.3), (10.4), vidim, qto

razliqnye podhody priveli k odnomu i tomu �e rexeni�. Kak

i dl� diskretnogo sluqa�, mo�no dokazat�, qto esli v kako�-to
moment vremeni t upravlenie nenulevoe, to ono budet nenule-
vym i v dal�ne�xem.

Ustreml�� T k +∞, poluqim [104], qto rexenie uravneni�

(10.5) pri optimal�nom upravlenii k̄(t) budet stremit�s� k ve-
liqine ε2/(4a) + ε/(2a), t.e. pri bol�xih t process stremits� k

stacionarnomu s posto�nno� qislennost�� popul�cii i posto-
�nnym upravleniem k̄∞ = ε/(ε + 2).

Issledovani� po optimizacii processov, proishod�wih v

prirodno� srede, veduts� dostatoqno intensivno. My ograni-
qilis� lix� odnim iz naibolee prostyh primerov. Nekotorye

drugie podhody mo�no na�ti, naprimer, v rabotah [43, 51, 77,
104].

10.2. Stabiliziru�wee upravlenie. Rassmotrim ewe

odin klass zadaq upravleni�. Pust� zadana obobwenna� siste-
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ma Lotki — Vol�terra (7.1). Svedem ee k forme (7.2). Predpo-
lo�im, qto my mo�em vozde�stvovat� na 	tu sistemu upravle-
ni�mi sledu�wim obrazom [90]:

ẏi =

⎛⎝ci +
n∑

j=1

aijyj

⎞⎠ψi(yi) + ui, i = 1, . . . , n. (10.11)

Budem sqitat�, qto upravleni� ime�t vid

ui = miψi(yi), i = 1, . . . , n, (10.12)

gde m1, . . . , mn — posto�nnye veliqiny.
Podstavim upravleni� (10.12) v sistemu (10.11). Poluqim

ẏi =

⎛⎝ci + mi +
n∑

j=1

aijyj

⎞⎠ψi(yi), i = 1, . . . , n. (10.13)

Vidno, qto ukazannye upravleni� men��t ko	fficienty este-
stvennogo prirosta i ne vli��t na matricu vzaimode�stvi�.
Takim obrazom, biologiqeski upravleni� (10.12) harakterizu-
�t intensivnost� dobavleni� v soobwestvo ili iz��ti� iz nego

(v zavisimosti ot znaka posto�nnyh m1, . . . , mn) osobe� ka�dogo

vida.
Pust� sistema (7.2) imeet toqku poko� ȳ = (ȳ1, . . . , ȳn)∗

v polo�itel�nom ortante, a nado za sqet vybora posto�nnyh

m1, . . . , mn v upravlenii (10.12) dobit�s� togo, qtoby siste-
ma (10.13) obrela polo�enie ravnovesi� ŷ = (ŷ1, . . . , ŷn)∗, ŷ > 0.

Neslo�no zametit�, qto dl� 	togo dostatoqno polo�it�

mi =
n∑

j=1

aij (ȳj − ŷj) , i = 1, . . . , n.

De�stvitel�no, tak kak ci = −
n∑

j=1

aij ȳj , to sistema (10.13) v 	tom

sluqae primet vid

ẏi =
n∑

j=1

aij (yj − ŷj)ψi(yi), i = 1, . . . , n. (10.14)
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Kak bylo otmeqeno v predyduwem paragrafe, polo�enie ravno-
vesi� ŷ sistemy (10.14) budet asimptotiqeski usto�qivym, esli

sobstvennye qisla matricy (ψi(ŷi)aij)
n
i,j=1 ime�t otricatel�-

nye vewestvennye qasti. A dl� togo, qtoby asimptotiqeska�

usto�qivost� sohran�las� dl� l�bogo vybrannogo polo�eni�

ravnovesi� ŷ dostatoqno, qtoby matrica A = (aij)
n
i,j=1 byla

D-usto�qivo�.
V qastnosti, esli sistema (7.2) dissipativna, to funkci�

V =
n∑

i=1

γi

∫ yi

ŷi

x − ŷi

ψi(x)
dx,

gde ko	fficienty γ1, . . . , γn vz�ty iz opredeleni� dissipativ-
nosti, udovletvor�et dl� sistemy (10.14) v okrestnosti toqki

ŷ uslovi�m teoremy L�punova ob asimptotiqesko� usto�qivo-
sti. De�stvitel�no,

dV

dt

∣∣∣
(10.14)

=
n∑

i=1

n∑
j=1

γiaij (yi − ŷi) (yj − ŷj) .

Zametim, qto v kaqestve upom�nuto� okrestnosti vystupaet

ves� polo�itel�ny� ortant, t.e. polo�enie ravnovesi� y = ŷ
asimptotiqeski usto�qivo v celom.

Esli sistema (7.2) konservativna, to analogiqnym svo�-
stvom obladaet i sistema (10.14). Takim obrazom, toqka ŷ v

	tom sluqae budet usto�qivo�, no ne asimptotiqeski. Dl�

stabilizacii polo�eni� ŷ mo�no skorrektirovat� upravleni�

sledu�wim obrazom:

ui =

⎛⎝ n∑
j=1

aij (ȳj − ŷj) − δi (yi − ŷi)

⎞⎠ψi(yi), i = 1, . . . , n, (10.15)

gde δ1, . . . , δn — polo�itel�nye posto�nnye.
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Sistema (10.11), zamknuta� upravleniem (10.15), prinimaet

vid

ẏi =

⎛⎝ n∑
j=1

aij (yj − ŷj) − δi (yi − ŷi)

⎞⎠ψi(yi), i = 1, . . . , n. (10.16)

U poluqenno� sistemy tak�e suwestvuet polo�enie ravnovesi�

ŷ, odnako, v otliqie ot sistemy (10.14), 	to polo�enie budet

u�e asimptotiqeski usto�qivo. V samom dele, imeem

dV

dt

∣∣∣
(10.16)

= −
n∑

i=1

γiδi (yi − ŷi)
2
,

otkuda i sleduet asimptotiqeska� usto�qivost� toqki ŷ, pri-
qem v celom (v polo�itel�nom ortante). Zdes� pri postroenii

funkcii L�punova v kaqestve ko	fficientov γ1, . . . , γn vz�ty

qisla iz opredeleni� konservativnosti.
Predpolo�im teper�, qto upravleni� vozde�stvu�t na si-

stemu (7.2) bolee obwim obrazom:

ẏi =

⎛⎝ci +
n∑

j=1

aijyj

⎞⎠ψi(yi) +
n∑

j=1

bijuj , i = 1, . . . , n. (10.17)

Zdes� bij — nekotorye posto�nnye. Sistema (10.17), v otliqie

ot (10.11), mo�et opisyvat� situacii, kogda ne vse vidy v so-
obwestve �vl��ts� upravl�emymi, t.e. posredstvom zadani�

veliqin bij vvedeno ograniqenie na strukturu upravleni�.
Budem iskat� upravleni� v vide

ui =
n∑

j=1

(cij (ȳj − ŷj) + dij (yj − ŷj)) ψi(yi), i = 1, . . . , n, (10.18)

gde cij , dij — posto�nnye ko	fficienty.
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Vypixem v vektornom vide sistemu (10.17), zamknutu�

upravleni�mi (10.18):

ẏ = ψψψ(y) (Ay − BCŷ + (BC − A)ȳ + BD(y − ŷ)) . (10.19)

Zdes� ψψψ(y) = diag {ψ1(y1), . . . , ψn(yn)}, B = (bij)
n
i,j=1, C =

= (cij)
n
i,j=1, D = (dij)

n
i,j=1.

Otmetim, qto esli B = E, C = A, D = diag {−δ1, . . . ,−δn},
to sistema (10.17) sovpadaet s (10.11), a upravlenie (10.18) sov-
padaet s (10.15). Takim obrazom, my imeem obobwenie rassmot-
rennogo ranee sluqa�.

Dl� togo, qtoby sistema (10.19) imela polo�enie ravnove-
si� ŷ, otliqnoe ot ȳ, neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypol-
n�los� sootnoxenie

(A − BC) (ŷ − ȳ) = 0. (10.20)

Esli detB �= 0, to zameno� upravl��we� peremenno� siste-
mu (10.17) mo�no svesti k vidu (10.11). Po	tomu v dopolnitel�-
nom issledovanii nu�daets� lix� sluqa�, kogda detB = 0.

Kak bylo otmeqeno vyxe, upravlenie, rexa�wee postav-
lennu� zadaqu po smene polo�eni� ravnovesi� s ȳ na ŷ, mo�no

postroit� po formule (10.18) tol�ko esli sistema (10.20) imeet

rexenie. V qastnosti, 	ta sistema budet razrexima otnosi-
tel�no C pri l�byh znaqeni�h ŷ i ȳ, esli razrexima sistema

BC = A.
Dopustim, qto sistema (10.20) sovmestna. Togda, vybrav

ko	fficienty cij , i, j = 1, . . . , n, udovletvor��wie 	tomu uslo-
vi�, pridem k sisteme

ẏ = ψψψ(y)(A + BD)(y − ŷ).
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Sistema v otkloneni�h, linearizovanna� v okrestnosti

toqki ŷ, imeet vid

ξ̇ξξ = ψψψ(ŷ)(A + BD)ξξξ.

Zdes� ξξξ = y − ŷ.
Dl� togo, qtoby polo�enie ravnovesi� ŷ bylo asimptoti-

qeski usto�qivym, matricu D nado vybrat� tak, qtoby sob-
stvennye qisla matricy ψψψ(ŷ)(A + BD) okazalis� v otkryto�

levo� poluploskosti. Izvestno [54], qto 	to vsegda mo�no sde-
lat�, esli para matric (Ã, B̃), gde Ã = ψψψ(ŷ)A, B̃ = ψψψ(ŷ)B,
polnost�� upravl�ema, t.e.

rang
(
B̃|ÃB̃| . . . |Ãn−1B̃

)
= n.

Esli pri 	tom matricu D udalos� podobrat� tak, qto matrica

A + BD okazalas� D-usto�qivo�, to asimptotiqeska� usto�qi-
vost� budet imet� mesto dl� l�bo� toqki ŷ v polo�itel�nom

ortante.
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GLAVA 2. RAZVITIE KLASSIQESKIH MODELE�

DINAMIKI POPUL�CI�

V glave 1 pri postroenii matematiqeskih modele�, opi-
syva�wih dinamiku qislennosti popul�ci�, ispol�zovalis�

obyknovennye differencial�nye uravneni�. Dannye modeli

osnovyvalis� na predstavlenii o qislennosti kak o nepreryv-
no� veliqine. Pri 	tom predpolagalos�, qto osobi ka�dogo

vida odnorodny (me�du nimi ne delalos� kakih-libo razliqi�

po vozrastnym, polovym ili inym priznakam).

V nasto�we� glave issledu�ts� nekotorye drugie vozmo�-
nye podhody k probleme postroeni� modele� biologiqeskih

processov. Rassmatriva�ts� diskretnye modeli, osnovannye

na primenenii raznostnyh uravneni�. Privod�ts� metody ana-
liza usto�qivosti i asimptotiqeskogo povedeni� rexeni� ta-
kih uravneni�. Izuqaets� problema soglasovannosti svo�stv

sistem differencial�nyh uravneni� i sootvetstvu�wih im

raznostnyh sistem. Izlagaets� metod V.I. Zubova postroeni�

konservativnyh raznostnyh shem. Issledu�ts� modeli, uqi-
tyva�wie vozrastnu� i polovu� strukturu popul�cii. Dl�

opisani� 	ffektov poslede�stvi� ispol�zu�ts� sistemy dif-
ferencial�nyh uravneni� s zapazdyva�wim argumentom. Ras-
smatriva�ts� gibridnye i vero�tnostnye modeli biologiqe-
skih processov.

§ 1. Diskretnye modeli dinamiki popul�ci�

V opisannyh v predyduwe� glave model�h biologiqeskih

sistem razvitie popul�cii rassmatrivalos� v nepreryvnom

vremeni, a ee qislennost� N(t) predstavl�la sobo� nepreryvno

differenciruemu� funkci�. Odnako dl� mnogih biologiqe-

94



skih �vleni� nepreryvny� podhod, osnovanny� na primenenii

differencial�nyh uravneni�, qasto ne sootvetstvuet izuqae-
momu �vleni�, a predstavl�et sobo� approksimaci� processa

po suwestvu svoemu diskretnogo [43, 95, 105, 108]. Pri 	tom vre-
menno� xag malo� dliny, pri stremlenii kotorogo k nul� po-
luqa�ts� differencial�nye uravneni�, na samom dele ne mal i

obyqno fiksirovan. Naprimer, v zadaqah popul�cionno� gene-
tiki izmerenie vremeni ”v pokoleni�h” i diskretny� harakter

dinamiki popul�cii ime�t principial�ny� harakter [43, 138].

Nepreryvny� podhod trebuet opredelennyh dopuweni� ot-
nositel�no issleduemo� popul�cii, v qastnosti, ona dol�na

byt� dostatoqno bol�xo�, qtoby ee qislennost� mo�no bylo

approksimirovat� nepreryvno� krivo�. Nar�du s 	tim, is-
pol�zovanie obyknovennyh differencial�nyh uravneni� pred-
polagaet, qto izmenenie qislennosti v ka�dy� moment vremeni

t zavisit lix� ot ee znaqeni� v danny� moment. Takoe pred-
polo�enie obosnovano lix� v ograniqennom qisle sluqaev, a

dl� bol�xinstva popul�ci� dovol�no znaqitel�nym okazyva-
ets� zapazdyva�wee de�stvie faktorov regul�cii qislennosti

[43, 95].

Dl� xirokogo klassa biologiqeskih processsov bolee so-
otvetstvuet real�nosti predstavlenie o qislennosti kak o dis-
kretno� veliqine N = N(tk), prinima�we� nekotorye znaqeni�

v fiksirovannye momenty vremeni tk, k = 0, 1, . . . Estestvennoe

predpolo�enie o tom, qto qislennost� N = N(tk) zavisit ot

qislennosti v predxestvu�wie momenty vremeni, privodit k

ispol�zovani� matematiqeskogo apparata raznostnyh uravne-
ni� (sm. [3, 28, 119]).

Raznostnym uravneniem por�dka m nazyvaets� uravnenie

x(k + 1) = F (k, x(k), x(k − 1), . . . , x(k − m + 1)) . (1.1)
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Zdes� x(k) = N(tk), a celoqislenny� argument k prinimaet zna-
qeni� 0, 1, . . . Pri 	tom predpolagaets�, qto qislennost� popu-
l�cii v danny� moment vremeni zavisit ot ee qislennosti v m

predxestvu�wih momentov.
Esli qislennost� ka�dogo posledu�wego pokoleni� popu-

l�cii zavisit lix� ot qislennosti ee predyduwego pokoleni�,
to uravnenie (1.1) prinimaet vid

x(k + 1) = F (k, x(k)) . (1.2)

Danna� situaci� imeet mesto, naprimer, dl� popul�ci� s nepe-
rekryva�wimis� pokoleni�mi [105]. K takovym mo�no otnesti,
v qastnosti, mnogie vidy nasekomyh. Ih vzroslye osobi �ivut

neprodol�itel�noe vrem�, dostatoqnoe dl� otkladyvani� �ic,
i k momentu po�vleni� na svet novogo pokoleni� predxestvu�-
wee pokolenie prekrawaet svoe suwestvovanie.

V sluqae, kogda popul�ci� sostoit iz n vidov, vzaimode�-
stvu�wih drug s drugom, ee diskretna� model� opisyvaets�

sistemo� raznostnyh uravneni�

xi(k + 1) = Fi

(
k, x1(k), . . . , x1(k − m1 + 1), . . . ,

. . . , xn(k), . . . , xn(k − mn + 1)
)
, i = 1, . . . , n,

(1.3)

gde m1, . . . , mn — natural�nye qisla.
Esli vnexnie faktory, opredel��wie razvitie popul�-

cii, osta�ts� posto�nnymi v teqenie rassmatrivaemogo peri-
oda vremeni, to pravye qasti uravneni� (1.1)–(1.3) ne zavis�t

�vnym obrazom ot k. Takie uravneni� nazyva�ts� avtonomny-
mi ili stacionarnymi.

Sleduet otmetit�, qto perva� doxedxa� do nas matema-
tiqeska� model� dinamiki popul�ci� byla diskretno�. Ona

privodits� v opublikovannom v 1202 godu ”Traktate o sqete”
Leonardo iz Pizy, izvestnogo po prozviwu Fibonaqqi (figlio de
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Bonacci — syn Bonaqqi) [97]. Danna� model� opisyvaet izmene-
nie qislennosti krolikov. Pri 	tom predpolagaets�, qto kro-
liki naqina�t razmno�at�s� so vtorogo mes�ca posle svoego

ro�deni� i ka�dy� mes�c da�t potomstvo v vide pary kroli-
kov.

Prihodim k raznostnomu uravneni�

x(k + 1) = x(k) + x(k − 1), (1.4)

gde k = 1, 2, . . . , x(k) — koliqestvo par, ime�wihs� v k-om mes�-
ce. Esli v naqal�ny� moment (pri k = 0) byla odna para tol�ko

qto rodivxihs� krolikov, to poluqaem zadaqu Koxi dl� urav-
neni� (1.4): nu�no na�ti rexenie, udovletvor��wee uslovi�m

x(0) = 1, x(1) = 1. 
tim rexeniem �vl�ets� posledovatel�nost�

qisel

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, . . .

(qisla Fibonaqqi). Ka�dy� qlen posledovatel�nosti raven

summe dvuh predyduwih.
Takim obrazom, primenenie raznostnyh uravneni�, s odno�

storony, obuslovleno tem, qto oni v xirokom klasse sluqaev

bolee adekvatno, po sravneni� s differencial�nymi uravne-
ni�mi, opisyva�t izuqaemye biologiqeskie processy ili �v-
leni�. S drugo� storony, v celom r�de zadaq raznostnye urav-
neni� ispol�zu�ts� dl� pribli�ennogo opisani� (dl� approk-
simacii) nepreryvnyh modele�. V qastnosti, bol�xinstvo

qislennyh metodov integrirovani� differencial�nyh uravne-
ni� osnovano na zamene ih raznostnymi (na postroenii raznost-
nyh shem) [42].

Rassmotrim odnu iz proste�xih raznostnyh shem — shemu,
postroennu� s pomow�� metoda 
�lera. Pust� zadana sistema

differencial�nyh uravneni�

ż = F(t, z). (1.5)
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Zdes� z — n-merny� vektor. Budem predpolagat�, qto vektorna�

funkci� F(t, z) opredelena i nepreryvna pri t ≥ 0, z ∈ E
n.

Pust� sistema (1.5) integriruets� qislenno metodom 
�le-
ra. Poluqim

x(k + 1) = x(k) + hF(tk,x(k)), (1.6)

gde h > 0 — xag diskretizacii. Pri 	tom sqitaem, qto stro�t-
s� pribli�eni� dl� rexeni� z(t), udovletvor��wego uslovi�

z(t0) = z0, t0 ≥ 0, t.e. tk = t0 + kh, x(0) = z0.
Zametim, qto kak pri postroenii diskretno� modeli, os-

novanno� na ispol�zovanii raznostnyh uravneni�, tak i pri

postroenii raznostnyh shem, approksimiru�wih nepreryvnu�

model�, neobhodimo obespeqit�, qtoby rexeni� poluqennyh

raznostnyh uravneni� obladali opredelennymi svo�stvami,
obuslovlennymi biologiqeskim smyslom izuqaemogo �vleni�.
Izvestno [42, 55, 57], qto esli nepreryvna� model�, opisyvaema�

sistemo� differencial�nyh uravneni� vida (1.5), imeet trebu-
emye kaqestvennye harakteristiki, to pri perehode k raznost-
no� sheme (1.6) 	ti harakteristiki mogut ne sohran�t�s�.

Rassmotrim dannu� problemu na primere logistiqeskogo

uravneni�

Ṅ = a

(
1 − N

L

)
N, (1.7)

gde a > 0, L > 0. V glave 1 bylo pokazano, qto rexenie N(t)
uravneni� (1.7) s naqal�nym usloviem N(0) = N0 > 0 opredeleno

pri vseh t ≥ 0, polo�itel�no i obladaet svo�stvom N(t) → L

pri t → +∞.
Rassmotrim sootvetstvu�wee raznostnoe uravnenie, po-

stroennoe metodom 
�lera. Imeem

x(k + 1) = x(k) + ha

(
1 − x(k)

L

)
x(k). (1.8)
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Poluqaem, qto esli v kako�-to moment vremeni

x(k) >
L(1 + ha)

ha
,

to znaqenie x(k+1) budet otricatel�nym. Sledovatel�no, urav-
nenie (1.8) biologiqeski nekorrektno.

Po	tomu v kaqestve raznostnogo analoga logistiqeskogo

uravneni� obyqno (sm. [43, 105, 138]) ispol�zu�t uravnenie

x(k + 1) = x(k) exp
(

ha

(
1 − x(k)

L

))
. (1.9)

Uravnenie (1.9) imeet te �e polo�eni� ravnovesi�, qto i urav-
nenie (1.7), ego rexeni� s polo�itel�nymi naqal�nymi dan-
nymi osta�ts� polo�itel�nymi pri vseh k = 0, 1, . . . , pri-
qem funkci� exp (ha(1 − z/L)) stremits� k nul� pri z → +∞.
Vse 	to soglasuets� s biologiqeskim smyslom izuqaemogo

processa.
Dl� obosnovani� vybora raznostno� approksimacii nepre-

ryvno� modeli (1.7) v forme (1.9) mo�no ispol�zovat� sledu�-
wie soobra�eni�. Pust� N(t) — rexenie uravneni� (1.7) s na-
qal�nym usloviem N(0) = N0 > 0. Zadaem xag diskretizacii

h > 0. Polo�im tk = kh, k = 0, 1, . . . . Pri t ∈ [tk, tk+1] imeet

mesto to�destvo

Ṅ(t)
N(t)

≡ a

(
1 − N(t)

L

)
,

integriru� kotoroe, poluqaem

N(tk+1) = N(tk) exp
(∫ tk+1

tk

a

(
1 − N(τ)

L

)
dτ

)
.

Esli xag diskretizacii dostatoqno mal, a funkci� N(t) dosta-
toqno malo izmen�ets� na prome�utke [tk, tk+1], to pribli�enno

mo�no sqitat�, qto

N(tk+1) = N(tk) exp
(

ha

(
1 − N(tk)

L

))
.
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Polaga� x(k) = N(tk), prihodim k uravneni� (1.9). Razumeets�,
privedennye rassu�deni� ne �vl��ts� strogim obosnovaniem

vybora diskretno� modeli v vide (1.9), i dl� ee primeneni� v

praktiqeskih zadaqah neobhodimo twatel�no izuqit� mehaniz-
my razmno�eni� i gibeli popul�ci� i proverit� soglasovanie

	to� modeli s ime�wimis� 	ksperimental�nymi dannymi.
V razliqnyh rabotah predlagalis� i drugie vidy diskret-

nogo analoga logistiqeskogo uravneni�.
Naprimer, odnim iz takih analogov �vl�ets� model� P�e-

lu [149], tak�e izvestna� kak uravnenie Skellama [125]:

x(k + 1) =
αx(k)

1 + βx(k)
. (1.10)

Zdes� α i β — polo�itel�nye posto�nnye. Vybor modeli v

vide (1.10) obuslovlen tem, qto esli α = ea, β = (ea − 1) /L,
to pri celyh neotricatel�nyh znaqeni�h t rexenie logisti-
qeskogo uravneni� (1.7) sovpadaet s rexeniem uravneni� (1.10):
N(k) = x(k), k = 0, 1, . . .

V kaqestve ewe odnogo analoga otmetim uravnenie

x(k + 1) = λx(k)(1 + γx(k))−b,

gde λ, γ, b > 0. Dannoe uravnenie ispol�zuets� pri modelirova-
nii dinamiki nekotoryh laboratornyh i estestvennyh popul�-
ci� nasekomyh [105].

Kak u�e otmeqalos� ranee, rexenie logistiqeskogo urav-
neni� (1.7) predstavl�et sobo� monotonnu� funkci�. Odna-
ko na praktike rost popul�cii ne vsegda �vl�ets� monoton-
nym [150]. Vo mnogih real�nyh popul�ci�h nabl�da�ts� ko-
lebani� (fluktuacii) qislennosti [105, 150]. Pri 	tom tenden-
ci� k fluktuaci�m prisuwa samo� popul�cii, t.e. kolebani�

qislennosti proishod�t i v sluqae, kogda okru�a�wa� sreda
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ne men�ets� so vremenem. Takie kolebani� mogut voznikat�, es-
li ko	fficient rosta zavisit ot plotnosti popul�cii, priqem

imeets� zapazdyvanie v izmenenii ko	fficienta rosta po otno-
xeni� k izmeneni� plotnosti. Sledovatel�no, v r�de sluqaev

dl� opisani� dinamiki popul�ci� trebuets� ispol�zovat� mo-
deli, uqityva�wie ukazannye zapazdyvani�.

Naprimer, v rabote [150] izuqalos� uravnenie

x(k + 1) =
αx(k)

1 + βx(k − m)
, (1.11)

gde α i β — polo�itel�nye posto�nnye, priqem α > 1, m —
natural�noe qislo (veliqina zapazdyvani�).

Obobweniem modeli (1.11) �vl�ets� uravnenie s neskol�ki-
mi zapazdyvani�mi (sm. [143])

x(k + 1) =
αx(k)

1 +
∑p

i=1 βix(k − mi)
. (1.12)

Zdes� α > 1, βi ≥ 0, mi — celye neotricatel�nye qisla.
V [146] issledovalos� uravnenie s beskoneqno� pam�t��

(p = ∞)

x(k + 1) =
αx(k)

1 + x(k) + β
∑∞

i=0 cix(k − i)
, (1.13)

gde α > 1, β > 0, ci ≥ 0, priqem

∑∞
i=0 ci = 1. V danno� modeli

predpolagaets�, qto qislennost� popul�cii v moment k zavisit

ot vse� predystorii rassmatrivaemogo processa.
V rabotah [84, 143, 146, 150] byli poluqeny uslovi�

asimptotiqesko� usto�qivosti polo�eni� ravnovesi� uravne-
ni� (1.11), (1.12), (1.13), a tak�e issledovany oblasti asimpto-
tiqesko� usto�qivosti 	tih polo�eni� ravnovesi�.

Analogiqnye podhody primen��ts� i pri postroenii dis-
kretnyh modele�, opisyva�wih vzaimode�stvie n popul�ci�.
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V qastnosti, raznostny� analog vol�terrovsko� sistemy (sm.
formulu (5.1) glavy 1) mo�et byt� zapisan v vide [138]:

xi(k + 1) = xi(k) exp

⎛⎝h

⎛⎝ci +
n∑

j=1

aijxj(k)

⎞⎠⎞⎠ , i = 1, . . . , n. (1.14)

Odnako v dannom sluqae snova voznikaet problema soglasovan-
nosti me�du postroenno� model�� i real�nym povedeniem is-
sleduemogo processa, a tak�e soglasovannosti me�du svo�stva-
mi rexeni� differencial�nyh i sootvetstvu�wih im raznost-
nyh uravneni�. Bolee podrobno 	ta problema budet rassmot-
rena v § 3.

Takim obrazom, pri postroenii matematiqeskih modele�

biologiqeskih processov vs�ki� raz voznikaet vopros: kakomu

podhodu sleduet otdat� predpoqtenie — nepreryvnomu ili dis-
kretnomu. Universal�nogo pravila rexeni� 	togo voprosa ne

suwestvuet. V nekotoryh sluqa�h otvet na nego neodnoznaqen.
Neobhodimo glubokoe proniknovenie v sut� izuqaemogo �vle-
ni�. Mo�no tol�ko sformulirovat� nekotorye obwie princi-
py vybora matematiqesko� modeli (sm. [95]). Tak, esli ro�da-
emost� v popul�cii ”razmazana” vo vremeni, razliqnye poko-
leni� perekryva�ts� i qislo osobe� v popul�cii dostatoqno

veliko, to v 	tom sluqae vrem� mo�no sqitat� nepreryvnym i

pol�zovat�s� differencial�nymi uravneni�mi. Esli �e poko-
leni� ne perekryva�ts�, a ro�daemost� priuroqena k oprede-
lennomu vozrastu ili stadii razviti� osobi, to dl� opisani�

dinamiki popul�cii sleduet ispol�zovat� raznostnye uravne-
ni�.

§ 2. Usto�qivost� diskretnyh modele�

Pri rexenii zadaqi formalizacii biologiqeskih proces-
sov ves�ma suwestvenno� �vl�ets� vozmo�nost� 	ffektivno�
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raboty s postroenno� matematiqesko� model��. Po	tomu po-
stroenie matematiqesko� modeli, opisyva�we� maksimal�no

toqno issleduemye biologiqeskie sistemy, ne �vl�ets� prio-
ritetno� cel��, osobenno v teh sluqa�h, kogda poluqenna� mo-
del� libo ne pozvol�et sdelat� opredelennyh matematiqeskih

vyvodov, libo ih biologiqeska� interpretaci� i primenenie

ne predstavl��ts� vozmo�nymi ili ves�ma zatrudnitel�ny.
V takom sluqae osnovno� akcent delaets� ne na sozdanie mak-
simal�no toqnyh modele�, a na poluqenie informacii o pove-
denii izuqaemyh processov kak v buduwem, tak i v proxlom, a

tak�e na vozmo�nost� upravleni� 	timi processami s cel��

dosti�eni� trebuemyh rezul�tatov.
Odnim iz va�ne�xih trebovani�, pred��vl�emyh k matema-

tiqeskim model�m, �vl�ets� trebovanie usto�qivosti stacio-
narnyh re�imov (polo�eni� ravnovesi�, periodiqeskih rexe-
ni�, integral�nyh mnogoobrazi�) izuqaemyh sistem. Dannoe

trebovanie obuslovleno tem, qto v bol�xinstve sluqaev struk-
tura modeli i ee parametry izvestny s nekotoro� pogrexno-
st��, na sistemu de�stvu�t vozmuweni�, vyzyva�wie ee ot-
klonenie ot stacionarnyh re�imov. Po	tomu na praktike do-
statoqno dolgo mogut suwestvovat� tol�ko usto�qivye v tom

ili inom smysle biologiqeskie sistemy.
V predyduwem paragrafe obosnovyvalos� ispol�zovanie

raznostnyh uravneni� dl� sozdani� diskretnyh modele� bio-
logiqeskih popul�ci�. Byli privedeny primery takih uravne-
ni� dl� modele� popul�ci� s neperekryva�wimis� pokoleni�-
mi. Rassmotrim teper� na primere diskretnogo analoga logi-
stiqeskogo uravneni� osnovnye metody issledovani� asimpto-
tiqeskogo povedeni� rexeni� raznostnyh sistem.

Pust� zadano uravnenie

N(k + 1) = N(k) exp
(

ha

(
1 − N(k)

L

))
. (2.1)
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Zdes� N(k) — qislennost� popul�cii, h, a, L — polo�itel�nye

posto�nnye, k = 0, 1, . . .

Opredelim ravnovesnye re�imy suwestvovani� popul�-
cii, dinamika kotoro� opisyvaets� uravneniem (2.1), t.e. re-
xim uravnenie

N = N exp
(

ha

(
1 − N

L

))
.

Edinstvennym ego netrivial�nym rexeniem budet znaqenie

N̄ = L. (2.2)

Dl� naho�deni� polo�eni� ravnovesi� N̄ nu�no oprede-
lit� toqku pereseqeni� grafika funkcii y = F (N), gde

F (N) = N exp
(

ha

(
1 − N

L

))
,

s pr�mo� y = N (sm. ris. 2.1).
y

N0 N̄ = L

L

F (N)

Ris. 2.1 (diagramma Lamere�).

Na risunke 2.2 predstavlen grafiqeski� sposob postroeni�

posledovatel�nyh znaqeni� N(0), N(1), N(2), . . . , shod�wihs� k

ravnovesi� N̄ .
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y

N

0

L

F (N)

N(0) N(1) N(2)N̄

Ris. 2.2 (lestnica Lamere�).

Izuqim teper� asimptotiqeskoe povedenie rexeni� urav-
neni� (2.1) v okrestnosti polo�eni� ravnovesi� (2.2). Dl� 	to-
go snaqala proizvedem zamenu peremennyh x(k) = N(k)−L i tem

samym privedem uravnenie (2.1) k vidu

x(k + 1) =
(
x(k) + L

)
exp

(
−ha

L
x(k)

)
− L = F̃

(
x(k)

)
. (2.3)

Zdes� nulevoe rexenie x(k) ≡ 0 uravneni� (2.3) sootvetstvuet

polo�eni� ravnovesi� N̄ uravneni� (2.1).
Issleduem usto�qivost� nulevogo rexeni� uravneni� (2.3)

po line�nomu pribli�eni�. Razlo�im funkci� F̃ (x) v r�d

Te�lora v okrestnosti toqki x = 0:

F̃ (x) = (1 − ha)x +
h2a2 − 2ha

L
· x2

2!
+ . . .

Togda uravnenie (2.3) mo�no zapisat� sledu�wim obrazom

x(k + 1) = (1 − ha)x(k) + R
(
x(k)

)
,

gde funkci� R(x) predstavl�et sobo� summu vseh slagaemyh,
soder�awih stepeni x, naqina� so vtoro� i vyxe, razlo�eni� v

r�d Te�lora funkcii F̃ (x). Legko vidno, qto dl� l�bogo Δ > 0
na�dets� takoe qislo c > 0, qto pri |x| < Δ budet spravedliva

ocenka |R(x)| ≤ c x2(k). Znaqit, uravnenie
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x(k + 1) = (1 − ha)x(k) (2.4)

�vl�ets� uravneniem line�nogo pribli�eni� dl� (2.3).

Primen�� teoremy ob asimptotiqesko� usto�qivosti i

neusto�qivosti po line�nomu pribli�eni� (sm. [3, 119]), po-
luqaem, qto pri vypolnenii neravenstva ah < 2 nulevoe rexe-
nie uravneni� (2.3) budet asimptotiqeski usto�qivym, a esli

imeet mesto neravenstvo ah > 2, to — neusto�qivym.

Sluqa�, kogda ha = 2, trebuet dopolnitel�nogo issledova-
ni� qlenov bolee vysokih por�dkov v razlo�enii v r�d Te�lora

pravo� qasti uravneni� (2.3).

Zametim, qto uravnenie line�nogo pribli�eni� (2.4) poz-
vol�et ne tol�ko ustanovit� fakt usto�qivosti ili neusto�qi-
vosti polo�eni� ravnovesi� (2.2), no i issledovat� harakter

povedeni� rexeni� uravneni� (2.1) v okrestnosti 	togo polo-
�eni� ravnovesi�. Poluqaem, qto esli ah < 1, to dl� rexeni�,
naqina�wihs� v dostatoqno malo� okrestnosti toqki N̄ , ot-
kloneni� ot ravnovesi� isqeza�t monotonno (sm. ris. 2.3), a

esli 1 < ah < 2, to voznika�t zatuha�wie kolebani� vozle N̄

(sm. ris. 2.4). V sluqae �e, kogda ah > 2, po kra�ne� mere v

nekotoro� okrestnosti toqki N̄ , ime�t mesto narasta�wie po

amplitude kolebani� qislennosti.

N(k)

k0

L

N(0)

Ris. 2.3.
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N(k)

k0

L

N(0)

Ris. 2.4.

Odnako svo�stvo usto�qivosti �vl�ets� lokal�nym svo�-
stvom. Ono harakterizuet povedenie rexeni� v nekotoro� do-
statoqno malo� okrestnosti polo�eni� ravnovesi�. Dl� issle-
dovani� global�nogo povedeni� rexeni� uravneni� (2.3) (dl�

poluqeni� uslovi� asimptotiqesko� usto�qivosti pri l�byh

naqal�nyh vozmuweni�h) primenim pr�mo� metod L�punova.
Vyberem v kaqestve funkcii L�punova funkci� V (x) = x2,

kotora� oqevidno �vl�ets� polo�itel�no opredelenno� i bes-
koneqno bol�xo�. Na�dem ee prirawenie v silu uraneni� (2.3).
Imeem

ΔV = V
(
x(k +1)

)−V
(
x(k)

)
=

((
x(k)+L

)
exp

(
−ha

L
x(k)

)
−L

)2

−

−x2(k) =
(
x(k) + L

)(
exp

(
−ha

L
x(k)

)
− 1

)
×

×
((

x(k) + L
)(

exp
(
−ha

L
x(k)

)
+ 1

)
− 2L

)
= W

(
x(k)

)
.

V sootvetstvii s vidom uravneni� (2.1), a tak�e biologi-
qeskim smyslom izuqaemo� zadaqi, poluqaem, qto x(k) + L ≥ 0,
priqem x(k) + L = 0 tol�ko pri N(k) = 0.
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Rassmotrim funkci� W
(
x
)

pri x ∈ (−L,+∞). Issleduem

uslovi�, pri vypolnenii kotoryh ona budet otricatel�no opre-
delena na dannom prome�utke. Imeem W

(
0
)

= 0, exp (−hax/L)−
−1 > 0 pri x < 0 i exp (−hax/L) − 1 < 0 pri x > 0. Takim

obrazom, funkci�

(
x(k) + L

)(
exp

(
−ha

L
x(k)

)
+ 1

)
− 2L

dol�na prinimat� otricatel�nye znaqeni� pri x ∈ (−L, 0) i

polo�itel�nye pri x ∈ (0, +∞). Netrudno pokazat�, qto dl�

	togo neobhodimo i dostatoqno, qtoby parametry a i h udovle-
tvor�li uslovi�

ha ≤ 2. (2.5)

Primen�� diskretny� analog teoremy Barbaxina — Kra-
sovskogo [3, 119], poluqaem, qto pri vypolnenii neravenstva

(2.5) polo�enie ravnovesi� (2.2) asimptotiqeski usto�qivo,
priqem l�boe rexenie N(k), dl� kotorogo N(0) > 0, stremits�

k dannomu polo�eni� ravnovesi� pri k → +∞. Takim obra-
zom, oblast� asimptotiqesko� usto�qivosti predstavl�et so-
bo� ves� prome�utok (0, +∞).

Teper� pere�dem k izuqeni� bolee slo�nyh re�imov pove-
deni� rexeni� uravneni� (2.1). Kak u�e otmeqalos� v glave 1,
pri issledovanii razliqnyh biologiqeskih processov, nar�du

s analizom usto�qivosti polo�eni� ravnovesi�, va�no� zada-
qe� �vl�ets� zadaqa opredeleni� uslovi� suwestvovani� pre-
del�nyh ciklov.

Esli uravnenie (2.1) imeet rexenie, oblada�wee svo�-
stvom

N(k) = N(k + mT ), k, m = 0, 1, . . . ,

gde T — nekotoroe natural�noe qislo, to takoe rexenie budet

nazyvat�s� T-toqeqnym ciklom ili ciklom dliny T.
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x

y

0
1

−1

1

−1

x0

−x0

ha = 1, 1

ha = 2, 5

Ris. 2.5.

Pri 0 < ha < 2 suwestvuet lix� odno rexenie x = 0, koto-
roe sootvetstvuet asimptotiqeski usto�qivomu v celom polo-
�eni� ravnovesi� N̄ = L.

Pri ha > 2 suwestvu�t tri toqki pereseqeni� pr�mo� y =
= x s krivo� y = th(hax/2): x = 0 i x = ±x0, gde 0 < x0 < 1.
Poluqaem rexenie sistemy (2.7):

N
(2)
1 = L(1 + x0), N

(2)
2 = L(1 − x0),

priqem oqevidno, qto N
(2)
1 , N

(2)
2 > 0.

Vy�snim teper�, �vl�ets� li toqka N
(2)
2 predel�no� dl�

rexeni� uravneni� (2.1), naqina�wihs� v dostatoqno malo�

ee okrestnosti. Uravnenie (2.6) imeet polo�enie ravnovesi�

N = N
(2)
2 . Postroim dl� (2.6) uravnenie line�nogo pribli�e-

ni�. Imeem

x(k + 1) = λ(2)x(k), k = 0, 1, . . . (2.10)
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Zdes� x(k) = N(2k) − N
(2)
2 ,

λ(2) =
dF (2)(N (2)

2 )
dN

=
dF (N (2)

2 )
dN

dF (N (2)
1 )

dN
.

Zametim, qto esli vypisat� dl� (2.6) uravnenie line�nogo

pribli�eni� v okrestnosti toqki N
(2)
1 , to my snova pridem k

uravneni� (2.10) s tem �e samym znaqeniem ko	fficienta λ(2).
Poluqaem, qto pri vypolnenii neravenstva

|λ(2)| < 1 (2.11)

issleduemy� cikl budet prit�giva�wim (usto�qivym), a pri

|λ(2)| > 1 (2.12)

on neusto�qiv.
Zameqanie 2.1. Analogiqnye rassu�deni� mo�no prove-

sti dl� cikla l�bo� dliny i, tem samym, budem govorit�, qto

cikl

(
N

(T )
1 , . . . , N

(T )
T

)
nazyvaets� prit�giva�wim, ottalkiva�-

wim ili ne�tral�nym, esli sootvetstvenno

λ(T ) =
T∏

j=1

dF
(
N

(T )
j

)
dN

< 1, λ(T ) > 1 ili λ(T ) = 1.

V naxem sluqae proverka uslovi� (2.11), (2.12) pokazyvaet,
qto pri ha > 2 rexenie N̄ = L neusto�qivo, a toqki N

(2)
1 , N

(2)
2

obrazu�t prit�giva�wi� cikl dliny 2, kogda

0 < ha
(
2 − ha

(
1 − x2

0

))
< 2.

Ots�da mo�no poluqit� (sm. [105]) interval znaqeni�

2 < ha < h2 ≈ 2, 526,

pri kotoryh rassmatrivaemy� cikl budet prit�giva�wim.

111



Usto�qivosti v celom (t.e. pri l�byh naqal�nyh dannyh)
zdes� net, hot� by potomu, qto rexenie N(k) ≡ L k dannomu

ciklu ne stremits�. Odnako mnogoqislennye rasqety pokazy-
va�t [105], qto poqti pri vseh naqal�nyh znaqeni�h N(0) i vy-
polnenii uslovi� (2.11) traektorii rexeni� strem�ts� k ciklu(
N

(2)
1 , N

(2)
2

)
.

Pri dal�ne�xem vozrastanii parametra ha vstreqa�ts�

usto�qivye cikly dliny 4, 8, 16, . . . , 2m (m — l�boe natural�-
noe qislo).

Dopolnitel�noe issledovanie pozvol�et tak�e sformuli-
rovat� sledu�wie utver�deni� [105]:

1) pri ka�dom fiksirovannom znaqenii ha > 0 sredi vseh

rexeni� mo�et byt� ne bolee odnogo prit�giva�wego cikla;

2) esli suwestvuet prit�giva�wi� cikl perioda T , to po-
qti pri vseh naqal�nyh znaqeni�h traektorii strem�ts� k 	to-
mu ciklu;

3) dl� vs�kogo T suwestvuet takoe polo�itel�noe znaqenie

veliqiny ha, qto uravnenie (2.1) imeet prit�giva�wi� cikl

perioda T ;

4) pri vozrastanii ha v predelah nekotorogo ograniqen-
nogo intervala (0, r0) proishod�t bifurkacii rexeni�: cikly

perioda 2m
smen��ts� ciklami perioda 2m+1, m = 0, 1, 2, . . .

Sleduet otmetit� tak�e, qto pri rasqete traektori� re-
xeni� raznostnyh uravneni� s pomow�� 
VM, vvidu ograni-
qennosti razr�dno� setki, s teqeniem vremeni mo�no poluqit�

u�e ranee vstreqavxees� znaqenie i tem samym zaciklit� tra-
ektori�, t.e. sdelat� ee periodiqesko�. Odnako vse rasqi-
tyvaemye znaqeni� na samom dele �vl��ts� lix� pribli�eni-
em istinnyh s to� ili ino� stepen�� toqnosti, t.e. vozmo�na

situaci�, kogda rasqet na 
VM privel k periodiqeskomu re-
xeni�, v to vrem� kak istinnoe rexenie takovym ne �vl�ets�.

112



Dl� izbe�ani� takogo roda oxibok kak raz i trebuets� prove-
denie analitiqeskogo issledovani� na predmet suwestvovani�

ciklov ili ih otsutstvi�.

Nar�du s rassmotrennymi vyxe re�imami povedeni� rexe-
ni� uravneni� (2.1) imeet smysl predpolagat� tak�e naliqie

takih rexeni� raznostnyh uravneni�, kotorye ne tol�ko ne �v-
l��ts� polo�eni�mi ravnovesi� ili periodiqeskimi rexeni-
�mi, no da�e i ne strem�ts� ni k kakomu predel�nomu re�imu.
Tako� tip povedeni� nazovem haotiqeskim. V [105] pokazano,
qto suwestvovanie ukazannyh rexeni� tesno sv�zano s naliqi-
em u raznostnyh uravneni� ciklov perioda 3. Priqem iz togo,
qto uravnenie imeet trehtoqeqny� cikl sleduet, qto ime�ts� i

cikly l�bo� dliny, a tak�e suwestvuet nesqetnoe mno�estvo

naqal�nyh znaqeni� N(0), pri kotoryh rexenie ne stremits�

ni k odnomu iz 	tih ciklov, t.e. ono haotiqno.

Na�dem uslovi�, pri vypolnenii kotoryh uravnenie (2.1)
obladaet trehtoqeqnym ciklom. Predpolo�im, qto suwestvu-
et tri polo�itel�nyh qisla α, β, γ, dl� kotoryh ime�t mesto

ravenstva ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
N(3k) = αL,

N(3k + 1) = βL,

N(3k + 2) = γL

pri vseh k = 0, 1, . . . Ne umal�� obwnosti, mo�no sqitat�, qto

α < β, α < γ. Poluqim sistemu

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
α = γ exp

(
ha(1 − γ)

)
,

β = α exp
(
ha(1 − α)

)
,

γ = β exp(ha(1 − β)
)
.

(2.13)

113



Prologarifmirovav ka�doe iz uravneni� sistemy (2.13) i

slo�iv ih, prihodim k sootnoxeni�

α + β + γ = 3.

Dl� opredeleni� vseh treh qisel dostatoqno na�ti odno iz

nih i ostal�nye vyrazit� iz (2.13). Netrudno zametit�, qto α

�vl�ets� naimen�xim polo�itel�nym kornem uravneni�

ha
(
2 − α − α exp

(
ha(1 − α)

))
= ln

(
3
α
− 1 − exp

(
ha(1 − α)

))
.

Grafiqeski� analiz pokazyvaet [105], qto pri

ha > rc ≈ 3, 102 (2.14)

suwestvuet dva razliqnyh trehtoqeqnyh cikla, a pri ha < rc

trehtoqeqnyh ciklov net. Takim obrazom, esli vypolneno

neravenstvo (2.14), to v uravnenii (2.1) voznika�t haotiqeskie

re�imy.

§ 3. Postroenie konservativnyh raznostnyh shem

V pervom paragrafe danno� glavy otmeqalos�, qto pri po-
stroenii diskretnyh modele� dinamiki popul�ci� mo�et voz-
nikat� problema soglasovannosti me�du svo�stvami rexeni�

poluqennyh raznostnyh uravneni� i svo�stvami rexeni� soot-
vetstvu�wih differencial�nyh uravneni�, ispol�zu�wihs�

dl� opisani� nepreryvnyh modele�. Po	tomu pri perehode ot

differencial�nyh uravneni� k raznostnym neobhodimo obes-
peqit� sohranenie takih harakteristik issleduemyh sistem,
kak polo�eni� ravnovesi�, suwestvovanie periodiqeskih re-
xeni�, integraly i integral�nye invarianty, a tak�e usto�-
qivost� stacionarnyh re�imov.
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Qtoby proill�strirovat� 	tu problemu, rassmotrim mo-
del� ”hiwnik — �ertva”, opisyvaemu� uravneni�mi Lotki —
Vol�terra (sm. formulu (2.3) glavy 1). Dl� uproweni� vykla-
dok budem sqitat�, qto c1 = 1, a12 = −1, c2 = −1, a21 = 1. Takim

obrazom, poluqaem sistemu{
Ṅ1 =(1 − N2)N1,

Ṅ2 =(N1 − 1)N2.
(3.1)

Sistema (3.1) imeet dva polo�eni� ravnovesi� M0 = (0, 0)∗

i M1 = (1, 1)∗, pervoe iz kotoryh neusto�qivo, a vtoroe usto�-
qivo, no ne �vl�ets� asimptotiqeski usto�qivym, priqem ee

traektorii predstavl��t sobo� zamknutye krivye. Krome to-
go, u rassmatrivaemo� sistemy suwestvuet integral

V (N1, N2) = N1 − lnN1 + N2 − lnN2. (3.2)

Esli diskretnu� model� izuqaemogo processa vybrat� v

vide (1.14), to prihodim k sisteme{
x1(k + 1) =x1(k) exp(h(1 − x2(k))),

x2(k + 1) =x2(k) exp(h(x1(k) − 1)),
(3.3)

kotora� imeet te �e samye polo�eni� ravnovesi�, qto i siste-
ma (3.1).

Vyqislim prirawenie funkcii (3.2) na rexeni�h siste-
my (3.3). Poluqim

ΔV = V (x1(k + 1), x2(k + 1)) − V (x1(k), x2(k)) =

= x1(k)(exp(h(1 − x2(k))) − 1) − h(1 − x2(k))+

+x2(k)(exp(h(x1(k) − 1)) − 1) − h(x1(k) − 1) =

=
h2

2
(
(x1(k) − 1)2 + (1 − x2(k))2

)
+ r(h, x1(k), x2(k)),
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gde

r(h, x1(k), x2(k))
(x1(k) − 1)2 + (1 − x2(k))2

→ 0 pri (x1(k)−1)2+(1−x2(k))2 → 0.

Sledovatel�no, funkci� (3.2) ne �vl�ets� integralom dl�

raznostno� sistemy. Krome togo, 	ta funkci� v nekotoro�

okrestnosti toqki M1 udovletvor�et trebovani�m diskretno-
go analaga pervo� teoremy L�punova o neusto�qivosti (sm. [3,
28]). Znaqit, usto�qivomu polo�eni� ravnovesi� sistemy dif-
ferencial�nyh uravneni� (3.1) sootvetstvuet neusto�qivoe po-
lo�enie ravnovesi� raznostno� sistemy (3.3).

Takim obrazom, voznikaet zadaqa postroeni� konservativ-
nyh raznostnyh shem, t.e. raznostnyh shem, uqityva�wih spe-
cifiku izuqaemyh sistem i sohran��wih ih kaqestvennye ha-
rakteristiki. Danna� zadaqa issledovalas� v rabotah mnogih

avtorov (sm., naprimer, [42, 55, 57, 153]). Pri 	tom predlagalis�

razliqnye podhody k ee rexeni�. V kaqestve odnogo iz ta-
kih podhodov rassmotrim razrabotanny� V.I. Zubovym sposob

modifikacii izvestnyh raznostnyh shem [55, 57]. 
tot sposob

obespeqivaet sohranenie integralov pri qislennom integriro-
vanii differencial�nyh uravneni�. Ukazannye modifikacii

osuwestvl��ts� putem vvedeni� upravleni� v processe vyqis-
leni�, priqem znaqeni� upravl��wih parametrov na ka�dom

xage integrirovani� opredel��ts� iz uslovi� sohraneni� za-
dannyh integralov.

Snova rassmotrim sistemu (1.5). Pust� ona imeet r inte-
gralov

g1(t, z), . . . , gr(t, z), (3.4)

gde r < n. Budem sqitat�, qto funkcii (3.4) opredeleny pri

t ≥ 0, z ∈ E
n

i nepreryvno differenciruemy po vsem svoim

argumentam.
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Provedem modifikaci� postroenno� metodom 
�lera raz-
nostno� shemy (1.6). Rassmotrim sistemu

x(k + 1) = x(k) + hF(tk,x(k)) + G(tk,x(k))u(h, tk,x(k)). (3.5)

Zdes� u(h, t, z) — r-merna� vektorna� funkci� (upravlenie),
G(t, z) — matrica razmernosti n × r, stolbcami kotoro� �v-
l��ts� vektory grad z gs(t, z), s = 1, . . . , r.

Vyberem upravlenie u(h, t, z) takim obrazom, qtoby funk-
cii (3.4) byli integralami i dl� raznostno� sistemy. Sle-
dovatel�no, na rexeni�h uravneni� (3.5) dol�ny vypoln�t�s�

ravenstva

gs(tk+1,x(k + 1)) = gs(tk,x(k)), s = 1, . . . , r.

Poluqaem sistemu

gs (t + h, z + hF(t, z) + G(t, z)u) = gs(t, z), s = 1, . . . , r. (3.6)

Danna� sistema imeet rexenie u = 0 pri h = 0, i v to �e

vrem� �kobian levyh qaste� sootnoxeni� (3.6), vyqislenny�

pri h = 0, u = 0, sovpadaet s opredelitelem matricy J(t, z) =
= G∗(t, z)G(t, z). Znaqit, esli detJ(t, z) �= 0, to uravneni� (3.6)
zada�t edinstvennu� ne�vnu� funkci� u = u(h, t, z), oblada-
�wu� svo�stvom u(h, t, z) → 0 pri h → 0, priqem 	ta funkci�

budet opredelena pri dostatoqno malyh h, nepreryvna po vsem

argumentam i nepreryvno differenciruema po h [118].
Takim obrazom, spravedliva sledu�wa� teorema.
Teorema 3.1 [55]. Pust� vektory grad z gs(t, z), s = 1, . . . , r,

line�no nezavisimy. Togda upravlenie u(h, t, z) odnoznaqnym
obrazom mo�et byt� na�deno iz uravneni� (3.6). Pri dannom
upravlenii integraly (3.4) �vl��ts� tak�e integralami i dl�
sistemy v koneqnyh raznost�h (3.5). Esli vektorna� funkci�

117



F(t, z) v l�bo� ograniqenno� oblasti izmeneni� t i z udovle-
tvor�et uslovi� Lipxica po z, to vyqislitel�na� shema (3.5),
(3.6) budet shod�we�s�.

Zameqanie 3.1. Dl� postroeni� raznostno� sistemy (1.6),
sootvetstvu�we� uravneni�m (1.5), ispol�zovals� metod 
�le-
ra. Predlo�enny� v [55, 57] sposob modifikacii izvestnyh

qislennyh metodov pozvol�et provodit� analogiqnu� korrek-
ci� vyqislitel�nyh shem i v sluqae, kogda pervonaqal�na�

raznostna� sistema postroena metodom Runge — Kutty ili

Adamsa.
V kaqestve primera primeneni� metoda Zubova postroim

raznostnu� shemu dl� uravneni� (3.1), sohran��wu� integral

(3.2). V sootvetstvii s izlo�ennym vyxe podhodom imeem⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x1(k + 1) =x1(k) + hx1(k)(1 − x2(k)) +

(
1 − 1

x1(k)

)
u,

x2(k + 1) =x2(k) + hx2(k)(x1(k) − 1) +
(

1 − 1
x2(k)

)
u.

Zdes� skal�rnoe upravlenie u = u(h, x1(k), x2(k)) na ka�dom xa-
ge integrirovani� opredel�ets� iz uslovi�

V (x1(k + 1), x2(k + 1)) = V (x1(k), x2(k)).

Prihodim k uravneni�

Q(h, z1, z2, u) = 0, (3.7)

gde

Q(h, z1, z2, u) = hz1(1 − z2) +
u

z1
(z1 − 1) + hz2(z1 − 1) +

u

z2
(z2 − 1)−

− ln
(

1 + h(1 − z2) +
u

z2
1

(z1 − 1)
)
− ln

(
1 + h(z1 − 1) +

u

z2
2

(z2 − 1)
)

.
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Netrudno pokazat�, qto polo�itel�nye posto�nnye γ, δ, a

mo�no vybrat� tak, qtoby v oblasti 0 < � < δ, |h| < γ, |u| < γ

byli spravedlivy ocenki

∂Q

∂u
≥ 1

2
�2,

∣∣∣∣∂Q

∂h

∣∣∣∣ ≤ a�2(|h| + |u|).

Zdes� � =
√

(z1 − 1)2 + (z2 − 1)2. Primen�� teoremu o ne�vno�

funkcii [118], poluqaem, qto suwestvu�t qisla γ̃ > 0 i δ̃ > 0,
dl� kotoryh v oblasti 0 < � < δ̃, |h| < γ̃, |u| < γ̃ uravnenie (3.7)
odnoznaqnym obrazom zadaet ne�vnu� funkci� u(h, z1, z2).


ta funkci� nepreryvno differenciruema pri 0 < � < δ,
|h| < γ̃ i udovletvor�et neravenstvu |u(h, z1, z2)| ≤ bh2, gde b —
polo�itel�na� posto�nna�.

V sluqae, kogda z1 = z2 = 0, sqitaem, qto u(h, 0, 0) = 0. Togda

dopolnitel�nye slagaemye, vvedennye v pravye qasti raznost-
nyh uravneni�, budut nepreryvnymi funkci�mi svoih argumen-
tov, priqem oni ime�t vtoro� por�dok malosti otnositel�no

xaga diskretizacii.
Postroenna� modificirovanna� raznostna� shema v neko-

toro� okrestnosti polo�eni� ravnovesi� M1 sohran�et inte-
gral (3.2). Po	tomu (sm. [28, 119]) dannoe polo�enie ravnovesi�

�vl�ets� usto�qivym.
Sleduet zametit�, qto ispol�zovanie konservativnyh me-

todov privodit k suwestvennomu uslo�neni� vyqislitel�nyh

shem. Metody stanov�ts� qislenno-analitiqeskimi [57].

§ 4. Uslovi� predel�no� ograniqennosti rexeni�

raznostnyh modele� vol�terrovskogo tipa

V nasto�wem paragrafe issleduem uslovi� predel�no�

ograniqennosti rexeni� odno� diskretno� modeli dinamiki

popul�ci�.
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Pust� zadana sistema

xi(k + 1) = xi(k) exp

⎛⎜⎜⎝h
⎛⎜⎜⎝ci+aiif

μi

i (xi(k))+
n∑

j=1
j �=i

aijf
αij

j (xj(k))

⎞⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎠ ,

i = 1, . . . , n.
(4.1)

Zdes� xi(k) — plotnost� (qislennost�) i-� popul�cii pri

k-� iteracii, k = 0, 1, . . . ; funkcii fi(zi) opredeleny pri

zi ∈ [0,+∞); h — polo�itel�noe qislo (xag diskretizacii); ci i

aij — posto�nnye ko	fficienty; μi i αij — polo�itel�nye pa-
rametry; i, j = 1, . . . , n. Dl� udobstva dal�ne�xego izlo�eni�

budem sqitat�, qto μi = 1, i = 1, . . . , n.

Sistemu (4.1) mo�no rassmatrivat� kak neki� raznostny�

analog nepreryvno� modeli vida (8.1), vvedenno� v pervo�

glave.

Snova oboznaqim qerez K+
neotricatel�ny� ortant

n-mernogo prostranstva, a qerez K+
0 ego vnutrennost�. Dannye

ortanty �vl��ts� invariantnymi mno�estvami sistemy (4.1).
Legko zametit�, qto esli dl� kakogo-to indeksa i ∈ {1, . . . , n}
vypolneno uslovie xi(k0) = 0 pri nekotorom znaqenii k0 ≥ 0,
to togda imeem xi(k) = 0 pri vseh k ≥ k0. Po	tomu, ne umal��

obwnosti, budem rassmatrivat� sistemu (4.1) v K+
0 .

Pust� x(k,x(0), k0) — rexenie uravneni� (4.1), vyhod�wee

iz toqki x(0)
pri k = k0. Dl� zadannogo qisla Q > 0 qerez BQ

oboznaqim mno�estvo toqek {z : z ∈ K+
0 , ‖z‖ ≤ Q}.

Opredelenie 4.1. Rexeni� sistemy (4.1) nazyva�ts� rav-
nomerno predel�no ograniqennymi v K+

0 , esli suwestvuet takoe
qislo D > 0, qto dl� l�bogo Q > 0 mo�no vybrat� T = T (Q) ≥ 0
tak, qtoby pri vseh k0 ≥ 0, x(0) ∈ BQ, k ≥ k0 + T imelo mesto
neravenstvo ‖x(k,x(0), k0)‖ ≤ D.
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Opredelenie 4.2. Sistemu (4.1) budem nazyvat� ravno-
merno permanentno�, esli suwestvu�t takie qisla η1 i η2,
0 < η1 < η2, qto dl� l�byh δ1 i δ2, 0 < δ1 < δ2, mo�no vy-
brat� T = T (δ1, δ2) ≥ 0 tak, qtoby dl� rexeni� x(k,x(0), k0)
s naqal�nymi dannymi, udovletvor��wimi uslovi�m k0 ≥ 0,
δ1 ≤ x

(0)
i ≤ δ2, i = 1, . . . , n, pri vseh k ≥ k0 + T imeli mesto

neravenstva η1 ≤ xi(k,x(0), k0) ≤ η2, i = 1, . . . , n.
Metody postroeni� funkci� L�punova dl� nepreryvnyh

sistem razvity luqxe, qem dl� raznostnyh. Po	tomu qasto

ispol�zu�t sledu�wi� podhod: podbira�t nu�nu� funkci�

L�punova dl� nepreryvno� sistemy, a zatem opredel��t uslo-
vi�, pri vypolnenii kotoryh na�denna� funkci� budet �vl�t�-
s� funkcie� L�punova i dl� raznostnogo analoga issleduemo�

sistemy. V paragrafe 8 glavy 1 byli rassmotreny dva sposo-
ba postroeni� funkcii L�punova dl� sistemy (8.1). Poka�em,
qto ukazannye vidy funkci� mo�no ispol�zovat� i dl� siste-
my (4.1) nasto�wego paragrafa.

Vvedem r�d predpolo�eni�.
Predpolo�enie 4.1. Funkcii fi(zi), i = 1, . . . , n, oblada�t

sledu�wimi svo�stvami:
1) fi(zi) nepreryvny pri zi ∈ [0,+∞);
2) fi(0) = 0 i fi(zi) > 0 pri zi > 0;
3) fi(zi) → +∞ pri zi → +∞.
Predpolo�enie 4.2. Suwestvuet takoe qislo ξ̄ > 0, qto

dl� l�byh qisel ξi ≥ ξ̄, i = 1, . . . , n, spravedlivy sootnoxeni�

∫ 1

0

fξi

i (τ)
τ

dτ < +∞, i = 1, . . . , n.

Predpolo�enie 4.3. Dl� funkci� f̃i(zi) = fi(exp(zi)) pri

vseh zi ∈ (−∞, +∞) vypolneno uslovie Lipxica s konstanto�

L; i = 1, . . . , n.
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Predpolo�enie 4.4. Funkcii f̃i(zi) = fi(exp(zi)) nepre-
ryvno differenciruemy pri zi ∈ (−∞,+∞), i 0 < f̃ ′

i(zi) ≤ L,
i = 1, . . . , n, gde L — polo�itel�na� posto�nna�.

Naprimer, predpolo�eni� 4.1–4.4 budut vypolneny, esli

fi(zi) = ln(zi + 1), i = 1, . . . , n.
Zameqanie 4.1. Oqevidno, qto iz vypolneni� predpolo-

�eni� 4.4 sleduet, qto predpolo�enie 4.3 tak�e vypolneno,
t.e. predpolo�enie 4.4 �vl�ets� bolee sil�nym po sravneni� s

predpolo�eniem 4.3.
Rassmotrim vspomogatel�nye sistemy neravenstv

− 1
hi

+
αij

hj
≤ 0 pri j �= i i āij �= 0, i, j = 1, . . . , n, (4.2)

i

aiiθi +
n∑

j=1
j �=i

āijθ
αij

j < 0, i = 1, . . . , n. (4.3)

Zdes� āij = max {aij ; 0}.
Zameqanie 4.2. Neravenstva (4.2), (4.3) analogiqny nera-

venstvam (8.2), (8.3), kotorye primen�lis� dl� analiza sistemy

(8.1) v glave 1.
Teorema 4.1 [5]. Pust� vypolneny predpolo�eni� 4.1, 4.3

i hot� by odno iz predpolo�eni� 4.2 ili 4.4. Togda esli si-
stemy neravenstv (4.2) i (4.3) ime�t polo�itel�nye rexeni�,
to suwestvuet takoe h̄ > 0, qto rexeni� sistemy (4.1) budut
ravnomerno predel�no ograniqennymi v K+

0 pri l�bom h ∈ (0, h̄).
Dl� dokazatel�stva teoremy 4.1 dostatoqno podobrat� dl�

sistemy (4.1) funkci� L�punova, udovletvor��wu� diskret-
nomu analogu teoremy �osidzavy o predel�no� ograniqenno-
sti rexeni� [3]. Pri ispol�zovanii predpolo�eni� 4.2 taku�

funkci� mo�no postroit� v vide

V (x) =
n∑

i=1

γi

∫ xi

1

fξi

i (τ)
τ

dτ, ξi ≥ ξ̄, γi > 0, i = 1, . . . , n,
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a pri ispol�zovanii predpolo�eni� 4.4 — v vide

Ṽ (x) = max
i=1,... ,n

(
fi(xi)

θi

)hi

, θi > 0, hi ≥ 1, i = 1, . . . , n.

Primer 4.1. Pust� zadana sistema

x1(k+1) = x1(k) exp
(
h
(
1−bf1(x1(k))+2f3

2 (x2(k))−f
1/5
3 (x3(k))

))
,

x2(k+1) = x2(k) exp
(
h
(
2−f1(x1(k))−2f2(x2(k))+f

1/2
3 (x3(k))

))
,

x3(k+1) = x3(k) exp
(
h
(
3+2f l

1(x1(k))−f2(x2(k))−f3(x3(k))
))

,
(4.4)

gde l i b — polo�itel�nye parametry. Budem sqitat�, qto

funkcii f1(z1), f2(z2), f3(z3) udovletvor��t uslovi�m, ukazan-
nym v teoreme 4.1.

Vypixem sistemy (4.2) i (4.3), sootvetstvu�wie rassmat-
rivaemomu sluqa�. Poluqim

3h1 − h2 ≤ 0,
1
2
h2 − h3 ≤ 0, lh3 − h1 ≤ 0,

−b θ1 + 2θ3
2 < 0, −2 θ2 + θ

1/2
3 < 0, −θ3 + 2θl

1 < 0.

Netrudno proverit�, qto 	ti neravenstva ime�t polo�itel�-
nye rexeni� togda i tol�ko togda, kogda vypolneno odno iz

sledu�wih uslovi�: a) l < 2/3; b) l = 2/3, b > 1/
√

2. Soglasno

teoreme 4.1, pri na�dennyh znaqeni�h parametrov l i b i pri

dostatoqno malyh h rexeni� sistemy (4.4) budut ravnomerno

predel�no ograniqennymi v K+
0 .

Predpolo�enie 4.5. Spravedlivy neravenstva ci > 0,
aij ≥ 0 pri j �= i; i, j = 1, . . . , n.

Teorema 4.2 [5]. Pust� vypolneny predpolo�eni� 4.1, 4.3
i 4.5. Esli sistemy neravenstv (4.2) i (4.3) ime�t polo�i-
tel�nye rexeni�, to suwestvuet takoe h̄ > 0, qto sistema
(4.1) budet ravnomerno permanentno� pri l�bom h ∈ (0, h̄).
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Zameqanie 4.3. Vypolnenie predpolo�eni� 4.3 s edino�

dl� vseh zi ∈ (−∞, +∞), i = 1, . . . , n, posto�nno� L �vl�ets�

dovol�no �estkim ograniqeniem na funkcii f1(z1), . . . , fn(zn).
Stoit otmetit�, qto analogiqnym obrazom mo�no poluqit�

uslovi� permanentnosti sistemy (4.1) v sluqae, kogda pri ka�-
dom r > 0 funkcii f̃i(zi) oblada�t ukazannym v predpolo�e-
nii 4.3 svo�stvom pri zi ∈ (−∞, r), i = 1, . . . , n, s konstanto�

L(r), priqem L(r) → +∞ pri r → +∞. Naprimer, 	to budet

imet� mesto pri fi(zi) = zi, i = 1, . . . , n. Odnako v 	tom sluqae

nel�z� garantirovat�, qto permanentnost� est� dl� vseh rexe-
ni� uravneni� (4.1). Dl� l�bogo Q > 0 na�dets� qislo h̄ > 0
takoe, qto pri h ∈ (0, h̄) uslovi� iz opredeleni� 4.2 vypoln��t-
s� tol�ko pri δ2 < Q.

§ 5. Diskretna� model� vozrastno�

struktury popul�cii

V rassmotrennyh v predyduwih paragrafah model�h, opi-
syva�wih dinamiku biologiqeskih popul�ci�, v kaqestve os-
novno� harakteristiki, v bol�xinstve sluqaev, vybiralas�

obwa� qislennost� popul�cii N , zavis�wa� ot vremeni libo

nepreryvno, libo diskretno. Glavnymi faktorami, vli��wi-
mi na qislennost�, �vl�lis� ro�daemost� i smertnost� osobe�.
Pri 	tom nikakih predpolo�eni� otnositel�no zavisimosti

dannyh faktorov ot vozrasta individuumov ne delalos�. Me�-
du tem, oqevidno, qto pre�de qem naqat� razmno�at�s�, osob�

dol�na snaqala dostignut� zrelogo, v 	tom smysle, sosto�ni�.
Analogiqnym obrazom, razumno polagat�, qto i smertnost� tak-
�e zavisit ot stadii razviti� osobi, �vl��s� bol�xe� na ran-
nih i pozdnih i men�xe� v osnovnyh fazah suwestvovani�. Sle-
dovatel�no, uqet vozrastno� struktury popul�cii vo mnogih

sluqa�h mo�et imet� suwestvennoe znaqenie.
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Rassmatriva� �iznenny� cikl l�bogo organizma, v zavi-
simosti ot ego biologiqeskih osobennoste� ili specifiki po-
stavlenno� zadaqi, mo�no vydelit� libo neskol�ko stadi� raz-
viti�, principial�no otliqa�wihs� drug ot druga (kak, napri-
mer, u nasekomyh), libo neskol�ko vozrastnyh stupene�, opre-
del�emyh v nekotoryh edinicah vremeni (naprimer, v godah s

momenta ro�deni� u mlekopita�wih). Togda popul�ci� este-
stvennym obrazom raspadaets� na nekotoroe qislo vozrastnyh

grupp.

Uqet struktury popul�cii (po vozrastam, razmeram i t.p.)
privodit k xiroko primen�emym matriqnym model�m, vpervye

predlo�ennym P. Lesli [144]. Predpolo�im, qto resursy pita-
ni� i mesto obitani� popul�cii neograniqeny, sreda obitani�

stacionarna i net samolimitirovani� popul�cii po qislen-
nosti. Razob�em popul�ci� na n vozrastnyh grupp, v pervu�

iz kotoryh vkl�qim samyh molodyh osobe�, vo vtoru� — po-
starxe, i t.d. Posledn�� n-a� gruppa budet togda sosto�t� iz

samyh starxih po vozrastu individuumov. Oboznaqim qerez

Nj(k) qislennost� j-o� gruppy v moment vremeni k, j = 1, . . . , n.
Pri 	tom pod qislennost�� budem ponimat� qislennost� vse�

gruppy, esli razdelenie po polu ne uqityvaets� (naprimer, v

sluqae rastitel�nosti, bakteri� ili proste�xih mikroorga-
nizmov), i qislennost� tol�ko samok gruppy, esli razdelenie

po polu suwestvenno dl� rassmatrivaemo� popul�cii (sqita-
em, qto dol� samcov v popul�cii dostatoqna). Vrem� k budem

otsqityvat� v diskretnye momenty, sovpada�wie s momenta-
mi perehoda osobe� iz odno� vozrastno� gruppy v sledu�wu�,
priqem intervaly me�du 	timi perehodami budem sqitat� odi-
nakovymi. Togda bez poteri obwnosti polagaem k = 0, 1, . . .

Pust� αj — ko	fficient ro�daemosti v j-o� gruppe, αj ≥ 0,
j = 1, . . . , n, a βj — ko	fficient vy�ivaemosti j-o� gruppy (t.e.
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dol� osobe� v gruppe, do�iva�wih do sledu�we� vozrastno�

stadii), 0 < βj ≤ 1, j = 1, . . . , n−1. Togda dinamika qislennosti

popul�cii opredel�ets� sledu�we� zavisimost��

N(k + 1) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
α1 α2 α3 . . . αn−1 αn

β1 0 0 . . . 0 0
0 β2 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . βn−1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠N(k). (5.1)

Zdes� N(k) =
(
N1(k), . . . , Nn(k)

)∗, k = 0, 1, . . . Matricu siste-
my (5.1) budem oboznaqat� qerez L i nazyvat� matrice� Lesli.

Rexenie sistemy (5.1) imeet vid

N(k) = LkN(0), k = 1, 2, . . . (5.2)

Poskol�ku vse 	lementy matricy L i vektora N(0) neotrica-
tel�ny (iz biologiqeskogo smysla), to i vse posledu�wie zna-
qeni� vektora N(k) pri l�bom k tak�e budut neotricatel�-
nymi.

Bez poteri obwnosti dalee sqitaem, qto αn �= 0, t.e. po-
sledn�� vozrastna� gruppa vse ewe sposobna k razmno�eni�.
V samom dele, v silu otsutstvi� limitirovani�, postrepro-
duktivnye (utrativxie sposobnost� k razmno�eni�) osobi ne

okazyva�t vli�ni� na dinamiku mladxih vozrastnyh grupp,
i, sledovatel�no, ih mo�no iskl�qit� iz rassmotreni�. Esli

vse �e trebuets� opredelit� qislennosti postreproduktivnyh

grupp, to 	to mo�no sdelat� po dinamike posledne� reproduk-
tivno� gruppy Ns(k):

Ns+j(k) = βsβs+1 . . . βs+j−1Ns(k − j), j = 1, 2, . . .
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Issleduem asimptotiqeskoe povedenie rexeni� sis-
temy (5.1). Oqevidno, qto vse svo�stva rexeni� danno� siste-
my budut neposredstvenno sledovat� iz vida matricy Lesli,
a imenno, iz ee spektral�nyh svo�stv.

Vypixem harakteristiqeskoe uravnenie matricy L:

Δ(λ) = det(λE − L) = λn − α1λ
n−1 − α2β1λ

n−2−
−α3β1β2λ

n−3 − · · · − αnβ1 . . . βn−1 = 0.
(5.3)

Tak kak αn �= 0, to svobodny� qlen harakteristiqeskogo poli-
noma ne raven nul�, i, sledovatel�no, uravnenie (5.3) ne imeet

nulevyh korne�.
Pust� λ1, . . . , λm — razliqnye sobstvennye qisla matricy

Lesli, m ≤ n. Postroim �ordanovu formu 	to� matricy.
Poskol�ku ni�ni� levy� uglovo� minor (n− 1)-go por�dka

matricy λE−L otliqen ot nul�, to rang(λE−L) ≥ n−1 pri l�-
byh znaqeni�h qisla λ. Znaqit, ka�domu sobstvennomu qislu

λj , j = 1, . . . , m, sootvetstvuet tol�ko odin line�no nezavisi-
my� sobstvenny� vektor i rovno odna 	lementarna� �ordanova

kletka

Jj =

⎛⎜⎜⎜⎝
λj 1 . . . 0 0
0 λj . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λj 1
0 0 . . . 0 λj

⎞⎟⎟⎟⎠
pj×pj

,

gde pj — kratnost� qisla λj kak korn� harakteristiqeskogo

uravneni� (p1 + . . . + pm = n). Togda �ordanova forma budet

imet� vid

JL = diag{J1, . . . ,Jm},

a sama matrica Lesli mo�et byt� zapisana v sledu�we� forme

L = SJLS−1 = Sdiag{J1, . . . ,Jm}S−1,
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gde S — matrica perehoda ot L k JL. Poluqaem

Lk = Sdiag{Jk
1 , . . . ,Jk

m}S−1. (5.4)

Pri k ≥ pj verno:

Jk
j =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λk
j

k
1!λ

k−1
j

k(k−1)
2! λk−2

j . . .
k(k−1)...(k−pj+2)

(pj−1)! λ
k−pj+1
j

0 λk
j

k
1!λ

k−1
j . . .

k(k−1)...(k−pj+3)
(pj−2)! λ

k−pj+2
j

. . . . . .
...

0 0 0 . . . λk
j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

V qastnosti, esli vse sobstvenye qisla matricy L razliq-
ny (m = n), to formula (5.4) primet vid

Lk = S

⎛⎜⎝
λk

1 0 . . . 0
0 λk

2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λk

n

⎞⎟⎠S−1.

Sootnoxeni� (5.2), (5.4) pozvol��t opredelit� predel�noe

znaqenie qislennosti popul�cii:

lim
k→+∞

N(k). (5.5)

Polo�im λmax = max
{|λ1|, . . . , |λm|}. Togda esli λmax < 1,

to predel (5.5) suwestvuet i raven nulevomu vektoru, t.e. dan-
ny� sluqa� sootvetstvuet vymirani� vse� popul�cii.

Issleduem teper� situaci�, kogda λmax ≥ 1. Dl� 	togo

rassmotrim vektor

1
λk

max

N(k). (5.6)

Poka�em, qto vse komponenty 	togo vektora ograniqeny pri

k = 0, 1, . . .
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Neslo�no proverit� [105], qto matrica Lesli pri αn �= 0
�vl�ets� nerazlo�imo� [34], a sledovatel�no, vypolneny vse

uslovi� teoremy Frobeniusa [34], v sootvetstvii s kotoro� po-
luqaem sledu�wie utver�deni�:

1. Matrica L imeet vewestvennoe polo�itel�noe sobstven-
noe qislo r, �vl��wees� prostym kornem harakteristiqeskogo

uravneni� (5.3). Dl� l�bogo drugogo sobstvennogo qisla λj

matricy L vypolneno neravenstvo |λj | ≤ r, t.e. r = λmax.
2. Dl� qisla r suwestvuet polo�itel�ny� sobstvenny�

vektor.
3. Esli matrica L imeet h sobstvennyh qisel, po absol�t-

no� veliqine ravnyh r, to vse 	ti qisla razliqny me�du sobo�

i �vl��ts� korn�mi uravneni�

λh − rh = 0,

t.e. oni ime�t vid λj = rθj−1, j = 1, . . . , h, gde θ = ei2π/h =
= cos 2π/h + i sin 2π/h, i — mnima� edinica.

4. Esli λ1, . . . , λn — sovokupnost� vseh sobstvennyh qisel

matricy L, to qisla λ1θ, . . . , λnθ s toqnost�� do por�dka sovpa-
da�t s λ1, . . . , λn.

Zameqanie 5.1. Qislo h nazyvaets� indeksom imprimi-
tivnosti matricy L. V qastnosti, esli h = 1, to matrica

nazyvaets� primitivno�.
Soglasno pravilu znakov Dekarta [73], qislo polo�itel�-

nyh korne� mnogoqlena s vewestvennymi ko	fficientami rav-
no ili na qetnoe qislo men�xe koliqestva peremen znakov v

r�du ego ko	fficientov (korni sqita�ts� s uqetom kratnosti,
nulevye ko	fficienty pri podsqete peremen znakov ne uqity-
va�ts�). Znaqit, qislo r �vl�ets� edinstvennym polo�itel�-
nym kornem harakteristiqeskogo mnogoqlena, tak kak v r�du ego

ko	fficientov imeet mesto lix� odna peremena znaka. Krome
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togo, netrudno pokazat� [105], qto indeks imprimitivnosti mat-
ricy Lesli raven naibol�xemu obwemu delitel� nomerov teh

vozrastnyh grupp, ro�daemost� v kotoryh otliqna ot nul�. Na-
primer, dl� primitivnosti (h = 1) matricy L dostatoqno, qto-
by vypoln�los� neravenstvo α1 > 0, libo qtoby ro�daemost�

imela mesto v kakih-nibud� dvuh posledovatel�nyh gruppah,
t.e. suwestvoval tako� nomer j, qto αjαj+1 �= 0.

Itak, pust� matrica L imeet indeks imprimitivnosti h,
t.e. u nee suwestvuet rovno h sobstvennyh qisel, ravnyh po

modul� r. Bez poteri obwnosti, budem polagat�, qto 	to

λ1, . . . , λh, priqem λ1 = r. Ostal�nye sobstvennye qisla udo-
vletvor��t sootnoxeni�m |λh+1| < r, . . . , |λm| < r.

Poluqaem

L = Sdiag
{
λ1, λ2, . . . , λh,Jh+1, . . . ,Jm

}
S−1,

lim
k→+∞

1
rk

Jk
j = 0, j = h + 1, . . . , m.

Ispol�zu� teoremu Frobeniusa i formulu (5.2), nahodim, qto

lim
k→+∞

1
rk

N(k) = lim
k→+∞

L(N(0), k), (5.7)

gde

L(N(0), k) = Sdiag
{
1, θk, θ2k, . . . , θ(h−1)k,0, . . . ,0

}
S−1N(0).

Ots�da i sleduet ograniqennost� vektor-funkcii L(N(0), k), a

znaqit, i vyra�eni� (5.6).
Na�dem teper� bolee konkretny� vid funkcii L(N(0), k).
Esli oboznaqit� qerez C(λ) sobstvenny� vektor-stolbec

matricy L, a qerez R(λ) — sobstvennu� vektor-stroku, otve-
qa�wie harakteristiqeskomu qislu λ, to mo�no pokazat�, qto

C(λ) =

√
λn−1

Δ′(λ)

⎛⎜⎝
c1

c2/λ
. . .

cn/λn−1

⎞⎟⎠ ,
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R(λ) =

√
λn−1

Δ′(λ)

(
q1(λ)
c1λn

,
q2(λ)

c2λn−1
, . . . ,

qn(λ)
cnλ

)
,

gde c1 = 1, cj = β1β2 . . . βj−1, pri j = 2, . . . , n, qj(λ) =

=
n∑

l=j

αlclλ
n−l, j = 1, . . . , n.

Mno�itel�

√
λn−1/Δ′(λ) i struktura vektora C(λ) i stro-

ki R(λ) obespeqiva�t vypolnenie sledu�wih sootnoxeni� dl�

skal�rnyh proizvedeni�:

(R(λi), C(λj)) =
{

1, esli i = j,

0, esli i �= j,
i, j = 1, . . . , h.

Takim obrazom, pervye h stolbcov matricy S i pervye h

strok matricy S−1 — 	to est� C(λ1), . . . , C(λh) i R(λ1), . . . ,
R(λh) sootvetstvenno.

Togda imeem

L(N(0), k) = (C(λ1), . . . ,C(λh), . . . ) diag
{
1, θk, θ2k, . . . , θ(h−1)k,

0, . . . ,0
}⎛⎜⎝

R(λ1)
. . .

R(λh)
. . .

⎞⎟⎠N(0) =
h∑

l=1

θ(l−1)k (R(λl),N(0))C(λl).

Oqevidno, qto vektor-funkci� L(N(0), k) periodiqna po k,
priqem ee period T �vl�ets� delitelem indeksa imprimitivno-
sti h i zavisit ot naqal�nogo raspredeleni� N(0). V qastno-
sti, esli matrica Lesli primitivna (h = 1), to T = 1, t.e.
funkci� L(N(0), k) posto�nna po k i ravna nenulevomu (esli

N(0) �= 0) vektoru (R(r),N(0))C(r).
V itoge iz formuly (5.7) sleduet, qto esli r = 1, to qis-

lennost� N(k) popul�cii budet ostavat�s� ograniqenno� pri

vseh k. Esli r > 1, to vse komponenty predel�nogo vektora (5.5)
budut neograniqeny. De�stvitel�no, esli by vse komponenty
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vektora N(k) ostavalis� ograniqennymi, to leva� qast� raven-
stva (5.7) byla by ravna nulevomu vektoru, v to vrem�, kak dl�

pravo� qasti dannogo ravenstva 	to ne imeet mesta. S drugo�

storony, esli hot� by odna komponenta vektora N(k) neogra-
niqena pri k = 0, 1, . . . , to iz vida sistemy (5.1) sleduet, qto i

ostal�nye komponenty 	togo vektora takie �e.
Polo�enie ravnovesi� N̄ sistemy (5.1) opredel�ets� iz

uslovi�

N̄ = LN̄. (5.8)

Dl� suwestvovani� nenulevo� toqki poko� neobhodimo i

dostatoqno, qtoby vypoln�los� ravenstvo r = 1. V 	tom sluqae

netrivial�noe rexenie N̄ sistemy (5.8) �vl�ets� sobstvennym

vektorom matricy L, otveqa�wim sobstvennomu qislu r = 1.
Poskol�ku |λj | ≤ 1, j = 1, . . . , m, priqem po teoreme Frobeni-
usa na ediniqno� okru�nosti net kratnyh korne�, to ukazan-
noe polo�enie ravnovesi� usto�qivo [3], i vse rexeni� siste-
my (5.1) libo strem�ts� k posto�nnym veliqinam (esli T = 1),
libo k periodiqeskim funkci�m. Kak bylo u�e otmeqeno, zna-
qenie T zavisit ot indeksa imprimitivnosti h. V svo� oqe-
red�, qislo h zavisit ot vybora vremenno� xkaly. Zadav vre-
menno� xag takim obrazom, qtoby vozrastnye gruppy s nenu-
levymi ro�daemost�mi okazalis� sosednimi, poluqim h = 1,
tem samym dobivxis� otsutstvi� cikliqnosti traektori� si-
stemy. S drugo� storony, dl� organizmov, �iznenny� cikl

kotoryh zakanqivaets� edinstvennym reproduktivnym aktom,
model� Lesli mo�et dat� tol�ko cikliqeskie traektorii. V

poslednem sluqae α1 = . . . = αn−1 = 0, αn �= 0. Sledovatel�-
no, Δ(λ) = λn − αnβ1 . . . βn−1. Ots�da poluqaem, qto h = n,
r = n

√
αnβ1 . . . βn−1, i togda, kak legko proverit�, pri r = 1

spravedlivo ravenstvo Ln = E. Znaqit, l�bo� vektor N(0) ne

bolee qem za n xagov pere�det v seb�.
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Esli r < 1, to u sistemy (5.1) budet suwestvovat� edin-
stvenna� toqka poko� N̄ = 0, asimptotiqeski usto�qiva� v ce-
lom (v neotricatel�nom ortante), t.e. ona budet predel�no�

dl� vseh rexeni� N(k).

Esli r > 1, to vse rexeni� N(k) neusto�qivy i uhod�t na

beskoneqnost�. Odnako, v silu sootnoxeni� (5.7), ”haos” v dan-
nom sluqae imeet dovol�no upor�doqennu� strukturu.

V rabote [105] rassmotreny nekotorye modifikacii modeli

Lesli. Naprimer, qasto trudno vybrat� vremenno� masxtab

tak, qtoby v momenty k = 1, 2, . . . , vse osobi odno� vozrastno�

gruppy polnost�� perehodili v sledu�wu�. V 	tom sluqae

krome ko	fficientov vy�ivaemosti βj mo�no vvesti ko	ffi-
cienty δj , 0 < δj < 1, oznaqa�wie dol� teh osobe� j-o� gruppy,
kotorye k oqerednomu momentu k ewe ne uspeli pere�ti v sledu-
�wi� vozrastno� klass. Togda matrica Lesli modificiruets�

k vidu L̃ = L + diag{δ1, . . . , δn}. Dl� sistemy s novo� matrice�

L̃ mo�no provesti issledovanie, analogiqnoe tomu, qto bylo

provedeno dl� sistemy so staro� matrice� L [105].

V modeli (5.1) ne uqityvalos� samolimitirovanie po qis-
lennosti v popul�cii, qto znaqitel�no suzilo kaqestvennoe

raznoobrazie traektori�. Dl� ustraneni� ukazannogo nedo-
statka vvod�t zavisimost� 	lementov matricy Lesli ot qis-
lennoste� vozrastnyh grupp. Analiz poluqenno� takim obra-
zom sistemy, estestvenno, znaqitel�no uslo�n�ets� (sm. [105]).

§ 6. Nepreryvna� model�

vozrastno� struktury popul�cii

V predyduwem paragrafe rassmatrivalas� diskretna� mo-
del� vozrastno� struktury, pri postroenii kotoro� popul�ci�

razbivalas� na koneqnoe qislo vozrastnyh grupp, priqem pere-
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hod osobe� iz odno� gruppy v drugu� proishodil v fiksiro-
vannye (diskretnye) momenty vremeni. Odnako v xirokom klas-
se sluqaev dl� opisani� dinamiki vozrastnogo sostava real�-
nyh biologiqeskih soobwestv sleduet harakterizovat� sosto-
�nie popul�cii u�e ne koneqnym naborom qislennoste� grupp,
a nepreryvno� plotnost�� raspredeleni� qislennosti po voz-
rastnomu priznaku [43]. Pri takom podhode fiksiruets� neko-
tory� vozrast τ ≥ 0 i issleduets� izmenenie vo vremeni qis-
lennosti popul�cii, ”proteka�we�” qerez 	tot vozrast. Togda

vse harakteristiki popul�cii budut funkci�mi dvuh nepre-
ryvnyh nezavisimyh peremennyh τ i t. Predpolo�im, qto 	ti

peremennye izmen��ts� ot nul� do beskoneqnosti.
Osnovno� harakteristiko� vozrastnogo sostava popul�cii

�vl�ets� vozrastna� plotnost� ee qislennosti — funkci�

x(τ, t) taka�, qto dl� l�byh dvuh znaqeni� τ1 i τ2, 0 ≤ τ1 ≤ τ2,
qislennost� osobe� v moment vremeni t s vozrastom ot τ1 do τ2

nahodits� po formule

τ2∫
τ1

x(τ, t)dτ.

Esli oboznaqit� qerez X(τ, t) qislo osobe� s vozrastom, ne pre-
voshod�wim τ , v moment vremeni t, to vozrastnu� plotnost�

mo�no opredelit� sledu�wim obrazom

x(τ, t) =
∂X(τ, t)

∂τ
.

Rassmotrim teper� osnovnye harakteristiki razmno�eni�

i gibeli popul�cii — plotnost� ro�daemosti i plotnost�
smertnosti. Plotnost�� ro�daemosti nazyvaets� taka� funk-
ci� A(τ, t), qto dl� l�byh dvuh vozrastov τ1 i τ2, 0 ≤ τ1 ≤ τ2,
i momentov vremeni t1 i t2, 0 ≤ t1 ≤ t2, qislo novoro�dennyh
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osobe�, poro�dennyh roditel�mi s vozrastom ot τ1 do τ2 za pro-
me�utok vremen [t1, t2], ravno

τ2∫
τ1

t2∫
t1

A(τ, t)dtdτ.

Esli za vrem� ot 0 do t ot roditele� s vozrastom, ne prevos-
hod�wim τ , rodilos� Ã(τ, t) osobe�, to plotnost� ro�daemosti

est�

A(τ, t) =
∂2

∂τ∂t
Ã(τ, t).

Analogiqnym obrazom opredel�ets� i plotnost� smertno-
sti:

B(τ, t) =
∂2

∂τ∂t
B̃(τ, t),

gde B̃(τ, t) — qislennost� osobe� vozrasta ot 0 do τ , vybyvxih

iz popul�cii za vrem� ot 0 do t. Drugimi slovami, qislo oso-
be�, pogibxih za vrem� t1 ≤ t ≤ t2 s vozrastom τ1 ≤ τ ≤ τ2,
est�

τ2∫
τ1

t2∫
t1

B(τ, t)dtdτ.

Budem sqitat�, qto plotnosti ro�daemosti i smertnosti

proporcional�ny plotnosti qislennosti popul�cii:

A(τ, t) = α(τ, t)x(τ, t), B(τ, t) = β(τ, t)x(τ, t).

Zdes� α(τ, t) i β(τ, t) — sootvetstvenno ko	fficienty ro�dae-
mosti i smertnosti.

Rassmotrim osnovnu� sistemu uravneni�, opisyva�wih

dinamiku vozrastnogo sostava popul�cii. 
ta sistema sostoit

iz uravneni� ro�daemosti i uravneni� vy�ivaemosti.
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Dl� vyvoda uravneni� vy�ivaemosti zametim, qto pri ma-
lyh Δτ i Δt spravedlivo pribli�ennoe ravenstvo

x(τ, t + Δt)Δτ ≈ x(τ − Δt, t)Δτ − B(τ, t)ΔtΔτ. (6.1)

Sootnoxenie (6.1) oznaqaet, qto qislennost� osobe� s voz-
rastom ot τ do τ + Δτ v moment vremeni t + Δt priblizitel�no

ravna qislennosti osobe� v vozraste ot τ −Δt do τ −Δt + Δτ v

moment vremeni t, za vyqetom osobe�, vybyvxih v 	tom inter-
vale vozrastov za vrem� Δt.

Analogiqnym obrazom, qtoby poluqit� uravnenie ro�dae-
mosti, nu�no uqest�, qto qislennost� osobe� s vozrastom ot 0
do Δτ v moment vremeni t obrazuets� summirovaniem vse� ro�-
daemosti kak po vremeni, ot t−Δτ do t, tak i po vsem vozrastam

roditele�. Znaqit, spravedlivo sootnoxenie

x(0, t)Δτ ≈ Δτ

+∞∫
0

A(τ, t)dτ. (6.2)

Sokrawa� pribli�ennye ravenstva (6.1) i (6.2) na Δτ i pe-
rehod� k predelu pri Δt → 0 i Δτ → 0 sootvetstvenno, poluqa-
em sistemu ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∂x(τ, t)
∂τ

+
∂x(τ, t)

∂t
= −β(τ, t)x(τ, t),

x(0, t) =

+∞∫
0

α(τ, t)x(τ, t)dτ

(6.3)

s naqal�nym usloviem

x(τ, 0) = ϕ(τ). (6.4)

Pervoe uravnenie sistemy (6.3) predstavl�et sobo� urav-
nenie vy�ivaemosti, a vtoroe — uravnenie ro�daemosti.
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Budem sqitat�, qto naqal�noe vozrastnoe raspredelenie

”soglasovano” s uravneniem ro�daemosti, t.e.

ϕ(0) =

+∞∫
0

α(τ, 0)ϕ(τ)dτ,

inaqe funkci� x(τ, t) byla by razryvno� pri t = 0.
Zametim, qto uravnenie ro�daemosti �vl�ets� graniqnym

usloviem dl� uravneni� vy�ivaemosti.
Netrudno pokazat� [43], qto proizvod� diskretizaci� si-

stemy (6.3) po vozrastu i po vremeni, mo�no poluqit� sistemu

raznostnyh uravneni� (5.1), rassmotrennu� v predyduwem pa-
ragrafe. Takim obrazom, model� Lesli �vl�ets� pribli�eni-
em bolee obwe� nepreryvno� modeli (6.3).

Dalee issleduem dinamiku vozrastnogo sostava popul�cii

v stacionarno� srede, t.e. budem sqitat�, qto ko	fficienty

ro�daemosti i smertnosti ne zavis�t ot vremeni:

α(τ, t) = α(τ), β(τ, t) = β(τ).

Rexenie uravneni� vy�ivaemosti v stacionarnom sluqae

imeet vid

x(τ, t) = Ω(t − τ) exp

⎛⎝−
τ∫

0

β(ξ)dξ

⎞⎠ , (6.5)

gde Ω(t) — nova� neizvestna� funkci�, dl� kotoro�, ispol�zu�

sistemu (6.3), poluqaem uravnenie

Ω(t) =

+∞∫
0

α(τ)Ω(t − τ) exp

⎛⎝−
τ∫

0

β(ξ)dξ

⎞⎠ dτ.

A iz naqal�nogo uslovi� (6.4) i formuly (6.5) nahodim

Ω(−τ) = ϕ(τ) exp

⎛⎝ τ∫
0

β(ξ)dξ

⎞⎠ .
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Zametim, qto x(0, t) = Ω(t), t.e. funkci� Ω(t) — plotnost� qis-
lennosti novoro�dennyh osobe� v moment vremeni t.

Vvedem teper� sledu�wie oboznaqeni�

K(τ) = α(τ) exp

⎛⎝−
τ∫

0

β(ξ)dξ

⎞⎠ , ϕ̃(τ) = ϕ(τ) exp

⎛⎝−
τ∫

0

β(ξ)dξ

⎞⎠ .

Poluqim

Ω(t) =

+∞∫
0

K(τ)Ω(t − τ)dτ, (6.6)

Ω(−τ) = ϕ̃(τ).

Uravnenie (6.6) mo�no zapisat� v vide

Ω(t) =

t∫
0

K(τ)Ω(t − τ)dτ + Ψ(t). (6.7)

Zdes�

Ψ(t) =

+∞∫
t

K(τ)Ω(t − τ)dτ =

+∞∫
t

K(τ)ϕ̃(τ − t)dτ.

Uravnenie (6.7) nazyvaets� uravneniem vosstanovleni�. Pri-
menim k nemu preobrazovanie Laplasa [75]. Izobra�eni� po

Laplasu funkci� Ω, K, Ψ oboznaqim qerez LΩ, LK, LΨ, gde

LΩ(z) =

+∞∫
0

e−ztΩ(t)dt,

z — kompleksna� peremenna�, a funkcii LK, LΨ opredel��ts�

analogiqnym obrazom.
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Primen�� k (6.7) teoremu o svertke [75], imeem

LΩ = LK · LΩ + LΨ,

otkuda

LΩ =
LΨ

1 − LK
.

Tak kak LΩ(z) — meromorfna� funkci�, to ee original po

teoreme razlo�eni� [75] predstavim v sledu�wem vide

Ω(t) =
∞∑

j=1

cje
λjt,

gde λj — pol�sy funkcii kompleksnogo peremennogo

LΩ(z) (netrudno pokazat�, qto 	to prostye pol�sy), a

cj = res
z=λj

LΩ(z) — vyqety funkcii LΩ(z) v sootvetstvu�wih

pol�sah.
Podstavl�� poluqennoe dl� Ω(t) vyra�enie v (6.5), nahodim

rexenie sistemy (6.3):

x(τ, t) = exp

⎛⎝−
τ∫

0

β(ξ)dξ

⎞⎠ ∞∑
j=1

cje
λj(t−τ). (6.8)

Rassmotrim dalee svo�stva poluqennogo rexeni�. Dl� 	to-
go izuqim raspolo�enie qisel λj na kompleksno� ploskosti.
Dannye qisla �vl��ts� korn�mi uravneni�

1 − LK(z) = 0

ili v bolee podrobno� zapisi

F (z) = 1 −
+∞∫
0

e−zτK(τ)dτ = 0. (6.9)
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Uravnenie (6.9) imeet beskoneqno mnogo korne� [75], pri-
qem ka�domu kompleksnomu korn� λj sootvetstvuet kompleksno

sopr��enny� emu koren� λ̄j . Znaqit, vyra�enie (6.8) �vl�ets�

vewestvennym.
Netrudno proverit�, qto funkci� F (z) monotonna na vse�

vewestvenno� osi, i tak kak ona izmen�ets� ot 1 do −∞, to

u uravneni� (6.9) suwestvuet tol�ko odin vewestvenny� ko-
ren� z = r. V rabote [43] pokazano, qto esli funkci� K(τ) dosta-
toqno gladka�, to vewestvennye qasti vseh ostal�nyh korne� λj

men�xe qisla r.
Issleduem v 	tom sluqae asimptotiqeskoe povedenie re-

xeni� (6.8). Soglasno sdelannomu predpolo�eni� v dannom re-
xenii pri dostatoqno bol�xih znaqeni�h t mo�no prenebreq�

vsemi qlenami summy, krome glavnogo qlena c er(t−τ). Zdes�

c — vyqet funkcii LΩ(z) v toqke z = r. V [43] dokazano, qto

c > 0. Dl� rexeni� (6.8) poluqaem pribli�ennoe ravenstvo

x(τ, t) ≈ c exp

⎛⎝rt − rτ −
τ∫

0

β(ξ)dξ

⎞⎠ .

Znak veliqiny r opredel�et rost ili gibel� popul�cii.
Sluqa� r = 0 sootvetstvuet asimptotiqeski ravnovesno� qis-
lennosti:

lim
t→+∞x(τ, t) = c exp

⎛⎝−
τ∫

0

β(ξ)dξ

⎞⎠ .

Pri r > 0 qislennost� popul�cii neograniqenno vozrastaet, a

pri r < 0 popul�ci� vymiraet.
Dl� opredeleni� znaka qisla r mo�no vospol�zovat�s� pro-

stym kriteriem: esli

+∞∫
0

K(τ)dτ > 1, to r > 0; esli

+∞∫
0

K(τ)dτ <

< 1, to r < 0; esli

+∞∫
0

K(τ)dτ = 1, to r = 0.
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Veliqina r po suti dela �vl�ets� ravnovesno� prispo-
soblennost�� popul�cii — pokazatelem 	ksponenty razmno�e-
ni� — gibeli, a funkci� K(τ) harakterizuet reproduktivnye

svo�stva popul�cii v celom, soqeta� v sebe kak harakteristiki

ro�daemosti, tak i harakteristiki vy�ivaemosti.
Izuqim teper� uslovi�, pri vypolnenii kotoryh v siste-

me (6.3) budut suwestvovat� kolebatel�nye re�imy izmeneni�

qislennosti i vozrastnogo sostava popul�cii.
Predstavim obwee rexenie (6.8) v vide

x(τ, t) = exp

⎛⎝−
τ∫

0

β(ξ)dξ

⎞⎠⎛⎝c er(t−τ) +
∞∑

j=2

cj eγj(t−τ) cos ωj(t − τ)

⎞⎠,

gde γj i ωj — vewestvennye i mnimye qasti kompleksnyh kor-
ne� uravneni� (6.9). Znaqeni� c, c2, c3, . . . opredel��ts� naqal�-
nym raspredeleniem po vozrastam ϕ(τ). De�stvitel�no, iz (6.4)
imeem

x(τ, 0) = exp

⎛⎝−
τ∫

0

β(ξ)dξ

⎞⎠⎛⎝c e−rτ +
∞∑

j=2

cj e−γjτ cos ωjτ

⎞⎠ = ϕ(τ).

Drugimi slovami, ko	fficienty c, c2, c3, . . . est� ko	fficienty

razlo�eni� funkcii ϕ̃(τ) v r�d po 	ksponentam s pokazatel�mi

r, λ2, λ3, . . .

Dl� obwe� qislennosti vse� popul�cii N(t) spravedlivo

ravenstvo

N(t) =

+∞∫
0

x(τ, t) dτ = c̃ ert +
∞∑

j=2

c̃j eλjt,

gde

c̃ = c

+∞∫
0

exp

⎛⎝−rτ −
τ∫

0

β(ξ)dξ

⎞⎠ dτ,
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c̃j = cj

+∞∫
0

exp

⎛⎝−λjτ −
τ∫

0

β(ξ)dξ

⎞⎠ dτ, j = 2, 3, . . .

Nabor qisel ωj — mnimyh qaste� korne� uravneni� (6.9)
predstavl�et sobo� spektr vozmo�nyh qastot kolebani� voz-
rastnogo sostava i qislennosti popul�cii. Periody 	tih ko-
lebani� opredel��ts� po formule

Tj =
2π

ωj
.

Ishod� iz biologiqeskogo smysla (sm. [43]), naibolee interes-
nymi �vl��ts� kolebani� s malymi qastotami i sootvetstven-
no s bol�ximi periodami. Dl� ocenki veliqiny maksimal�no

vozmo�nogo perioda predpolo�im, qto funkci� K(τ) sosredo-
toqena na prome�utke [τ1, τ2], gde τ1 > 0 — vozrast polovo� zre-
losti, a τ2 — vozrast, pri kotorom osobi peresta�t razmno-
�at�s�. Togda iz uravneni� (6.9) imeem

τ2∫
τ1

K(τ)e−γjτ sin ωjτdτ = 0.

Poskol�ku K(τ) ≥ 0, to sinωjτ dol�en hot� by odin raz izme-
nit� znak na rassmatrivaemom prome�utke. Iz 	togo trebova-
ni� poluqaem ocenku maksimal�nogo perioda kolebani�:

Tmax ≤ 2τ2.

Otdel�no rassmotrim sluqa� odnokratnogo razmno�eni�.
Pust� funkci� K(τ) imeet vid K(τ) = μ δ(τ − τ0), gde μ — po-
sto�nnoe qislo, τ0 > 0 — vozrast razmno�eni�, δ(τ) — del�ta-
funkci� Diraka:

δ =
{

0 pri τ �= 0,
+∞ pri τ = 0,

priqem

+∞∫
−∞

δ(τ)dτ = 1.
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Budem sqitat�, qto μ = 1. Netrudno videt�, qto togda r = 0.
Iz uravneni� (6.9) poluqaem

e−zτ0 − 1 = 0.

Znaqit, spektr qastot opredel�ets� po formule

ωj =
2πj

τ0
, j = 1, 2, . . .

Togda maksimal�ny� period kolebani� raven τ0, a samo rexe-
nie sistemy (6.3) predstavl�et sobo� nezatuha�wie kolebani�:

x(τ, t) = exp

⎛⎝−
τ∫

0

β(ξ)dξ

⎞⎠ ∞∑
j=0

cj cos
2πj

τ0
(t − τ),

gde c0, c1, . . . — ko	fficienty razlo�eni� funkcii ϕ̃(τ) v r�d

Fur�e po kosinusam.
Takim obrazom, vo mnogih sluqa�h real�nye kolebani�

qislennosti popul�cii mogut byt� ob��sneny neravnovesno-
st�� ee vozrastnogo sostava.

Kak u�e otmeqalos�, qislo r — edinstvenny� vewestven-
ny� koren� uravneni� (6.9) — �vl�ets� va�no� harakteristi-
ko� dinamiki qislennosti popul�cii. Esli predpolo�it�, qto

ko	fficienty ro�daemosti i smertnosti posto�nny, to funk-
ci� K(τ) primet vid K(τ) = αe−βτ , a samo qislo r opredelits�

kak r = α − β.
Bolee slo�nym �vl�ets� sluqa�, kogda ro�daemost� sosre-

dotoqena na koneqnom vozrastnom intervale — reproduktivnom

prome�utke. Issleduem, kakim obrazom razmer reproduktivno-
go prome�utka vli�et na veliqinu r.

Budem sqitat� ko	fficient smertnosti posto�nnym. Ko-
	fficient ro�daemosti α sqitaem tak�e posto�nnym vnutri
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reproduktivnogo prme�utka [τ1, τ2] i nulem vne 	togo prome�ut-
ka:

α(τ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 pri 0 ≤ τ < τ1,

α pri τ1 ≤ τ ≤ τ2,

0 pri τ > τ2.

Togda uravnenie (6.9) primet vid

α

τ2∫
τ1

e−(β+z)τdτ = 1.

Znaqit, veliqina r �vl�ets� funkcie� peremennyh τ1 i τ2: r =
= r(τ1, τ2). Pri 	tom imeem

∂r

∂τ1
= − e−(β+r)τ1

τ2∫
τ1

τe−(β+r)τdτ

,
∂r

∂τ2
=

e−(β+r)τ2

τ2∫
τ1

τe−(β+r)τdτ

.

Sledovatel�no, pri uveliqenii τ2 funkci� r(τ1, τ2) vozrastaet,
a pri uveliqenii τ1 — ubyvaet.

Zametim, qto esli β + r > 0, to izmenenie vozrasta polo-
vo� zrelosti τ1 okazyvaet bol�xee vli�nie na veliqinu r, qem

sootvetstvu�wee izmenenie znaqeni� τ2. De�stvitel�no, imeem∣∣∣∣ ∂r

∂τ1

/ ∂r

∂τ2

∣∣∣∣ = e(β+r)(τ2−τ1) > 1.

Takim obrazom, otnoxenie qastnyh proizvodnyh 	ksponen-
cial�no rastet pri uveliqenii dliny reproduktivnogo prome-
�utka.

Issledovannye modeli stroilis� s uqetom otsutstvi� v po-
pul�cii kakih-libo vnutrennih vzaimode�stvi�, vli��wih na

ro�daemost� ili smertnost�. Odnako inogda sleduet predpo-
lagat� naliqie podobnyh sv�ze�, naprimer, vnutripopul�cion-
no� konkurencii za piwu, territori� i t.p., qto estestvennym

obrazom privodit k povyxeni� smertnosti.
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Rassmotrim sluqa�, kogda ko	fficient smertnosti β(τ, t)
�vl�ets� line�nym funkcionalom ot plotnosti qislennosti

popul�cii:

β(τ, t) = β(τ) +

+∞∫
0

γ(τ, ξ)x(ξ, t)dξ.

Zdes� neotricatel�na� funkci� γ(τ, ξ) harakterizuet in-
tensivnost� vzaimode�stvi� me�du osob�mi vozrasta τ i ξ. To-
gda sistema uravneni� (6.3), s uqetom limitiru�wih faktorov,
primet vid⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂x(τ, t)
∂τ

+
∂x(τ, t)

∂t
=

⎛⎝−β(τ, t) −
+∞∫
0

γ(τ, ξ)x(ξ, t)dξ

⎞⎠x(τ, t),

x(0, t) =

+∞∫
0

α(τ, t)x(τ, t)dτ.

V rabote [43] proveden kaqestvenny� analiz povedeni� re-
xeni� danno� sistemy, a tak�e issledovany modeli, uqityva-
�wie nestacionarnost� okru�a�we� sredy i migraci� oso-
be�.

§ 7. Dinamika polovo� struktury popul�cii

Polova� struktura predstavl�et sobo� proste�xu� vnut-
ripopul�cionnu� strukturu. Osobi raznogo pola mogut obla-
dat� razliqnymi harakteristikami razmno�eni� i gibeli i

po-raznomu uqastvovat� v popolnenii popul�cii. Po	tomu pri

postroenii matematiqeskih modele�, opisyva�wih izmenenie

qislennosti biologiqeskih soobwestv, v xirokom klasse slu-
qaev neobhodimo uqityvat� ih polovu� strukturu.

Rassmotrim odnu iz takih modele� (sm. [43]). Pust� popul�-
ci� sostoit iz dvuh grupp, v pervu� iz kotoryh vhod�t osobi
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mu�skogo pola, a vo vtoru� — �enskogo. Qerez X(t) obozna-
qim qislennost� mu�skih osobe�, a qerez Y (t) — qislennost�

�enskih osobe� v moment vremeni t. Togda obwa� qislennost�

popul�cii N(t) vyrazits� summo� N(t) = X(t) + Y (t).

Budem sqitat�, qto process razmno�eni� ne limitiruets�

nedostatkom samcov, t.e. otnoxenie qislennoste� X(t)/Y (t) su-
westvenno bol�xe edinicy. Togda prirosty qislennoste� obe-
ih grupp budut zaviset� tol�ko ot koliqestva �enskih osobe�.
Predpolo�im, qto 	ti prirosty proporcional�ny qislenno-
sti samok, a ubyl� qislennoste� za sqet smertnosti proporcio-
nal�na qislennost�m sootvetstvu�wih grupp.

Takim obrazom, poluqaem sistemu

{
Ẋ =α1Y − β1X,

Ẏ =(α2 − β2)Y,
(7.1)

gde polo�itel�nye parametry α1, α2, β1, β2 predstavl��t sobo�

ko	fficienty ro�daemosti (α1, α2) i smertnosti (β1, β2) sam-
cov i samok sootvetstvenno.

Esli samcov i samok ro�daets� porovnu, to α1 = α2. Odna-
ko v r�de sluqaev imeet mesto neravenstvo v koliqestve ro�-
dennyh samcov i samok, priqem qawe vsego α1 > α2.

Zametim, qto parametry α1, α2, β1, β2 v sisteme (7.1), voobwe

govor�, zavis�t ot uslovi� obitani� popul�cii. V qastnosti,
oni mogut �vl�t�s� funkci�mi vremeni: αj = αj(t), βj = βj(t),
j = 1, 2.

Sistema (7.1) predstavl�et sobo� obobwenie modeli Mal�-
tusa (sm. paragraf 1 glavy 1). De�stvitel�no, esli ne uqi-
tyvat� razdelenie po polu i rassmatrivat� tol�ko dinamiku

qislennosti �enskih osobe�, to vtoroe uravnenie sistemy (7.1)
s toqnost�� do oboznaqeni� sovpadaet s model�� Mal�tusa.
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Uqet vli�ni� limitiru�wih faktorov na dinamiku polo-
vogo sostava popul�cii privodit k sisteme [43]{

Ẋ =α1Y − β1X − γ1NX,

Ẏ =(α2 − β2)Y − γ2NY,
(7.2)

gde polo�itel�nye ko	fficienty γ1 i γ2 opisyva�t intensiv-
nost� vnutripopul�cionno� konkurencii, vyzvanno� nedostat-
kom to� ili ino� komponenty sredy, limitiru�we� rost qis-
lennosti. Oni tak�e mogut zaviset� ot uslovi� obitani� po-
pul�cii.

Funkcii prisposoblennosti ε1 i ε2 grupp osobe� mu�skogo

i �enskogo pola sootvetstvenno ime�t vid⎧⎨⎩ ε1 =α1
Y

X
− β1 − γ1N,

ε2 =α2 − β2 − γ2N.

Dalee v nasto�wem paragrafe budem sqitat�, qto ko	ffi-
cienty v sistemah (7.1) i (7.2) �vl��ts� polo�itel�nymi po-
sto�nnymi (rassmatrivaem sluqa� stacionarno� sredy), pri-
qem α2 > β2. Togda, posledovatel�no rexa� uravneni� (7.1),
poluqaem⎧⎪⎨⎪⎩X(t) =e−β1t

(
X0 +

α1Y0

α2 − β2 + β1

(
e(α2−β2+β1)t − 1

))
,

Y (t) =Y0e
(α2−β2)t.

Zdes� (X(t), Y (t))∗ — rexenie, prohod�wee pri t = 0 qerez toqku

(X0, Y0)∗.
Dl� obwe� qislennosti popul�cii N(t) imeem

N(t) = X0e
−β1t+Y0e

(α2−β2)t

(
1 +

α1

α2 − β2 + β1

(
1 − e(β2−α2−β1)t

))
.
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Takim obrazom, pri bol�xih znaqeni�h t funkci� N(t) rastet

	ksponencial�no s pokazatelem stepeni, ravnym α2 − β2, i pri

dostatoqno bol�xih t pribli�enno mo�no sqitat�, qto

N(t) ≈ Y0

(
1 +

α1

α2 − β2 + β1

)
e(α2−β2)t.

A sootnoxenie qislennoste� polov s teqeniem vremeni stre-
mits� k posto�nnomu znaqeni�:

lim
t→+∞

X(t)
Y (t)

=
α1

α2 − β2 + β1
. (7.3)

Sledovatel�no, veduwu� rol� v dinamike qislennosti po-
pul�cii igra�t parametry ro�daemosti i smertnosti �ensko�

gruppy osobe�. Pri bol�xih t qislennost� popul�cii izmen�-
ets� tak, kak esli by popul�ci� byla bespolo�: N(t) ≈ N0e

εt,
gde veliqiny ε i N0 opredel��ts� po formulam

ε = α2 − β2, N0 = Y0

(
1 +

α1

α2 − β2 + β1

)
.

Znaqenie predela (7.3) zadaet ravnovesnoe sootnoxenie

qislennosti polov.
Rassmotrim teper� model� dinamiki polovo� struktury

popul�cii s uqetom limitirovani�, opisyvaemu� sistemo�

(7.2). 
ta model� neskol�ko slo�nee, qem logistiqeskoe uravne-
nie, postroennoe bez uqeta razdeleni� po polu (sm. paragraf 1
glavy 1). Odnako kaqestvennye svo�stva rexeni� osta�ts� te-
mi �e, qto i dl� logistiqesko� krivo� [43].

Ravnovesnoe znaqenie qislennosti nahodits� iz sistemy

uravneni� {
α1Y − β1X − γ1NX = 0,

(α2 − β2)Y − γ2NY = 0.
(7.4)

Poluqaem N̄ = (α2 − β2)/γ2.
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Predel�noe sootnoxenie qislennoste� polov nahodim iz

pervogo uravneni� sistemy (7.4). Imeem

lim
t→+∞

X(t)
Y (t)

=
α1

γ1

γ2
(α2 − β2) + β1

.

Takim obrazom, parametry α1, β1, γ1, otveqa�wie za dina-
miku qislennosti mu�sko� gruppy popul�cii, vli��t tol�-
ko na veliqinu predel�nogo sootnoxeni� polov, v to vrem�

kak ravnovesna� qislennost� popul�cii opredel�ets� tol�-
ko harakteristikami razmno�eni�, gibeli i limitirovani�

α2, β2, γ2 �ensko� gruppy popul�cii. Priqem sam uqet razde-
leni� po polu ne vli�et na osnovnye kaqestvennye svo�stva

dinamiki qislennosti vse� popul�cii.

§ 8. Faktor zapazdyvani� v biologiqeskih model�h

V rassmotrennyh v pervo� glave nepreryvnyh model�h di-
namiki popul�ci� predpolagalos�, qto buduwa� 	vol�ci� bio-
logiqesko� sistemy polnost�� opredel�ets� znaniem ee nasto-
�wego sosto�ni�, t.e. delalos� predpolo�enie o mgnovenno�

reakcii popul�cii na izmenenie ee qislennosti

(
Ṅ(t) zavisit

tol�ko ot N(t)
)
. Odnako, kak u�e otmeqalos� pri izuqenii dis-

kretnyh modele�, v xirokom klasse sluqaev neobhodimo uqi-
tyvat� zapazdyva�wee de�stvie faktorov regul�cii qislen-
nosti.

Sleduet zametit�, qto esli da�e rassmatrivaemy� vid

mgnovenno reagiruet na vse neposredstvenno vozde�stvu�wie

na nego uslovi�, ego qislennost� tem ne menee mo�et kolebat�-
s� pri naliqii zapazdyvani� v de�stvii ograniqiva�wih 	tu

qislennost� faktorov. Tako� 	ffekt obyqno nabl�daets� v

sluqa�h, kogda samim ograniqiva�wim faktorom tak�e �vl�-
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ets� kako�-to vid �ivotnogo ili rasteni�, dl� kotorogo harak-
terno zapazdyvanie reakcii, obuslovlennoe dlitel�nym vreme-
nem individual�nogo razviti�, diskretnost�� sezonov razmno-
�eni� ili kakimi-libo drugimi priqinami.

V qastnosti, pri rassmotrenii modeli ”hiwnik — �ert-
va”, opisyvaemo� uravneni�mi Lotki — Vol�terra (sm. for-
mulu (2.3) glavy 1), predpolagalos�, qto vstreqi me�du osob�-
mi raznyh vidov privod�t k nemedlennomu izmeneni� qislen-
nosti individuumov. Odnako 	to predpolo�enie spravedlivo

dl� �ertv i ne �vl�ets� vernym dl� hiwnikov. Oqevidno, qto

dl� hiwnikov blagopri�tnoe de�stvie vstreqi mo�et pro�v-
l�t�s� tol�ko s nekotorym zapazdyvaniem. Po	tomu sosto�nie

sistemy v danny� moment dol�no zaviset� ot vstreq, imevxih

mesto v teqenie opredelennogo perioda, predxestvu�wego 	to-
mu momentu. Takim obrazom prihodim k opredeleni� biologi-
qeskih �vleni� pri naliqii poslede�stvi�, kogda nepreryvna�

ili diskretna� posledovatel�nost� proxlyh sosto�ni� vli�et

na buduwu� 	vol�ci�.

Odin iz sposobov uqeta zapazdyvani� sostoit v ispol�-
zovanii rassmotrennyh v paragrafah 1–3 raznostnyh uravne-
ni� (postroenie diskretnyh modele�). S drugo� storony, 	f-
fekt zapazdyvani� mo�no uqityvat� i v nepreryvnyh model�h

biologiqeskih processov. Odnako v 	tom sluqae vmesto is-
sledovannyh v glave 1 differencial�nyh uravneni� dl� opi-
sani� �vleni� poslede�stvi� obyqno primen��t integral�-
nye, integro-differencial�nye uravneni� i differencial�-
nye uravneni� s zapazdyva�wim argumentom (s poslede�stvi-
em) [32, 63, 101, 105, 108].

Perva� nepreryvna� model�, uqityva�wa� poslede�stvie,
byla predlo�ena V. Vol�terra [32]. On rassmotrel sistemu
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integro-differencial�nyh uravneni�⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Ṅ1(t) =

(
ε1 − γ1N2(t) −

∫ t

−∞
F1(t − τ)N2(τ)dτ

)
N1(t),

Ṅ2(t) =
(
−ε2 + γ2N1(t) +

∫ t

−∞
F2(t − τ)N1(τ)dτ

)
N2(t).

(8.1)

Zdes� ε1, ε2, γ1, γ2 — nekotorye posto�nnye, F1(t) i F2(t) — neot-
ricatel�nye i nepreryvnye pri t ∈ [0, +∞) funkcii takie, qto

integraly

∫ +∞
0

F1(τ)dτ ,
∫ +∞
0

F2(τ)dτ shod�ts�.
Uravneni� (8.1) mo�no tak�e zapisat� v sledu�wem vide⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Ṅ1(t) =

(
ε1 − γ1N2(t) −

∫ +∞

0

F1(τ)N2(t − τ)dτ

)
N1(t),

Ṅ2(t) =
(
−ε2 + γ2N1(t) +

∫ +∞

0

F2(τ)N1(t − τ)dτ

)
N2(t).

(8.2)

Sistemy (8.1) i (8.2) predstavl��t sobo� obobwenie klassiqe-
sko� modeli ”hiwnik — �ertva”. V nih predpolagaets�, qto

ko	fficienty prirosta ka�dogo vida v moment vremeni t zavi-
s�t ot vse� predystorii drugogo vida. Pri 	tom funkcii F1(t)
i F2(t) harakterizu�t raspredelenie vidov po vozrastam.

Esli dopustit�, qto na dinamiku popul�cii okazyvaet vli-
�nie tol�ko ne slixkom otdalennoe proxloe, i esli T obozna-
qaet prodol�itel�nost� poslede�stvi�, to polagaem F1(t) =
= F2(t) = 0 pri t ≥ T . Togda integraly

∫ +∞

0

F1(τ)N2(t − τ)dτ,

∫ +∞

0

F2(τ)N1(t − τ)dτ

v sisteme (8.2) mo�no zamenit� integralami

∫ T

0

F1(τ)N2(t − τ)dτ,

∫ T

0

F2(τ)N1(t − τ)dτ.
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Dl� togo qtoby na�ti rexenie (N1(t), N2(t))∗ sistemy (8.2)
pri t ≥ t0, trebuets� znat� predystori� processa, t.e. zadat�

funkcii N1(t), N2(t) na prome�utke (−∞, t0]. V kaqestve takih

funkci� v rabote [32] rassmatrivalis� nepreryvnye, ograni-
qennye i polo�itel�nye funkcii. V sluqae ograniqennogo po-
slede�stvi� dostatoqno zadat� 	ti funkcii pri t ∈ [t0 − T, t0].

Pust� ko	fficienty ε1, ε2, γ1, γ2 v uravneni�h (8.2) polo�i-
tel�ny. Togda 	ti uravneni� v dopustimo� oblasti izmene-
ni� peremennyh N1, N2 ime�t dva polo�eni� ravnovesi�: M0 =
= (0, 0)∗ i M1 = (ε2/(γ2 + Γ2), ε1/(γ1 + Γ1))

∗, gde Γi =
∫ +∞
0

Fi(τ)dτ ,
i = 1, 2.

V rabote [32] izuqalis� svo�stva rexeni� sistemy (8.2).
S pomow�� metoda posledovatel�nyh pribli�eni� byla doka-
zana teorema o suwestvovanii i edinstvennosti rexeni�, po-
kazano, qto 	ti rexeni� prodol�imy na prome�utok [t0, +∞), a

tak�e to, qto dl� polo�itel�nyh naqal�nyh funkci� (N1(t) >

> 0, N2(t) > 0 pri t ∈ (−∞, t0]) komponenty vektora rexeni�

(N1(t), N2(t))∗ osta�ts� polo�itel�nymi pri vseh t ≥ t0.
Vol�terra issledoval vozmo�nost� rasprostraneni� re-

zul�tatov, poluqennyh im dl� modeli ”hiwnik — �ertva” bez

uqeta zapazdyvani�, na uravneni� vida (8.2). On dokazal [32],
qto pri vypolnenii nekotoryh dopolnitel�nyh predpolo�eni�

dl� sistemy (8.2) tak�e spravedlivy sootvetstvu�wie zakony:
zakon fluktuaci�, zakon sohraneni� srednih, zakon izmeneni�

srednih.
Krome togo, Vol�terra predlo�il ispol�zovat� opisanny�

vyxe sposob uqeta poslede�stvi� i pri postroenii bolee ob-
wih biologiqeskih modele�. V qastnosti, dl� sluqa� n sosu-
westvu�wih vidov im byla rassmotrena sistema

Ṅj(t) =

(
εj +

n∑
s=1

(
pjsNs(t) +

∫ t

−∞
Fjs(t − τ)Ns(τ)dτ

))
Nj(t), (8.3)

152



j = 1, . . . , n,

gde εj , pjs — posto�nnye ko	fficienty, Fjs(t) — nepreryv-
nye, neotricatel�nye i ograniqennye pri t ∈ [0, +∞) funkcii.
Uravneni� (8.3) otliqa�ts� ot issledovannyh v glave 1 urav-
neni� (5.1) tol�ko vvedeniem integralov, uqityva�wih zapaz-
dyva�wee de�stvie faktorov regul�cii qislennosti.

Zametim, qto sistemy (8.1), (8.2) i (8.3) predstavl��t sobo�

sistemy s raspredelennym zapazdyvaniem [123]. V to �e vrem�,
dl� modelirovani� dinamiki popul�ci� dovol�no qasto pri-
men��t sistemy s sosredotoqennym zapazdyvaniem [63, 66, 67,
101, 105, 108]. Odna iz pervyh takih modele� byla predlo�ena

D�. 
. Hatqinsonom [139]. On rassmotrel uravnenie

Ṅ(t) = a

(
1 − N(t − h)

L

)
N(t), (8.4)

gde parametry a, L, h > 0. V uravnenii (8.4) predpolagaets�, qto

vse 	ffekty poslede�stvi� usrednenno mo�no harakterizovat�

posto�nnym zapazdyvaniem h.
Dl� obosnovani� danno� modeli ispol�zu�t sledu�wie

soobra�eni� (sm. [101]): po mere uveliqeni� plotnosti vida

dostupnye emu resursy sokrawa�ts�; 	ta situaci� opisyvaet-
s� logistiqeskim uravneniem. Odnako v real�nyh 	kosistemah

resursy sposobny k samovozobnovleni�. Po	tomu de�stvitel�-
ny� uroven� resursov, dostupnyh v moment vremeni t, budet

zaviset� ot plotnosti rassmatrivaemogo vida v nekotory� mo-
ment vremeni t−h v proxlom, gde h — ”vrem� razviti�” resursa.

Krome togo, zapazdyvanie v uravnenii (8.4) mo�et ot-
ra�at� tot fakt, qto v real�nyh popul�ci�h intensivnost�

processov razmno�eni� i gibeli razliqna v razliqnyh voz-
rastnyh gruppah [105]. Naprimer, u nasekomyh otkladyva�t

��ca vzroslye osobi, a konkurenci� naibolee vyra�ena na li-
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qinoqno� stadii. Takie processy, kak otravlenie sredy pro-
duktami metabolizma, kannibalizm i t.d. v naibolee sil�no�

stepeni vozde�stvu�t na rannie vozrastnye stadii, a ih in-
tensivnost� zavisit ot qislennosti vzroslyh osobe�, t.e. ot-
ricatel�noe vli�nie na ko	fficient estestvennogo prirosta

okazyva�t osobi predyduwego pokoleni�. Znaqit, zapazdyva-
nie v modeli Hatqinsona mo�et uqityvat� konkurenci� me�du

molodymi i vzroslymi osob�mi. Togda h predstavl�et sobo�

srednee vrem� �izni pokoleni�.
V kaqestve naqal�nogo uslovi� dl� uravneni� (8.4) sleduet

zadat� funkci� N(t) na prome�utke [t0 − h, t0]. Obyqno pred-
polagaets� [105], qto 	ta funkci� nepreryvna i polo�itel�na

pri t ∈ [t0 − h, t0]. Iz vida rassmatrivaemogo uravneni� �sno,
qto esli N(t0) > 0, to rexenie N(t) ostaets� polo�itel�nym

pri t ≥ t0.
Polo�eni�mi ravnovesi� dl� (8.4) �vl��ts� toqki M0 = 0

i M1 = L. Issleduem toqku M1 na usto�qivost�. Dl� 	togo

zapixem uravnenie v otkloneni�h

ẋ(t) = −ax(t − h) − a

L
x(t)x(t − h).

Zdes� x(t) = N(t) − L. Harakteristiqeski� kvazipolinom dl�

uravneni� line�nogo pribli�eni�

ẋ(t) = −ax(t − h)

imeet vid f(λ) = λeλh + a.
Izvestno [123], qto esli vewestvennye qasti vseh korne�

uravneni�

f(λ) = 0 (8.5)

otricatel�ny, to polo�enie ranovesi� M1 �vl�ets� asimpto-
tiqeski usto�qivym. Uravnenie (8.5) mo�no zapisat� v sledu-
�we� forme

μeμ + ah = 0. (8.6)
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Zdes� μ = λh. V rabote [157] dokazano, qto vse korni uravneni�

(8.6) le�at v levo� poluploskosti togda i tol�ko togda, kogda

spravedlivo neravenstvo

0 < ah <
π

2
. (8.7)

Iz uslovi� (8.7) sleduet, qto asimptotiqeska� usto�qivost�

budet imet� mesto dl� popul�ci� s malym ko	fficientom este-
stvennogo prirosta i korotkim �iznennym ciklom.

Odnako asimptotiqeska� usto�qivost� polo�eni� ravnove-
si� �vl�ets� lokal�nym svo�stvom. Global�nye svo�stva re-
xeni� uravneni� (8.4) issledovany v rabote [141]. Byli doka-
zany sledu�wie utver�deni�:

1. Esli N(t) > 0 pri t ∈ [−h, 0], to rexenie uravneni�

(8.4) s takimi naqal�nymi uslovi�mi pri vseh t ≥ 0 ograniqeno

sverhu i snizu polo�itel�nymi posto�nnymi.
2. Pri dostatoqno bol�xih t krivye N(t) i Ṅ(t) libo mo-

notonny i pri 	tom N(t) → L, Ṅ(t) → 0, libo N(t) koleblets�

okolo znaqeni� N = L.
3. Esli ah ≤ 37/24, to polo�enie ravnovesi� N = L asimp-

totiqeski usto�qivo v celom.
4. Esli 37/24 < ah < π/2, to polo�enie ravnovesi� N = L

asimptotiqeski usto�qivo, no ne v celom.
5. Esli ah > 1/e, to pri t → +∞ ni odno rexenie ne stre-

mits� k polo�eni� ravnovesi� N = L monotonno.
6. Esli ah > π/2, to suwestvuet periodiqeskoe rexenie, ne

ravnoe posto�nno�.
7. Esli ah < 1/e, to ne suwestvuet kolebl�wihs� rexeni�,

u kotoryh pri dostatoqno bol�xih t intervaly me�du nul�mi

funkcii N(t) − L byli by bol�xe ili ravny h.

ti utver�deni� opredel��t kaqestvennoe povedenie re-

xeni� uravneni� (8.4) pri bol�xih znaqeni�h t v zavisimosti

ot odnogo parametra ah.
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Pri ah ≤ 37/24 povedenie rexeni� uravneni� (8.4) malo ot-
liqaets� ot povedeni� rexeni� uravneni� bez zapazdyvani�.
Hot� v 	tom sluqae i mogut voznikat� kolebani� qislenno-
sti, no ukazannye kolebani� zatuha�t pri vozrastanii vre-
meni. Pri 37/24 < ah < π/2 polo�enie ravnovesi� ostaets�

asimptotiqeski usto�qivym. Odnako esli naqal�nye otklone-
ni� dostatoqno veliki, to popul�ci� u�e ne vozvrawaets� v

ravnovesnoe sosto�nie. I nakonec, pri ah > π/2 v popul�cii

ne suwestvuet asimptotiqeski usto�qivogo ravnovesi�, ee qis-
lennost� mo�et izmen�t�s� neregul�rnym obrazom, ostava�s�

pri 	tom ograniqenno� i kolebl�s� okolo znaqeni� N = L.

Poskol�ku funkci� N(t) pri vseh t ≥ 0 otdelena ot nul�

polo�itel�no� posto�nno�, to popul�ci� suwestvuet, ne vymi-
ra�, neograniqenno dolgo. Takim obrazom, imeet mesto ”	kolo-
giqeska� stabil�nost�” popul�cii.

V to �e vrem�, faktory, privod�wie k vozniknoveni� za-
pazdyvani�, umen�xa�t ”zapas usto�qivosti” polo�eni� rav-
novesi�, ograniqiva� oblast� usto�qivosti v prostranstve pa-
rametrov sistemy.

Kak u�e otmeqalos� vyxe, v modeli Hatqinsona predpola-
gaets�, qto 	ffekty poslede�stvi� usrednenno harakterizu�t-
s� odnim zapazdyvaniem h. V sluqae, kogda v uravnenii (8.4)
zapazdyvanie otra�aet konkurenci� me�du pokoleni�mi, ve-
liqina h ravna srednemu vremeni �izni pokoleni�. Odnako

dl� opisani� xirokogo klassa biologiqeskih processov neob-
hodimo uqityvat� vli�nie osobe� razliqnyh vozrastov na di-
namiku izmeneni� qislennosti. V [67] dl� uqeta takogo vli�ni�

bylo predlo�eno ispol�zovat� uravnenie

Ṅ(t) = a

⎛⎝1 − 1
L

m∑
j=1

βjN(t − hj)

⎞⎠N(t), (8.8)
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gde a, L, hj , βj > 0,
∑m

j=1 βj = 1. Nekotorye uslovi� usto�qivo-
sti polo�eni� ravnovesi� N = L uravneni� (8.8) privedeny v

rabote [63].
Obobweniem modeli (8.8) �vl�ets� uravnenie s rasprede-

lennym zapazdyvaniem

Ṅ(t) = a

(
1 − 1

L

∫ 0

−h

N(t + τ)dσ(τ)
)

N(t).

Zdes� funkci� σ(τ) neotricatel�na i imeet ograniqennu� va-
riaci� na prome�utke [−h, 0], priqem

∫ 0

−h
dσ(τ) = 1. Takim ob-

razom poluqaem, qto, kak i v model�h Vol�terra, 	ffekt posle-
de�stvi� opisyvaets� integro-differencial�nym uravneniem.

Analogiqnye podhody ispol�zu�ts� i pri postroenii ma-
tematiqeskih modele� vzaimode�stvi� neskol�kih popul�ci�

[63, 66, 67, 101, 105, 108]. Naprimer, v sluqae odnogo zapazdy-
vani� vol�terrovska� model� (sm. formulu (5.1) glavy 1) pri-
nimaet vid (sm. [32])

Ṅj(t) =

(
εj −

n∑
s=1

γjsNs(t − h)

)
Nj(t), j = 1, . . . , n, (8.9)

gde εj , γjs — posto�nnye ko	fficienty, h > 0 — veliqina za-
pazdyvani�. Predpolo�im, qto sistema (8.9) imeet polo�enie

ravnovesi� Ñ = (Ñ1, . . . , Ñn)∗, priqem vse komponenty vektora

Ñ polo�itel�ny.
Pust� xj = (Nj − Ñj)/

√
Ñj , j = 1, . . . , n. Togda

ẋj(t) = −
(

xj(t) +
√

Ñj

) n∑
s=1

√
Ñs γjsxs(t − h),

j = 1, . . . , n.

(8.10)

Rassmotrim sistemu line�nogo pribli�eni� dl� (8.10):

ẋj(t) =
n∑

s=1

ajsxs(t − h), j = 1, . . . , n. (8.11)
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Zdes� ajs = −
√

ÑjÑs γjs. Poluqaem [123], qto dl� asimptotiqe-

sko� usto�qivosti polo�eni� ravnovesi� Ñ sistemy (8.9) do-
statoqno, qtoby vse korni uravneni�

det
(
A − λeλhE

)
= 0, (8.12)

gde A = (ajs)n
j,s=1, imeli otricatel�nye vewestvennye qasti.

Zametim, qto esli G = (γjs)n
j,s=1 — kososimmetriqeska�

matrica, to matrica A tak�e budet kososimmetriqesko�. Vse

sobstvennye qisla takih matric ili nulevye ili qisto mni-
mye [34]. Znaqit, dl� ka�dogo korn� λ̃ uravneni� (8.12) imeem

λ̃eλ̃h = iω, gde ω — vewestvenna� posto�nna�. Ots�da sleduet

[63, c. 82], qto v 	tom sluqae sistema line�nogo pribli�eni�

(8.11) ne mo�et byt� asimptotiqeski usto�qivo�.
V qastnosti, model� ”hiwnik — �ertva” s uqetom zapazdy-

vani� {
Ṅ1(t) = (c1 + a12N2(t − h)) N1(t),

Ṅ2(t) = (c2 + a21N1(t − h)) N2(t),
(8.13)

gde c1 > 0, a12 < 0, c2 < 0, a21 > 0, h > 0, zameno� peremennyh

x1 = N1, x2 = −a21N2/a12 svodits� k sisteme s kososimmetriqe-
sko� matrice�. Po	tomu dl� nee teorema ob usto�qivosti po

line�nomu pribli�eni� neprimenima.
V sisteme (8.9) predpolagaets�, qto ot zapazdyvani� zavi-

s�t tol�ko ko	fficienty prisposoblennosti, priqem dl� vseh

funkci�, vhod�wih v ukazannye ko	fficienty, zapazdyvanie

odno i to �e. Odnako v xirokom klasse sluqaev bolee adek-
vatnymi �vl��ts� modeli, v kotoryh razliqnye slagaemye v

pravyh qast�h issleduemyh sistem vyqisl��ts� v raznye mo-
menty vremeni.

Tak, uqet togo, qto v sisteme ”hiwnik — �ertva” vstreqa

me�du osob�mi raznyh vidov vyzyvaet nemedlennoe izmenenie
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qislennosti �ertv, a dl� hiwnikov 	ffekt ot vstreqi pro�v-
l�ets� tol�ko spust� nekotoroe vrem�, privodit k modeli{

Ṅ1(t) = (c1 + a12N2(t)) N1(t),

Ṅ2(t) =c2N2(t) + a21N1(t − h)N2(t − h),
(8.14)

kotora� �vl�ets� bolee toqno� po sravneni� s model�� (8.13).
Razliqnye tipy modele� biologiqeskih processov s uqe-

tom poslede�stvi� issledovalis� v rabotah �.N. Kolesova [66,
67, 69].

V qastnosti, im byla predlo�ena sledu�wa� model� kon-
kurencii dvuh vidov, bor�wihs� za obwu� piwu [66, 69]:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Ṅ1(t) =r1

(
1 − N1(t − h)

L1
− a1

(
1 − N2(t)

L2

))
N1(t),

Ṅ2(t) =r2

(
1 − N2(t − h)

L2
− a2

(
1 − N1(t)

L1

))
N2(t).

(8.15)

Zdes� L1, L2 — srednie qislennosti vidov, r1, r2 — ko	ffici-
enty line�nogo rosta, a1, a2 — ko	fficienty me�vidovogo dav-
leni�, h — vozrast proizvoditele� (polovozrelosti), kotory�

sqitaets� odinakovym u oboih vidov. V 	to� modeli predpola-
gaets�, qto stepen� vzaimnogo davleni� vidov (konkurenci�) ha-
rakterizuets� ne stol�ko qislennost�� drugogo vida, skol�ko

plotnost�� ego raspredeleni�. Ko	fficienty, obespeqiva�-
wie vnutrenn�� sv�z� v popul�cii (r1, r2), nazyva�ts� perviq-
nymi, a opredel��wie me�vidovoe davlenie (a1, a2) — vtoriq-
nymi. V biologii sqitaets�, qto vtoriqnye priznaki, glavnym

obrazom, igra�t rol� regul�torov, stabiliziru�wih 	kosi-
stemu. V [66, 69] pokazano, qto model� (8.15) horoxo soglasuets�

s 	tim utver�deniem.
�.N. Kolesovym tak�e byla izuqena sistema uravneni�,

modeliru�wa� zadaqu o hiwnike, pita�wems� dvum� vidami
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�ertv s raznymi vozrastami polovozrelosti [66]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ṅ1(t)=r1

(
1 − N1(t − h1)

L1
+ a12

(
1 − N2(t)

L2

)
+

+ a1

(
1 − N3(t)

L3

))
N1(t),

Ṅ2(t)=r2

(
1 − N2(t − h2)

L2
+ a21

(
1 − N1(t)

L1

)
+

+ a2

(
1 − N3(t)

L3

))
N2(t),

Ṅ3(t) =r3

(
a1

N1(t)
L1

+ a2
N2(t)
L2

+

+ a3

(
1 − N3(t − h3)

L3

))
N3(t).

(8.16)

Zdes� N1, N2 — qislennosti �ertv, N3 — qislennost� hiwni-
kov, a12, a21, ri, ai, Li — polo�itel�nye posto�nnye, hi — vozrast

proizvoditele� i-go vida, i = 1, 2, 3.
Pri issledovanii sistemy (8.16) trebovalos� vy�snit�,

mo�et li hiwnik, uveliqiva� davlenie na odnu iz �ertv, suwe-
stvenno umen�xit� ee qislennost�. Bylo pokazano, qto v dosta-
toqno prostyh 	kosistemah biologiqeskoe podavlenie odnogo

vida nevozmo�no.
V rabotah [52, 63, 66–69] poluqeny uslovi� usto�qivosti po-

lo�eni� ravnovesi� dl� sistem (8.15), (8.16), a tak�e dl� r�da

drugih modele�, uqityva�wih 	ffekty poslede�stvi�. Krome

togo, dokazano, qto v rassmatrivaemyh sistemah mogut vozni-
kat� usto�qivye predel�nye cikly. Sleduet zametit�, qto os-
novno� nedostatok vol�terrovskih modele� sostoit kak raz v

tom, qto oni ne ime�t predel�nyh ciklov [17]. Vvedenie zapaz-
dyvani� v sistemy obespeqivaet suwestvovanie ukazannyh cik-
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lov. Po	tomu ispol�zovanie modele�, opisyvaemyh sistemami

s poslede�stviem, pozvolilo poluqit� teoretiqeskoe ob��sne-
nie mnogih prirodnyh �vleni� i laboratornyh 	ksperimentov

[39, 52, 68].
V.I. Zubovym v [56] izuqalas� problema kvantovani� 	vo-

l�cionnyh processov. On rassmatrival sistemu differenci-
al�nyh uravneni�

żj(t) = zj(t)Fj(t, z1(t), . . . , zn(t), z1(t − h), . . . , zn(t − h)),

j = 1, . . . , n,
(8.17)

gde h > 0 — posto�nnoe zapazdyvanie, a veliqiny z1, . . . , zn

koliqestvenno harakterizu�t razvitie vidov, nahod�wihs� v

processe 	vol�cionnogo vzaimode�stvi�. V kaqestve oblasti

suwestvovani� vidov vybiralas� oblast�

0 < zj < +∞, j = 1, . . . , n. (8.18)

Predpolagalos�, qto funkcii Fj(t, x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) nepre-
ryvny pri t ≥ 0, xj > 0, yj > 0 i oblada�t svo�stvami, ga-
rantiru�wimi, qto dl� vs�kogo t0 ≥ 0 i dl� l�byh nepre-
ryvnyh i polo�itel�nyh funkci� ϕ1(t), . . . , ϕn(t), zadannyh pri

t ∈ [t0 − h, t0], suwestvuet edinstvennoe rexenie sistemy (8.17),
opredelennoe pri vseh t ≥ t0 i osta�wees� v oblasti (8.18).

V.I. Zubov issledoval vli�nie poslede�stvi� na razvitie

vidov. Im bylo pokazano, qto v obwem sluqae poslede�stvi�

iniciiru�t kvantovanie 	vol�cionnogo processa. Oni mogut

privodit� k po�vleni� diskretnyh ciklov razviti� ili dis-
kretno raspolo�ennyh invariantnyh mno�estv, v kotoryh so-
sredotaqivaets� process 	vol�cii.

Esli sistema (8.17) bez zapazdyvani� (pri h = 0) imeet pe-
riodiqeskoe rexenie s cikliqesko� qastoto� ω, to pri nali-
qii zapazdyvani� (pri h > 0) ona imeet periodiqeski� cikl
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razviti� dl� l�bogo znaqeni� h, udovletvor��wego principu

kvantovani�

h =
2πk

ω
, (8.19)

gde k = 1, 2, . . .

V qastnosti, dl� klassiqesko� modeli ”hiwnik — �ert-
va”, ne uqityva�we� 	ffekty poslede�stvi� i opisyvaemo�

uravneni�mi Lotki — Vol�terra, izvestno (sm. paragraf 2
glavy 1), qto vse ee rexeni� �vl��ts� periodiqeskimi funk-
ci�mi. Pust� N̂(t) = (N̂1(t), N̂2(t))∗ — kakoe-to iz rexeni� 	to�

sistemy s periodom T > 0. Esli rassmotret� sootvetstvu�wie

modeli (8.13) ili (8.14), v kotoryh prisutstvuet zapazdyvanie

h, to soglasno principu kvantovani� poluqim, qto my mo�em

garantirovat� suwestvovanie u ukazannyh sistem togo �e sa-
mogo rexeni� N̂(t) v sluqae, kogda h = Tk, k = 1, 2, . . .

Pust� sistema (8.17) imeet vid

żj(t) = zj(t)

(
aj +

n∑
s=1

(
pjs ln zs(t) + qjs ln zs(t − h)

))
,

j = 1, . . . , n.

(8.20)

Zdes� aj , pjs, qjs — posto�nnye ko	fficienty, h > 0 — veliqina

zapazdyvani�. Predpolo�im, qto u matricy D = (pjs + qjs)n
j,s=1

est� para qisto mnimyh sobstvennyh qisel ±iω, gde ω — vewe-
stvenna� posto�nna�. Togda esli zapazdyvanie h udovletvor�-
et uslovi� (8.19), to sistema (8.20) imeet seme�stvo periodiqe-
skih ciklov razviti�, zapoln��wih invariantnoe mno�estvo.

V sluqae, kogda vse ostal�nye sobstvennye qisla matricy

D raspolo�eny v levo� poluploskosti kompleksnogo peremen-
nogo, upom�nutoe invariantnoe mno�estvo �vl�ets� predel�-
nym dl� 	vol�cionnogo processa.

Sootnoxenie (8.19) predstavl�et sobo� uslovie kvantova-
ni� dl� veliqiny zapazdyvani�, t.e. tol�ko dl� takih znaqeni�
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h my mo�em garantirovat� sohranenie issleduemyh periodiqe-
skih rexeni�. Odnako uqet poslede�stvi� mo�et privodit� i

k kvantovani� orbit v fazovom prostranstve. Proill�stri-
ruem 	tot 	ffekt na primere sistemy{

ż1(t) = − ω(�(t))z1(t) ln z2(t),

ż2(t) =ω(�(t))z2(t) ln z1(t).
(8.21)

Zdes� � = ln2 z1 +ln2 z2, funkci� ω(�) nepreryvna i polo�itel�-
na pri � ≥ 0. Netrudno pokazat�, qto ka�doe dvi�enie sistemy

(8.21) �vl�ets� periodiqeskim, i oblast� suwestvovani� vidov

0 < z1 < +∞, 0 < z2 < +∞ zapoln�ets� periodiqeskimi cikla-
mi 	vol�cionnogo processa.

Rassmotrim teper� uravneni� s zapazdyvaniem{
ż1(t) = − ω(�(t − h))z1(t) ln z2(t − h),

ż2(t) =ω(�(t − h))z2(t) ln z1(t − h),
(8.22)

gde h > 0. Esli zapazdyvanie h sqitat� fiksirovannym, to u

sistemy (8.22) budut suwestvovat�, voobwe govor�, diskretno

raspolo�ennye cikly 	vol�cionnogo razviti�, orbity koto-
ryh � = �̂ opredel��ts� iz principa kvantovani�

ω(�̂) =
2πk

h
, k = 1, 2, . . .

Iz rezul�tatov, izlo�ennyh v nasto�wem paragrafe, sle-
duet, qto vvedenie zapazdyvani� v modeli dinamiki popul�-
ci� mo�et oslabl�t� usto�qivost� ih netrivial�nyh polo�e-
ni� ravnovesi� i privodit� k vozniknoveni� kolebani� qis-
lennosti da�e togda, kogda sistema bez zapazdyvani� ne imeet

kolebatel�nyh rexeni�. Odnako v xirokom klasse sluqaev mo-
deli, uqityva�wie zapazdyvanie, bolee adekvatno opisyva�t

real�nye biologiqeskie processy.
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§ 9. Vero�tnostnye modeli dinamiki popul�ci�

V rassmotrennyh ranee model�h qislennosti popul�-
ci� predpolagalis� determinirovannymi veliqinami so zna-
qeni�mi, polnost�� opredel�emymi rexeniem sootvetstvu�-
wih uravneni�. Odnako vsegda suwestvu�t sluqa�nye vozmu-
weni� neregul�rnogo haraktera, pod de�stviem kotoryh popu-
l�cii mogut, naprimer, pokidat� okrestnosti usto�qivyh po-
lo�eni� ravnovesi�. Po	tomu pri uqete sluqa�nyh faktorov

dl� obespeqeni� usto�qivosti prihodits� nakladyvat� bolee

�estkie ograniqeni� na parametry sistemy [105].

Voznikaet vopros: pri vypolnenii kakih uslovi� deter-
minirovannye modeli bolee ili menee adekvatno opisyva�t

real�nye situacii, i kogda mo�no prenebreq� vli�niem slu-
qa�nosti?

Pust� rassmatrivaets� dinamika soobwestva, sosto�wego

iz n vidov s qislennost�mi N1, . . . , Nn. 
ti qislennosti �v-
l��ts�, voobwe govor�, sluqa�nymi veliqinami, odnako pri

vozrastanii oni shod�ts� po vero�tnosti k svoim srednim zna-
qeni�m, t.e. vero�tnost� otkloneni� peremenno� Ni ot svoego

srednego znaqeni� stremits� k nul� pri Ni → +∞, i = 1, . . . , n.
Po	tomu esli qislennosti rassmatrivaemyh popul�ci� dosta-
toqno veliki, to ih dinamika mo�et vpolne udovletvoritel�no

opisyvat�s� dinamiko� srednih znaqeni�. Inaqe govor�, re-
al�noe povedenie sistemy mo�no predstavit� kak dvi�enie po

nekotoro� ideal�no� usrednenno� traektorii, na kotoroe na-
lo�eny razliqnye fluktuacii. Qem bol�xe qislennost� soob-
westva, tem men�xe vrem� prebyvani� sistemy v sosto�ni�h,
otliqa�wihs� ot srednego. Odnako byva�t situacii [18], v

kotoryh stohastiqeski� podhod privodit k soverxenno inym

rezul�tatam, ne�eli deterministiqeski� (naprimer, determi-
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nirovanna� model� soverxenno neprigodna dl� opisani� povto-
r��wihs� vspyxek 	pidemi� v popul�ci�h [18]).

�sno, qto postroenie da�e samyh prostyh stohastiqeskih

modele� trebuet privleqeni� slo�nogo matematiqeskogo appa-
rata. Po	tomu dl� analiza sistem, nahod�wihs� pod vozde�-
stviem sluqa�nyh faktorov, qasto ispol�zu�t komp��ternoe

modelirovanie.
Rassmotrim nekotorye proste�xie vero�tnostnye modeli

popul�cionno� dinamiki.
Pust� imeets� odna popul�ci� s posto�nnym ko	fficien-

tom ro�daemosti β > 0. Smertnost�� dl� naqala prenebre-
�em. V sootvetstvii s model�� Mal�tusa (sm. uravnenie (1.2)
pervo� glavy), deterministiqeski� podhod privodit k 	kspo-
nencial�nomu zakonu vozrastani� qislennosti

N(t) = N0e
βt, (9.1)

gde N0 = N(0).
Pri vkl�qenii vero�tnostnyh 	lementov v 	tu situaci�

vozmo�ny razliqnye varianty.
Predpolo�im, qto razmno�enie osobe� predstavl�et sobo�

puassonovski� sluqa�ny� process [120] intensivnosti β. Inaqe

govor�, budem sqitat�, qto 	tot process obladaet sledu�wimi

svo�stvami: stacionarnost� (veliqina β ne zavisit ot vreme-
ni), ordinarnost� (vero�tnost� odnovremennogo ro�deni� bo-
lee qem odno� novo� osobi prenebre�imo mala), otsutstvie po-
slede�stvi� (vero�tnost� ro�deni� novyh osobe� v danny� mo-
ment ne zavisit ot togo, kak protekal process ro�daemosti v

proxlom). Takie dopuweni� ne vsegda ime�t mesto v real�nyh

situaci�h, i v 	tom sluqae matematiqeskoe modelirovanie zna-
qitel�no uslo�n�ets�.

Pri sdelannyh predpolo�eni�h vero�tnost� po�vleni� od-
nogo potomka u dannogo individuuma za vrem� dt ravna βdt.
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Oboznaqim qerez pn(t) vero�tnost� togo, qto v moment t v po-
pul�cii imeets� rovno n osobe�. V silu ordinarnosti za do-
statoqno maloe vrem� dt qislennost� popul�cii libo ne izme-
nits�, libo uveliqits� na odnu osob�. Po	tomu v moment t + dt

v popul�cii oka�ets� rovno n osobe�, tol�ko esli v moment t

bylo (n − 1) osobe� (takoe vozmo�no s vero�tnost�� pn−1(t)) i

za period dt rodilas� ewe odna nova� osob� (	to proizo�det s

vero�tnost�� β(n − 1)dt), libo esli v moment t bylo n osobe�

(	to imeet mesto s vero�tnost�� pn(t)) i za prome�utok vre-
meni dt nikto bol�xe ne rodils� (vero�tnost� takogo sobyti�

ravna (1 − βndt)). Togda po formule polno� vero�tnosti [120]
imeem

pn(t + dt) = pn−1(t)β(n − 1)dt + pn(t)(1 − βndt).

Perehod� k predelu pri dt → +0, poluqim tak nazyvaemoe urav-
nenie Kolmogorova [120]

ṗn(t) = β(n − 1)pn−1(t) − βnpn(t). (9.2)

Uravneni� Kolmogorova ispol�zu�ts� v teorii sluqa�nyh

processov dl� poiska vero�tnoste� naho�deni� sistemy v raz-
liqnyh vozmo�nyh sosto�ni�h, esli izvestny vero�tnosti pe-
rehodov me�du 	timi sosto�ni�mi.

Uravnenie (9.2) spravedlivo pri n > N0. Dl� n = N0 verno

ṗN0(t) = −βN0pN0(t). (9.3)


to uravnenie otnosits� k klassu differencial�no-raznost-
nyh.

Prointegriruem uravnenie (9.3) s uqetom naqal�nogo

uslovi� pN0(0) = 1. Poluqim

pN0(t) = exp (−βN0t) .
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Podstavim 	tu funkci� v uravnenie (9.2) pri n = N0+1. Iz po-
luqennogo sootnoxeni�, s uqetom uslovi� pN0+1(0) = 0, na�dem

pN0+1(t) i t.d. Mo�no dokazat� [18], qto

pn(t) = CN0−1
n−1 e−nβt

(
eβt − 1

)n−N0
, n = N0, N0 + 1, . . . (9.4)

Vyra�enie (9.4) predstavl�et sobo� qastny� sluqa� binomi-
al�nogo raspredeleni�. Mo�no na�ti ego matematiqeskoe o�i-
danie i dispersi�:

M(t) = N0e
βt, σ2(t) = N0e

βt
(
eβt − 1

)
.

Vidno, qto matematiqeskoe o�idanie M(t) sovpadaet so znaqe-
niem (9.1), poluqaemym pri deterministiqeskom podhode (hot�
v obwem sluqae dl� neline�nyh modele� takogo sovpadeni� mo-
�et i ne byt�). Otmetim, qto izmenqivost�, harakterizuema�

dispersie� σ2(t), mo�et okazat�s� ves�ma znaqitel�no�.
Rassmotrim teper� bolee slo�ny� process — process raz-

mno�eni� i gibeli. A imenno, budem predpolagat�, qto v po-
pul�cii krome puassonovskogo processa razmno�eni� de�stvu-
et puassonovski� process smertnosti s intensivnost�� μ > 0.
Rexenie deterministskogo uravneni� Mal�tusa v 	tom sluqae

imeet vid N(t) = N0e
at, gde a = β − μ.

Teper� za maloe vrem� dt qislennost� popul�cii mo�et li-
bo ne izmenit�s�, libo uveliqit�s� na odnu osob�, libo umen�-
xit�s� na odnu osob�, t.e.

pn(t + dt) = pn−1(t)β(n − 1)dt+

+pn(t)(1 − βndt − μndt) + pn+1(t)μ(n + 1)dt.

Perehod� k predelu pri dt → +0, poluqim novye uravneni�

Kolmogorova

dpn(t)
dt

= pn−1(t)β(n − 1) + pn+1(t)μ(n + 1)−
−pn(t)n(β + μ), n = 1, 2, . . .

(9.5)
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tu sistemu u�e problematiqno rexit� posledovatel�nym in-
tegrirovaniem, kak v predyduwem sluqae. Odnako rexenie

uravneni� (9.5) mo�no na�ti, ispol�zu� metod proizvod�wih

funkci� (sm. [18]). V rezul�tate imeem

pn(t) =
min{N0,n}∑

j=0

Cj
N0

CN0−1
N0+n−j−1g

N0−jhn−j(1−g−h)j , n = 1, 2, . . . ,

p0(t) = gN0 ,

gde

g =

{
μ(eat − 1)/(βeat − μ), esli β �= μ,

βt/(βt + 1), esli β = μ,
h =

βg

μ
.

Matematiqeskoe o�idanie i dispersi� 	togo processa ravny

M(t) = N0e
at, σ2(t) =

N0(β + μ)
a

eat
(
eat − 1

)
.

Snova sredn�� qislennost� sovpala so znaqeniem, poluqaemym

pri deterministiqeskom podhode.
Esli β > μ, to determinirovanna� model� predskazyvaet

	ksponencial�ny� rost qislennosti popul�cii. V to �e vrem�,
v stohastiqesko� modeli sohran�ets� nenuleva� vero�tnost�

vyro�deni� popul�cii (p0(t) �= 0 pri vseh t ≥ 0).
V sluqae, kogda β = μ, imeem lim

t→+∞ p0(t) = 1. Sledovatel�-
no, esli ro�daemost� ne prevyxaet smertnosti, to vymiranie

popul�cii rano ili pozdno proizo�det.
V rabote [18] rassmotreny dal�ne�xie obobweni� opisan-

no� modeli, v qastnosti, s uqetom nestacionarnosti proces-
sa (β = β(t), μ = μ(t)), naliqi� migracii (vnexnego pritoka

ili ottoka osobe�). Predlo�eno tak�e rasprostranenie dan-
nogo podhoda na sluqa� neskol�kih vzaimode�stvu�wih popu-
l�ci� [18]. My ograniqims�, v zakl�qenie, lix� opisaniem

vero�tnostno� modeli ”hiwnik — �ertva” [100].
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Pust� v nekotory� moment vremeni t biologiqeskoe soob-
westvo nasqityvaet n1 �ertv i n2 hiwnikov. Za maloe vrem�

dt v tako� sisteme mogut proizo�ti sledu�wie sobyti�:
1) ro�denie odno� �ertvy s vero�tnost�� c1n1dt, gde c1 —

ko	fficient ro�daemosti �ertv, c1 > 0;
2) ro�denie odnogo hiwnika s vero�tnost�� a21n1n2dt,

a21 > 0 (sqitaem, qto intensivnost� razmno�eni� hiwnikov za-
visit ot koliqestva edy, a sledovatel�no, proporcional�na ko-
liqestvu vstreq hiwnikov s �ertvami);

3) gibel� �ertvy s vero�tnost�� −a12n1n2dt, a12 < 0;
4) gibel� hiwnika s vero�tnost�� −c2n2dt, gde −c2 — ko	f-

ficient estestvenno� smertnosti hiwnikov, c2 < 0.
Oboznaqim qerez p(t, n1, n2) vero�tnost� togo, qto v moment

t v sisteme nasqityvaets� n1 �ertv i n2 hiwnikov. Rassmatri-
vaemy� process mo�no opisat� pri pomowi shemy, izobra�en-
no� na risunke 9.1.

(n1 − 1, n2)

(n1, n2 − 1)

(n1, n2)

c1n1

−a12(n1+1)n2

a21n1n2

−c2(n2+1)

c1(n1−1)

−a12n1n2

a21n1(n2−1)

−c2n2

(n1 + 1, n2)

(n1, n2 + 1)

Ris. 9.1.

Zdes� pod sosto�niem sistemy ponimaets� ime�wees� ko-
liqestvo �ertv i hiwnikov; na rebrah ukazana intensivnost�

perehoda sistemy iz odnogo sosto�ni� v drugoe po dannym na-
pravleni�m. Togda uravnenie Kolmogorova zapixets� tak [100]:

∂p(t, n1, n2)
∂t

= c1 [(n1 − 1)p(t, n1 − 1, n2) − n1p(t, n1, n2)] +
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+a21n1 [(n2 − 1)p(t, n1, n2 − 1) − n2p(t, n1, n2)]−
−a12n2 [(n1 + 1)p(t, n1 + 1, n2) − n1p(t, n1, n2)]−

−c2 [(n2 + 1)p(t, n1, n2 + 1) − n2p(t, n1, n2)] .

Esli n1 >> 1, n2 >> 1, to, ispol�zu� razlo�enie v r�d Te�lo-
ra do qlenov vtorogo por�dka vkl�qitel�no, dannoe uravnenie

mo�no pribli�enno zapisat� v vide uravneni� Kolmogorova —
Fokkera — Planka [100]

∂p(t, n1, n2)
∂t

=
∂

∂n1
[(c1 + a12n2)n1p(t, n1, n2)]−

− ∂

∂n2
[(c2 + a21n1)n2p(t, n1, n2)]− 1

2
∂2

∂n2
1

[(c1 − a12n2)n1p(t, n1, n2)]+

+
1
2

∂

∂n2
2

[(−c2 + a21n1)n2p(t, n1, n2)] .

V svo� oqered�, 	tomu uravneni� mo�no sopostavit� siste-
mu Vol�terra (sm. formulu (2.3) glavy 1) s dopolnitel�nymi

fluktuacionnymi qlenami v pravo� qasti [100]. V rezul�tate

tako� podhod pozvol�et poluqit� razliqnye vero�tnostnye ha-
rakteristiki, takie kak zakony raspredeleni� koliqestva vza-
imode�stvu�wih ob�ektov, srednee vrem� �izni rassmatriva-
emo� biologiqesko� sistemy i t.p. (podrobnee sm. [100]).

My rassmotreli vli�nie ”sobstvennyh” fluktuaci� na si-
stemu. Odnako real�nye biologiqeskie sistemy podver�eny

bolee sil�nym sluqa�nym vli�ni�m so storony vnexne� sre-
dy. Esli bol�xie vnexnie tolqki vyvedut sistemu na dalekie

ot polo�eni� ravnovesi� traektorii, to ”sobstvennye” xumy

mogut bystro privesti vs� sistemu k gibeli. Naprimer, esli

iz-za vnexnih vozde�stvi� sistema okazalas� blizko k granice

oblasti asimptotiqesko� usto�qivosti polo�eni� ravnovesi�,
to ”sobstvennye” sluqa�nye kolebani� mogut vyvesti sistemu
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za 	tu granicu. Naliqie usto�qivyh predel�nyh ciklov povy-
xaet �iznesto�kost� sistemy, no vero�tnost� ee vyro�deni�

vse ravno ostaets� nenulevo�.

Naprimer, v rabote [105] rassmatrivaets� vli�nie sluqa�-
nyh izmeneni� sredy v klassiqesko� modeli Vol�terra ”hiw-
nik — �ertva”. Pokazano, qto 	to vli�nie umen�xaet usto�qi-
vost� sistemy.

§ 10. Gibridnye modeli popul�cionno� dinamiki

Kak u�e otmeqalos� v pervo� glave, v rezul�tate vozde�-
stvi� vnexnih faktorov, takih kak po�ary, zasuha, navodne-
ni�, vremena goda, de�tel�nost� qeloveka, i t.d., harakter po-
pul�cionno� dinamiki mo�et men�t�s�. 
to izmenenie dol�no

otra�at�s� v smene struktury matematiqesko� modeli, opisy-
va�we� ukazannu� dinamiku. V rezul�tate my prihodim k tak

nazyvaemym gibridnym sistemam (ili sistemam s peremenno�

strukturo�). V paragrafe 3 glavy 1 rassmatrivals� primer

gibridno� modeli dinamiki popul�ci�.

Qastnym sluqaem gibridno� sistemy �vlets� sistema s

perekl�qeni�mi [130, 145, 154]. Taka� sistema sostoit iz se-
me�stva podsistem i zakona perekl�qeni�, opredel��wego v

ka�dy� moment vremeni, kaka� iz podsistem �vl�ets� aktiv-
no�. Podsistemy sootvetstvu�t razliqnym re�imam �izne-
de�tel�nosti rassmatrivaemyh popul�ci�. V nasto�wem pa-
ragrafe issleduem nepreryvnu� vol�terrovsku� model� obob-
wennogo vida. Budem predpolagat�, qto ko	fficienty v 	to�

modeli mogut perekl�qat�s� s odnogo nabora znaqeni� na dru-
go� v zavisimosti ot de�stvu�wego re�ima. Opredelim uslo-
vi�, pri vypolnenii kotoryh imeet mesto predel�na� ograni-
qennost� rexeni� v tako� sisteme pri l�bom zakone perekl�-
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qeni�. Otmetim, qto predel�na� ograniqennost� rexeni� pri

ka�dom fiksirovannom re�ime ne garantiruet sohranenie dan-
nogo svo�stva pri perekl�qenii re�imov [130]. Izvestno [130,
145], qto dl� dokazatel�stva togo, qto gibridna� sistema ob-
ladaet issleduemym svo�stvom, dostatoqno postroit� dl� vseh

podsistem, sootvetstvu�wih rassmatrivaemo� sisteme, obwu�

funkci� L�punova, udovletvor��wu� trebovani�m teoremy

�osidzavy [158] o predel�no� ograniqennosti rexeni�.
Pust� zadana sistema s perekl�qeni�mi

Ṅi =

⎛⎜⎜⎝c
(σ)
i + a

(σ)
ii fi(Ni) +

n∑
j=1
j �=i

a
(σ)
ij fj(Nj)

⎞⎟⎟⎠ gi(Ni),

i = 1, . . . , n.

(10.1)

Zdes� σ = σ(t) — kusoqno-posto�nna� funkci�, opredel��-
wa� zakon perekl�qeni�; σ(t) : [0,+∞) → {1, . . . , S}; c

(s)
i , a

(s)
ij ,

i, j = 1, . . . , n, s = 1, . . . , S, — posto�nnye ko	fficienty. Budem

sqitat�, qto funkci� σ(t) imeet koneqnoe qislo toqek razryva

na l�bom koneqnom prome�utke vremeni, a obwee qislo toqek

razryva na vsem intervale [0, +∞) beskoneqno. Pust� dl� opre-
delennosti funkci� σ(t) �vl�ets� nepreryvno� sprava v toqkah

razryva. Tako� tip zakona perekl�qeni� budem nazyvat� do-
pustimym.

Perekl�qeni� v sisteme (10.1) proishod�t me�du podsiste-
mami

Ṅi =

⎛⎜⎜⎝c
(s)
i + a

(s)
ii fi(Ni) +

n∑
j=1
j �=i

a
(s)
ij fj(Nj)

⎞⎟⎟⎠ gi(Ni),

i = 1, . . . , n, s = 1, . . . , S,

(10.2)

predstavl��wimi sobo� obobwennye modeli Lotki — Vol�-
terra.
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Ka�da� iz podsistem seme�stva (10.2) �vl�ets� qastnym

sluqaem sistemy (8.1) iz glavy 1. V paragrafe 8 glavy 1 byli

ustanovleny nekotorye uslovi� ravnomerno� predel�no� ogra-
niqennosti rexeni� takih sistem. Pri 	tom predlagalos� dva

sposoba postroeni� funkcii L�punova. Poluqennye rezul�-
taty mo�no primenit� i dl� naho�deni� uslovi� predel�no�

ograniqennosti rexeni� gibridno� sistemy (10.1).
Postroim dl� podsistem (10.2) funkcii L�punova predlo-

�ennogo vida s parametrami, edinymi dl� vseh re�imov. Pri

	tom dl� funkci� gi(Ni), fi(Ni), i = 1, . . . , n, budem ispol�zovat�

predpolo�eni�, vvedennye v paragrafe 8 glavy 1.
Rassmotrim sistemy line�nyh algebraiqeskih neravenstv

Psθθ < 0, s = 1, . . . , S, (10.3)

P∗
sb < 0, s = 1, . . . , S. (10.4)

Zdes� θθ = (θ1, . . . , θn)∗, b = (b1, . . . , bn)∗; Ps =
(
p
(s)
ij

)n

i,j=1
, p

(s)
ii =

= a
(s)
ii , p

(s)
ij = max{a(s)

ij ; 0} pri i �= j; s = 1, . . . , S.
Teorema 10.1 [4]. Pust� vypolneny predpolo�eni� 8.1–8.3

glavy 1. Dl� togo, qtoby rexeni� sistemy (10.1) byli ravno-
merno predel�no ograniqeny v neotricatel�nom ortante pri
l�bom dopustimom zakone perekl�qeni� dostatoqno, qtoby su-
westvovali polo�itel�nye rexeni� sistem neravenstv (10.3)
i (10.4).

Dokazatel�stvo teoremy 10.1 osnovano na postroenii dl�

podsistem (10.2) obwe� funkcii L�punova vida

V (N) =
n∑

i=1

γi

∫ Ni

1

fξ
i (τ)

gi(τ)
dτ, ξ ≥ ξ̄, γi > 0, i = 1, . . . , n,

gde ξ̄ > 0 — nekotory� polo�itel�ny� parametr (sm. predpo-
lo�eni� 8.2 i 8.3 glavy 1).
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Zameqanie 10.1. V [4] predlo�eny 	ffektivny� algoritm

proverki razreximosti sistem neravenstv vida (10.3), (10.4) s

metclerovymi matricami i metod naho�deni� nu�nogo rexe-
ni�. Otmetim, qto esli neravenstva (10.3) ime�t polo�itel�-
nye rexeni�, to 	to ne garantiruet, qto i neravenstva (10.4)
tak�e ime�t polo�itel�nye rexeni�, i naoborot.

Primer 10.1. Pust� n = 2, S = 2,

P1 =
(−v 3

1 −1

)
, P2 =

(−w 1
3 −1

)
,

gde v i w — nekotorye polo�itel�nye parametry. Togda pri

v > 9, w > 9 obe sistemy neravenstv (10.3), (10.4) ime�t polo-
�itel�nye rexeni�. Esli v > 9, 3 < w ≤ 9, to sistema (10.3)
imeet polo�itel�nye rexeni�, a sistema (10.4) — net. Esli

3 < v ≤ 9, w > 9, to naoborot, sistema (10.4) imeet polo�itel�-
nye rexeni�, a sistema (10.3) — net. Pri ostal�nyh znaqeni�h

parametrov v i w ni odna iz sistem (10.3), (10.4) polo�itel�nyh

rexeni� ne imeet.
Teorema 10.2 [4]. Pust� vypolneny predpolo�eni� 8.1 i

8.4 glavy 1. Dl� togo, qtoby rexeni� sistemy (10.1) byli
ravnomerno predel�no ograniqeny v neotricatel�nom ortan-
te pri l�bom dopustimom zakone perekl�qeni� dostatoqno,
qtoby suwestvovali polo�itel�nye rexeni� sistemy nera-
venstv (10.3).

Dl� dokazatel�stva teoremy 10.2 dostatoqno ispol�zovat�

obwu� funkci� L�punova vida

Ṽ (N) = max
i=1,... ,n

fi(Ni)
θi

, θi > 0, i = 1, . . . , n.

Analogiqnym obrazom mogut byt� sformulirovany dosta-
toqnye uslovi� permanentnosti sistemy (10.1).

Predpolo�enie 10.1. Spravedlivy sootnoxeni� c
(s)
i > 0,

a
(s)
ij ≥ 0 pri j �= i; i, j = 1, . . . , n, s = 1, . . . , S.
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Teorema 10.3 [4]. Pust� vypolneny predpolo�eni� 8.1,
8.2 glavy 1 i predpolo�enie 10.1. Togda esli sistemy nera-
venstv (10.3) i (10.4) ime�t polo�itel�nye rexeni�, to si-
stema (10.1) ravnomerno permanentna pri l�bom dopustimom
zakone perekl�qeni�.

Teorema 10.4 [4]. Pust� vypolneny predpolo�eni� 8.1, 8.4
glavy 1 i predpolo�enie 10.1. Togda esli sistema neravenstv
(10.3) imeet polo�itel�nye rexeni�, to sistema (10.1) ravno-
merno permanentna pri l�bom dopustimom zakone perekl�qe-
ni�.

V teoreme 10.4, v otliqie ot teoremy 10.3, trebuets� raz-
reximost� tol�ko neravenstv (10.3). Mo�no sformulirovat�

teoremu o ravnomerno� permanentnosti sistemy (10.1), gde na-
oborot trebuets� razreximost� tol�ko neravenstv (10.4). Dl�

	togo vvedem ewe odno predpolo�enie.
Predpolo�enie 10.2. Funkcii g1(N1), . . . , gn(Nn) udovle-

tvor��t uslovi�m∫ Ni

1

1
gi(τ)

dτ → +∞ pri Ni → +∞, i = 1, . . . , n.

Teorema 10.5 [4]. Pust� vypolneny predpolo�enie 8.1 gla-
vy 1 i predpolo�eni� 10.1, 10.2. Togda esli sistema neravenstv
(10.4) imeet polo�itel�nye rexeni�, to sistema (10.1) ravno-
merno permanentna pri l�bom dopustimom zakone perekl�qe-
ni�.

Dl� dokazatel�stva teoremy 10.5 obwu� funkci� L�puno-
va dl� podsistem (10.2) mo�no postroit� v vide

V̂ (N) =
n∑

i=1

bi

∫ Ni

1

1
gi(τ)

dτ.

Zdes� b = (b1, . . . , bn)∗ — polo�itel�noe rexenie sistemy (10.4).
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Zameqanie 10.2. Predlo�ennye podhody k naho�deni�

uslovi� predel�no� ograniqennosti rexeni� i permanentnosti

mogut byt� rasprostraneny i na sluqa�, kogda perekl�qeni�

proishod�t me�du podsistemami Lotki — Vol�terra bolee ob-
wego vida, naprimer, vida (8.1) iz glavy 1.
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GLAVA 3. PROSTRANSTVENNO-VREMENNO�

ANALIZ PROCESSOV V BIOSISTEMAH

V 	to� glave dany teoretiqeskie polo�eni�, ispol�zuemye

pri issledovanii biologiqeskih sistem s diffuzie�, t.e. si-
stem, dl� kotoryh qislennost� popul�ci� zavisit ne tol�ko ot

vremeni, no i ot koordinat na ploskosti ili v prostranstve.
Predstavleno neskol�ko variantov takih zadaq. Bolee podrob-
no izuqeny sistemy, opisyva�wie vzaimode�stvie dvuh popu-
l�ci� po sheme ”hiwnik — �ertva”. Izlaga�ts� nekotorye

metody analiza usto�qivosti biosistem s diffuzie�. Dalee

dano opisanie stadno� saranqi i rassmotreny matematiqeskie

modeli ee povedeni�. Postavlena zadaqa ob opredelenii qis-
lennosti saranqi s uqetom vli�ni� na ee polet vetra, voznika-
�wego iz-za raznosti temperatur v razliqnyh toqkah zemno�

poverhnosti. Predstavleny zadaqi matematiqeskogo modeli-
rovani� povedeni� murav�ev okolo murave�nika. Krome togo,
podrobno rassmotreny processy v vodnyh sistemah, a imenno:
vzaimode�stvie fitoplanktona i zooplanktona, a tak�e modeli

zagr�zneni� Mirovogo okeana.

§ 1. Obwee opisanie prostranstvenno�

neodnorodnosti v biosistemah

1.1. Raspredelennye sistemy v biologii. Do sih por

my rassmatrivali tak nazyvaemye dinamiqeskie sistemy ide-
al�nogo peremexivani�, ili toqeqnye sistemy. 
to oznaqa-
et, qto qislennosti (inogda ih nazyva�t, kak v himii, koncen-
traci�mi) vhod�wih v sistemu vidov odinakovy vo vseh toqkah

prostranstva v ka�dy� moment vremeni.
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Postroenie toqeqno� modeli �vl�ets� neobhodimym 	ta-
pom pri postroenii modeli l�bo� sistemy, tak kak dl� opisa-
ni� sistemy v celom, estestvenno, nado predstavl�t� sebe po-
vedenie ee qaste�. Pri 	tom my prenebregali prostranstven-
no� organizacie� biosistemy. Odnako sv�zi, po�vl��wies�

ili suwestvu�wie me�du otdel�nymi toqkami prostranstva v

forme migracii (peremeweni�), mogut privodit� k tomu, qto

sistema v celom priobretaet kaqestvenno novye svo�stva.
V 	tom sluqae skorost� izmeneni� koncentraci� C1, . . . , Cn

v issleduemo� oblasti budet opredel�t�s� ne tol�ko po�vleni-
em ili isqeznoveniem v ne� popul�ci� v silu rassmatrivaemyh

ranee uravneni�

Ċi = fi(t, C1, . . . , Cn), i = 1, . . . , n,

v kotoryh funkcii fi(t, C1, . . . , Cn) opisyva�t vzaimode�stvie

vidov, no i v rezul�tate diffuzionnyh processov perenosa qa-
ste� soobwestva qerez granicy 	to� oblasti. Krome togo, pro-
stranstvenna� neodnorodnost� vnexnih vozde�stvi� poro�daet

neodnorodnost� v prostranstve komponentov biosistemy i, tem

samym, processy diffuzii.
Opredelenie 1.1 [27]. Diffuzi� (ot lat. diffusio — raspro-

stranenie, rastekanie, rasse�nie) — dvi�enie qastic sredy,
privod�wee k perenosu vewestva i vyravnivani� koncentraci�
ili k ustanovleni� ravnovesnogo raspredeleni� koncentraci�
qastic dannogo sorta v srede.

V neodnorodno� sisteme pri molekul�rno� diffuzii v ot-
sutstvie vnexnih vozde�stvi� diffuzionny� potok (potok mas-
sy) proporcionalen gradientu ego koncentracii (zakon A. Fi-
ka, ustanavliva�wi� proporcional�nost� diffuzionnogo po-
toka qastic gradientu ih koncentracii [27]). Ko	fficient pro-
porcional�nosti nazyva�t ko	fficientom diffuzii.
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Kinematiqeskie uravneni�, uqityva�wie diffuzionnu�

sv�z� me�du otdel�nymi uqastkami prostranstva v sisteme,
ime�t sledu�wi� vid:

Ċi = fi(t, C1, . . . , Cn) + Di

(
∂2Ci

∂x2
+

∂2Ci

∂y2
+

∂2Ci

∂z2

)
, i = 1, . . . , n,

gde Di — ko	fficienty diffuzii osobe� razliqnyh popul�-
ci�, Ci — koncentracii popul�ci�, x, y, z — dekartovy koordi-
naty, t — vrem�.

Matematiqeskoe issledovanie raspredelennyh sistem, kak

pravilo, neline�nyh, predstavl�et znaqitel�nye trudnosti.
Pomimo qislennyh metodov poleznymi okazyva�ts� metody ka-
qestvennogo analiza fazovo� ploskosti toqeqno� sistemy i me-
tody malogo parametra, pozvol��wie uqest� ierarhi� vremen

proteka�wih v sisteme processov [101].
�sno, qto toqnoe vosproizvedenie i koliqestvennoe pred-

skazanie prirodnyh fenomenov nevozmo�no. Razliqnye modeli

mogut dat� vozmo�nost� opisani� kaqestvennogo povedeni� si-
stemy vo vremeni, obnaru�enie neusto�qivoste� i t.p.

Zadaqa uprowaets�, esli mo�no sqitat�, qto prostranstvo,
v kotorom proishod�t processy, odnomernoe ili dvumernoe i

central�no-simmetriqnoe, a diffuzi� soverxaets� vdol� ko-
ordinaty r. V sluqae odnomerno� zadaqi r ∈ (−∞,+∞), a dl�

central�no-simmetriqno� zadaqi r ∈ [0,+∞).
Qtoby vydelit� edinstvennoe rexenie sistemy neob-

hodimo zadat� dl� koncentraci� Ci(r, t) naqal�nye uslovi�:
Ci(r, 0) = ϕi(r), i = 1, . . . , n, i uslovi� na granice oblasti G ras-
prostraneni� rassmatrivaemyh popul�ci�. Proste�xee gra-
niqnoe uslovie — nepronicaemost� granic oblasti G, ot koto-
ryh qasticy otra�a�ts�:

∂Ci

∂r

∣∣∣
r∈∂G, t>0

= 0, i = 1, . . . , n.
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Uslovie

∂Ci

∂r

∣∣∣
r∈∂G, t>0

= ψi(t), i = 1, . . . , n,

opisyvaet zadanny� potok vewestva qerez granicu.
Drugo� tip graniqnyh uslovi� — poglowenie na granice:

Ci(r, t)
∣∣
r∈∂G, t>0

= 0, i = 1, . . . , n.

Graniqnoe �e uslovie(
αCi(r, t) + β

∂Ci

∂r

) ∣∣∣
r∈∂G, t>0

= 0, i = 1, . . . , n,

sootvetstvuet qastiqnomu pogloweni� (pervoe slagaemoe) i qa-
stiqnomu otra�eni� na granice (vtoroe slagaemoe). Zdes� α,
β — nekotorye posto�nnye.

Samy� prosto� variant — sluqa� odinoqno� popul�cii

bez uqeta sobstvenno� dinamiki sistemy. Togda imeem odno-
mernoe uravnenie diffuzii

∂C

∂t
= D

∂2C

∂r2

s naqal�nym usloviem C(r, 0) = g(r). Dl� bezgraniqnogo odno-
mernogo prostranstva poluqaem rexenie [98]:

C(r, t) =
1√
πtD

∫ +∞

−∞
g(s)e−

(r−s)2

Dt ds.

V [98] rassmotrena diffuzi� odnogo vida osobe� s koncen-
tracie� C(r, t), opisyvaema� uravneniem

∂C

∂t
= D

∂2C

∂r2
+ f(C)
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s naqal�nym usloviem

C(r, 0) = g(r) =

{
1, r ≤ 0,

0, r > 0.

V kaqestve f(C) bralis� raznye varianty (sm. ris. 1.1).

f(C)

C0 1

f(C)

C0

f(C)

C0C0 1 C0 1

a) b) v)

Ris. 1.1.

Rexeni� mogut byt� predstavleny v vide grafikov (sm.
ris. 1.2 i ris. 1.3).

C

r0

1

t = 0

t1 t2 t3 t4

Ris. 1.2.
C

t0

1

r = 0

r1 r2 r3

Ris. 1.3.
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Na risunke 1.2 izobra�eny profili plotnosti C(r) v zavi-
simosti ot koordinaty r v posledovatel�nye momenty vreme-
ni. Na risunke 1.3 predstavleny funkcii C(t) v zavisimosti

ot vremeni v fiksirovannyh toqkah prostranstva.
V nekotoryh model�h popul�cionno� genetiki, 	kologii,

teorii vozbudimyh sred vstreqaets� uravnenie [98]

∂C

∂t
= D

∂2C

∂r2
+C(a−C)(C−b), C(r, 0) = ϕ(r), 0 ≤ r ≤ l, 0 < a < b.

Dl� stacionarnogo sluqa� (C = C(r)) imeem uravnenie

D
d2C

dr2
= −C(a − C)(C − b)

s graniqnymi uslovi�mi C ′(0) = C ′(l) = 0. 
to uravnenie mo�-
no prointegrirovat�. Poluqim

r = ±
∫ C

C0

du√
1
D (g − 2u(u − a)(b − u))

.

Posto�nnye C0 i g opredel��ts� iz graniqnyh uslovi�.
Bolee podrobno razliqnye tipy diffuzionnyh processov

rassmotreny v rabotah [21, 36, 109].
1.2. Prostranstvennoe rasprostranenie dvuh vidov.

V glave 1 issledovalis� modeli, opisyva�wie vzaimode�stvie

dvuh vidov. Pri 	tom predpolagalos�, qto rassmatrivaemye

vidy ravnomerno raspredeleny v oblasti ih obitani�. Odnako

neravnomernoe vnexnee vozde�stvie, naprimer, podkormka pas-
sivno� ”�ertvy” delaet ee koncentraci� neravnomerno�. Voz-
nikaet diffuzi� ”hiwnikov” v mesta s bol�xim koliqestvom

”�ertv”. V to �e vrem� ”�ertva” diffundiruet v storonu, gde

mnogo podkormki (na odno� iz granic ili vnutri oblasti). 
ti

processy mo�no opisat� uravneni�mi [98]⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂C1

∂t
= P (C1, C2) + D1

∂2C1

∂r2
,

∂C2

∂t
= Q(C1, C2) + D2

∂2C2

∂r2
,
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gde C1(r, t) — koncentraci� �ertv, C2(r, t) — koncentraci� hiw-
nikov, funkcii P (C1, C2) i Q(C1, C2) harakterizu�t vzaimode�-
stvie vidov, D1 — ko	fficient diffuzii �ertvy vdol� ra-
dial�no� koordinaty r, D2 — ko	fficient diffuzii hiwnika

vdol� koordinaty r. Esli diffuzi� otsutstvuet, to D1 = D2 =
= 0, i sistema stanovits� toqeqno�.

V zavisimosti ot vida funkci� P (C1, C2), Q(C1, C2) i ko-
	fficientov diffuzii D1, D2 v rassmatrivaemo� sisteme mo-
gut voznikat� vozmuweni�, rasprostran��wies� v vide beguwe-
go impul�sa, sto�qie volny, sinhronnye avtokolebani� raznyh

	lementov vo vsem prostranstve i t.p.
Ostanovims� na vli�nii prostranstvennogo raspredeleni�

dvuh vidov na harakter ih povedeni�. Rassmotrim model� ti-
pa ”hiwnik — �ertva”. Dl� prostoty budem sqitat�, qto mi-
graci�, kak hiwnikov, tak i �ertv nosit harakter sluqa�nyh

blu�dani� (tipa diffuzii). Togda povedenie sistemy mo�no

opisat� pri pomowi differencial�nyh uravneni� paraboli-
qeskogo tipa [98]:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂C1

∂t
= α1C1 − α12C1C2 + D1

∂2C1

∂r2
,

∂C2

∂t
= α21C1C2 − α2C2 + D2

∂2C2

∂r2
.

(1.1)

Zdes� C1(r, t), C2(r, t) — plotnosti popul�ci� �ertv i hiw-
nikov; D1, D2 — sootvetstvu�wie ko	fficienty diffuzii,
α1, α2, α12, α21 — polo�itel�nye posto�nnye. Dinamika popu-
l�ci� opredel�ets� dvum� tipami processov: vzaimode�stviem

komponentov i ih prostranstvennym peremeweniem. Periodi-
qeskie i asimptotiqeskie rexeni� sistemy (1.1) byli izuqeny

Qou i Tammom [128].
Issledovanie sistemy (1.1) uprowaets�, esli predpolo-

�it�, qto D1 = 0 (t.e. migraci� �ertv otsutstvuet). 
tot
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sluqa� sootvetstvuet real�no� situacii, kogda podvi�nost�

�ertv suwestvenno men�xe podvi�nosti hiwnikov [101].
Vved� novye peremennye

C1 =
α2

α21
ϕ1, C2 =

α1

α12
ϕ2, (1.2)

uravneni� dl� prostranstvenno� modeli ”hiwnik — �ertva”
bez migracii �ertv mo�no zapisat� v vide⎧⎪⎨⎪⎩

∂ϕ1

∂t
=α1ϕ1(1 − ϕ2),

∂ϕ2

∂t
=α2ϕ2(ϕ1 − 1) + D2

∂2ϕ2

∂r2
.

(1.3)

Integriru� pervoe uravnenie sistemy (1.3), nahodim

ϕ1(t, r) = f1(r) exp
(

α1t − α1

∫ t

0

ϕ2(τ, r) dτ

)
, (1.4)

gde f1(r) — naqal�noe raspredelenie �ertv.
Sledu� [101], mo�no na�ti asimptotiqeskoe rexenie siste-

my uravneni� (1.3) v vide volny, rasprostran��we�s� so sko-
rost�� ν. Dl� 	togo vvedem tak nazyvaemu� avtomodel�nu�

peremennu�: z = r−νt, gde ν — skorost� rasprostraneni� ”vol-
ny”.

Primem naqal�noe raspredelenie �ertv v vide

f1(r) = ae−b|r|, a, b > 0.

Togda dl� funkcii ϕ1(t, r) imeem vyra�enie

ϕ1(t, r) = a exp
(
−b
(
r − α1

b
t
)

+
α1

ν

∫ r

z

ϕ2

(
r − z′

ν
, r

)
dz′
)

, (1.5)

a dl� ϕ2(t, r) — integro-differencial�noe uravnenie

∂ϕ2

∂t
= D2

∂2ϕ2

∂r2
− α2ϕ2+

+aα2ϕ2 exp
(
−b
(
r − α1

b
t
)

+
α1

ν

∫ r

z

ϕ2

(
r − z′

ν
, r

)
dz′
)

.

(1.6)
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Asimptotiqeskie rexeni� v vide volny, rasprostran��we�s�

so skorost�� ν, ots�da mo�no poluqit� lix� polo�iv ν = α1/b.
Pust� funkcii θ1(z) i θ2(z) �vl��ts� asimptotiqeskimi re-

xeni�mi zadaqi, t.e. ϕ1(r, t) → θ1(z), ϕ2(r, t) → θ2(z) pri t → ∞
i r → ∞. Pri bol�xih z uravneni� (1.5), (1.6) mo�no pribli-
�enno zapisat� v vide

θ1(z) = ae−bz, (1.7)

D2θ
′′
2 + νθ′2 − α2θ2

(
1 − ae−bz

)
= 0.

Vved� oboznaqeni�

k =
2
b

√
α2

D2
, μ = − 2ν

bD2

i peremennu� η = (2/b)
√

aα2/D2 exp(−bz/2), poluqim uravnenie

η2 d2θ2

dη2
+ μη

dθ2

dη
+ (η2 − k2)θ2 = 0. (1.8)

Esli μ = 1, to uravnenie (1.8) sovpadaet s uravneniem Bessel�,
i ego rexenie imeet vid θ2(η) = kIk(η), gde Ik(η) — funkci� Bes-
sel� pervogo roda k-go por�dka [74]. Dl� bol�xih z mo�no vos-
pol�zovat�s� asimptotiqeskim vyra�eniem funkcii Bessel�:

θ2(z) =
k

Γ(k + 1)

( aα2

b2k2

)k/2

exp
(
−
√

α2

k2
z

)
. (1.9)

Zdes� Γ — gamma-funkci� (Γ(x) =
∫∞
0

tx−1e−t dt). Vyra�eni�

(1.7), (1.9) opredel��t pribli�ennoe asimptotiqeskoe rexenie,
ime�wee vid volny �ertv i hiwnikov, rasprostran��we�s� v

prostranstve so skorost�� ν. Na risunke 1.4 predstavleno ras-
predelenie vdol� radial�no� koordinaty r plotnoste� popu-
l�ci� �ertv ϕ1 i hiwnikov ϕ2 v fiksirovanny� moment vreme-
ni — ”volna pogoni i begstva”, kak ee nazyvali Qou i Tam [128].
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Risunok 1.5 ill�striruet formirovanie voln hiwnika v raz-
liqnye momenty vremeni v sluqae malo� podvi�nosti �ertv.

Ris. 1.4. Ris. 1.5.

Nesmotr� na to, qto v prirode oqen� xiroko rasprostra-
neny razliqnye mehanizmy regul�cii, sv�zannye s prostran-
stvennym raspredeleniem organizmov, i, po mneni� 	kologov

(sm. [109]), voobwe ne suwestvuet prostranstvenno odnorodnyh

soobwestv, v matematiqesko� 	kologii razrabotano oqen� malo

modele� takogo tipa. 
to sv�zano, po-vidimomu, s vozrastaniem

qisto matematiqeskih trudnoste�. Analogiqna� situaci� ime-
et mesto, naprimer, v mehanike sploxnyh sred, gde, nesmotr�

na solidnu� istori� samo� nauki, zadaqi gidrodinamiqesko�

usto�qivosti [22] (kstati, formal�no ves�ma shodnye s naximi

zadaqami) naqali rassmatrivat�s� sravnitel�no nedavno [105].

§ 2. Primery issledovani� usto�qivosti

pri naliqii diffuzii

Kak u�e govorilos�, migraci� osobe� na ploskosti mo�no

opisat� v terminah diffuzionnyh uravneni�

∂Nj

∂t
= fj(N1, . . . , Nn) + DjΔNj , j = 1, . . . , n. (2.1)

Zdes� Nj = Nj(x, y, t) — plotnosti osobe� v toqke (x, y) (ras-
smatrivaets� dvumerny� areal) v moment vremeni t, Dj > 0 —
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ko	fficienty diffuzii, Δ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 — operator Laplasa,
funkcii fj(N1, . . . , Nn), harakterizu�wie vzaimode�stvie vi-
dov, nepreryvny i ime�t nepreryvnye qastnye proizvodnye

pri vseh Nj ≥ 0 (v neotricatel�nom ortante).
Esli predpolo�it�, qto suwestvuet odnorodnoe po pro-

stranstvu stacionarnoe rexenie sistemy (2.1), to ono dol�no

udovletvor�t� uravneni�m

fj(N̄1, . . . , N̄n) = 0, j = 1, . . . , n.

Dl� issledovani� usto�qivosti polo�eni� ravnovesi� N̄ =
= (N̄1, . . . , N̄n)∗ linearizuem sistemu (2.1) v okrestnosti 	to�

toqki:
∂ξj

∂t
=

n∑
s=1

ajsξs + DjΔξj , j = 1, . . . , n. (2.2)

Zdes� ξj = ξj(x, y, t) = Nj(x, y, t) − N̄j , ajs = ∂fj/∂Ns

∣∣
N̄

.
Mnogie line�nye odnorodnye uravneni� i sistemy urav-

neni� s qastnymi proizvodnymi, v qislo kotoryh vhod�t va�-
ne�xie uravneni� matematiqesko� fiziki, naprimer, uravne-
nie teploprovodnosti, volnovoe uravnenie i t.p., dopuska�t

rexeni� vida

ξj(x, y, t) = ξ̃j exp[i(k1x + k2y) + κt], (2.3)

gde ξ̃j — amplituda, k1 i k2 — volnovye qisla, κ — kompleksna�

qastota, i — mnima� edinica [35]. Taka� forma rexeni� poz-
vol�et udovletvorit� dostatoqno xirokomu klassu naqal�nyh

uslovi� (vse funkcii, razlo�imye v r�d Fur�e). Fiziqeski re-
xenie (2.3) obyqno interpretiruets� kak ploska� volna qasto-
ty κ, rasprostran��wa�s� v napravlenii vektora k = (k1, k2)∗

s dlino� volny λ = 2π/|k|.
Podstavl�� (2.3) v (2.2), poluqim sistemu

n∑
s=1

[
ajs − (κ + Djk2)δjs

]
ξ̃s = 0, j = 1, . . . , n, (2.4)
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gde

k2 = k2
1 + k2

2, δjs =

{
1 pri j = s,

0 pri j �= s.

Nulevoe rexenie sistemy (2.2) asimptotiqeski usto�qivo

togda i tol�ko togda, kogda Re κ < 0 [35]. S drugo� storony, kak

sleduet iz (2.4), znaqeni� κ dol�ny byt� sobstvennymi qisla-
mi matricy Ã = (ajs − Djk2δjs)n

j,s=1, tak qto problema usto�-
qivosti ravnovesi� po otnoxeni� k vozmuweni�m tipa (2.3)
(ih ewe nazyva�t normal�nymi vozmuweni�mi) svodits� k na-
ho�deni� 	tih sobstvennyh qisel. Problema �e usto�qivosti

ravnovesi� v ka�do� toqke prostranstva v otsutstvie diffu-
zii — inymi slovami, lokal�no� usto�qivosti — sv�zana s

analizom sobstvennyh qisel matricy A = (ajs)n
j,s=1.

Pust� vse sobstvennye qisla matricy A ime�t otrica-
tel�ne vewestvennye qasti, t.e. v otsutstvie diffuzii ravno-
vesie N̄ asimptotiqeski usto�qivo. No esli Dj �= 0, to vpolne

vero�tno, qto pri opredelennyh znaqeni�h volnovogo qisla |k|
u matricy Ã mo�et po�vit�s� sobstvennoe qislo s polo�itel�-
no� vewestvenno� qast��, i amplituda vozmuweni� s 	timi

volnovymi qislami budet vozrastat�, t.e. vozniknet tipiqnoe

�vlenie neusto�qivosti. Neusto�qivost� takogo tipa my budem

nazyvat� diffuzionno�. Vpolne vozmo�en i obratny� 	ffekt,
kogda diffuzi� stabiliziruet sistemu, i lokal�no neusto�-
qivoe ravnovesie pod vli�niem diffuzionnogo peremexivani�

stanovits� diffuzionno usto�qivym (t.e. po otnoxeni� k voz-
muweni�m s opredelennymi volnovymi qislami).

Predpolo�im, qto vse vidy v soobwestve ime�t odinako-
vye harakteristiki podvi�nosti, t.e. Dj = D. Togda esli

λj — sobstvennye znaqeni� matricy A, a κj — matricy Ã, to

λj = κj + Dk2, j = 1, . . . , n.
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Sledovatel�no, esli vse Reλj < 0, to Re κj < 0 i podav-
no, t.e. esli ravnovesie lokal�no usto�qivo, to diffuzionnoe

peremexivanie lix� povyxaet usto�qivost� 	togo ravnovesi�.
Pust� teper� nekotoroe λp imeet Re λp = ζp > 0, t.e. lo-

kal�noe ravnovesie neusto�qivo. Esli pri 	tom

ζp = max
j=1,... ,n

Re λj ,

to, oqevidno, 	to ravnovesie budet usto�qivym (diffuzionno)
po otnoxeni� k prostranstvennym vozmuweni�m s volnovymi

qislami |k| >
√

ζp/D. Takim obrazom, naibolee 	ffektiv-
no diffuzi� ”gasit” korotkoperiodiqeskie prostranstvennye

vozmuweni�.
A. T��ring v 1952 godu pokazal [48] dl� biohimiqeskih si-

stem, qto periodiqeskoe v prostranstve i stacionarnoe vo vre-
meni raspredelenie koncentraci� mo�et ustanovit�s� i v per-
vonaqal�no odnorodno� sisteme, v kotoro� himiqeskie reakcii

soqeta�ts� s diffuzie�.
Pust� ime�ts� dva vewestva s koncentraci�mi C1 i C2.

V odnomernom sluqae sistema uravneni�, opisyva�wa� izme-
nenie 	tih koncentraci�, imeet vid [48]⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂C1

∂t
=f1(C1, C2) + D1

∂2C1

∂r2
,

∂C2

∂t
=f2(C1, C2) + D2

∂2C2

∂r2
.

(2.5)

Zdes� D1 i D2 — ko	fficienty diffuzii vdol� koordinaty

r, funkcii f1(C1, C2) i f2(C1, C2) nepreryvno differenciruemy

pri vseh C1 ≥ 0, C2 ≥ 0.
Dl� otrezka (0, l) s nepronicaemymi stenkami kraevye

uslovi� mo�no zapisat� v sledu�we� forme

∂C1

∂r
(0, t) =

∂C2

∂r
(0, t) =

∂C1

∂r
(l, t) =

∂C2

∂r
(l, t) = 0.
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A v sluqae kol�ca C1(0, t) = C1(l, t), C2(0, t) = C2(l, t),

∂C1

∂r
(0, t) =

∂C1

∂r
(l, t),

∂C2

∂r
(0, t) =

∂C2

∂r
(l, t).

Pust� sistema (2.5) imeet odnorodnoe po prostranstvu sta-
cionarnoe sosto�nie (C10, C20)∗. Issleduem ego usto�qivost�.
Dl� 	togo zapixem linearizovannu� otnositel�no otkloneni�

u = C1 − C10, w = C2 − C20 sistemu⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂u

∂t
=au + bw + D1

∂2u

∂r2
,

∂w

∂t
=cu + dw + D2

∂2w

∂r2
,

(2.6)

gde

a =
∂f1(C10, C20)

∂C1
, b =

∂f1(C10, C20)
∂C2

,

c =
∂f2(C10, C20)

∂C1
, d =

∂f2(C10, C20)
∂C2

.

Budem iskat� rexenie sistemy (2.6) v vide

u = Aept · eikr, w = Bept · eikr, (2.7)

gde A,B, p, k — nekotorye posto�nnye. Podstanovka (2.7) v (2.6)
privodit k harakteristiqeskomu uravneni�

(p − a + k2D1)(p − d + k2D2) − bc = 0.

Usto�qivost� stacionarnogo sosto�ni� (C10, C20)∗ zavisit ot

znaka p.
Rassmotrim variant, kogda v otsutstvie diffuzii (pri

D1 = D2 = 0), sistema usto�qiva. V 	tom sluqae

σ0 = a + d < 0, Δ0 = ad − bc > 0. (2.8)
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Pust� teper� D1 �= 0, D2 �= 0. Vvedem oboznaqenie z = k2.
Togda p =

(
σ ±√σ2 − 4Δ(z)

)
/2, gde

σ = a + d − (D1 + D2)z, Δ(z) = Δ0 − (aD2 + dD1)z + D1D2z
2.

Nas interesu�t uslovi�, pri vypolnenii kotoryh naliqie

diffuzii privedet k neusto�qivosti. Esli spravedlivy nera-
venstva (2.8), to 	togo mo�no dostiq� tol�ko v sluqae, kogda

suwestvuet ẑ > 0 takoe, qto Δ(ẑ) < 0. Poluqaem, qto ẑ dol�no

nahodit�s� me�du veliqinami z1 i z2:

z1,2 =
aD2 + dD1 ±

√
(aD2 + dD1)2 − 4D1D2Δ0

2D1D2
,

�vl��wimis� korn�mi uravneni� Δ(z) = 0.
Takim obrazom, dl� neusto�qivosti neobhodimo i dosta-

toqno, qtoby vypoln�lis� sledu�wie neravenstva:
1) aD2 + dD1 > 0;
2) (aD2 + dD1)2 > 4D1D2Δ0.
Esli parametry a, b, c, d,D1, D2 udovletvor��t 	tim uslo-

vim, to amplitudy prostranstvennyh garmonik s volnovymi

qislami, le�awimi v intervale (z1, z2), budut 	ksponencial�no

narastat� v okrestnosti polo�eni� ravnovesi� (C10, C20)∗. Ta-
kim obrazom, v sisteme, dl� kotoro� v otsutstvie diffuzii od-
norodnoe stacionarnoe sosto�nie usto�qivo, pri naliqii dif-
fuzii dvuh vewestv ono mo�et stat� neusto�qivym. Zametim,
qto pri dostatoqno blizkih znaqeni�h D1 i D2 diffuzionna�

neusto�qivost� ne voznikaet.

Dalee v nasto�we� glave izlo�ennye v pervyh dvuh para-
grafah obwie metody i rezul�taty budut primen�t�s� dl� po-
stroeni� i issledovani� matematiqeskih modele�, opisyva�-
wih dinamiku popul�ci� murav�ev i stadno� saranqi.
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§ 3. Matematiqeskoe opisanie stadno� saranqi

3.1. Pustynna� saranqa. Privedem nekotorye svedeni�

o pustynno� saranqe [107]. Pustynna� saranqa (sm. ris. 3.1)
suwestvuet v dvuh fazah — odinoqno� i stadno�. Odinoqna�

saranqa obyqno ne predstavl�et ser�ezno� opasnosti. Ona mo-
�et prevrawat�s� v stadnu�, esli ee skuqennost� prevyxaet

nekotory� predel. Suwestvovanie odinoqno� fazy obespeqi-
vaet vy�ivanie vida v te periody, kogda net uslovi� dl� ob-
razovani� sta� stadno� saranqi. Kogda mnogoqislennye stai

saranqi zahvatyva�t bol�xu� territori�, govor�t o naxe-
stvii pustynno� saranqi.

Ris. 3.1. Pustynna� saranqa.

Bedstvie naqinaets� posle livnevyh do�de� nad pustyn-
nymi ra�onami, takimi kak ��na� Aravi�, esli pered 	tim

imelos� dostatoqno mnogo osobe� saranqi. Massovoe razmno-
�enie proishodit lix� posle do�de� v pustyne, qto byvaet

dovol�no redko.
Posle do�d� stai saranqi v ogromnom koliqestve otkla-

dyva�t ��ca v pesqany� grunt na glubinu okolo 15 sm, i esli

��ca osta�ts� vla�nymi, novoe pokolenie saranqi otro�daet-
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s� priblizitel�no qerez tri nedeli. Esli do�di ne prinesut

neobhodimogo koliqestva vlagi, to ��ca vysohnut i budut osta-
vat�s� v peske, poka ne pro�det dostatoqno sil�ny� do�d�.

Po�vl��wies� na svet nasekomye maly, beskryly i nazy-
va�ts� liqinkami. Oni sobira�ts� v kaliguly i naqina�t

dvigat�s� vpered, posto�nno men�� liderov — v pervye r�dy

vse vrem� vyhod�t liqinki so sve�imi silami, osobenno es-
li peredovye ostanavliva�ts� kormit�s�. Saranqa po�iraet

poqti vse s�edobnoe, qto popadaets� na puti kaliguly.

Primerno qerez xest� nedel� pustynna� saranqa dostigaet

stadii vzroslyh krylatyh nasekomyh. Teper�, esli temperatu-
ra vozduha dostatoqno vysoka, ona dnem letit, a po noqam opus-
kaets� na zeml�. Bol�xa� sta� mo�et pokryt� territori� v

neskol�ko kvadratnyh mil� i uniqto�it� koliqestvo piwi, do-
statoqnoe, qtoby prokormit� 100 000 qelovek.

Razruxitel�na� sila stai saranqi izvestna so vremen na-
qala civilizacii, i u�e v Vethom zavete nahodim nekotorye

svedeni� o ne�. Tam, naprimer, govorits�, qto, v otliqie ot

murav�ev i pqel, u saranqi ”net car�, no vystupaet ona vs�

stro�no” (”Kniga pritqe� Solomonovyh”, gl. 30, stih 27), i

otmeqaets�, qto saranqa sidit vo vrem� holoda i razletaets�,
kogda vzo�det solnce (”Kniga proroka Nauma”, gl. 3, stih 17).


kologi sqitali, qto saranqa sobiraets� v stai pod vli�-
niem osobennoste� rel�efa ili raspredeleni� rastitel�nosti.
Esli 	to tak, to priletevxie ranee osobi dol�ny ostavat�s�

na meste i �dat�, kogda pribudut ostal�nye, qtoby uveliqit�

qislennost� stai. Fakty, kotorye podtver�dali by tako� ha-
rakter povedeni�, otsutstvu�t. Naoborot, izvestno, qto saran-
qa letit iz mestnosti, bogato� kormom, v pustyn�, esli veter

neset ee v 	tom napravlenii.
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Stai saranqi let�t po vetru, i otkloneni� ot takogo harak-
tera povedeni� le�at v predelah toqnosti, s kotoro� izvestno

napravlenie vetra v oblasti, zan�to� stae�. Vrem�, kogda sta�

podnimaets� utrom i opuskaets� veqerom, obyqno trudno usta-
novit� toqno. Neopredelennost� vremeni prileta ewe bolee

uveliqivaets�, tak kak pod stae� obyqno imeets� u�e bol�xoe

koliqestvo sevxe� saranqi.

Ris. 3.2.

Risunok 3.2 ill�striruet raspredelenie pustynno� sa-
ranqi v stae, nesomo� vetrom. 
ti nasekomye ime�t tendenci�

opuskat�s� v peredne� qasti stai, gde ee plotnost� maksimal�-
na, i vzletat�, kogda nad nimi okazyvaets� malo osobe� [107].
V stae nabl�daets� cirkul�cionnoe dvi�enie, tak kak naseko-
mye, let�wie na bol�xe� vysote, dvi�uts� bystree iz-za uve-
liqeni� skorosti vetra s vysoto�, a tak�e v silu prisuwe�

saranqe tendencii letet� protiv vetra, kogda ona nahodits�

vblizi zemli. Po	tomu koncentraci� saranqi v peredne� qasti

stai uveliqivaets� (ris. 3.2), i plotnost� vozduha mo�et voz-
rasti nastol�ko, qto vozniknet napravlennoe vniz teqenie, ko-
toroe zastavit osobe�, nahod�wihs� vblizi poverhnosti, sest�

iz-za vysoko� skuqennosti. Pri 	tom skorost� prodvi�eni�

fronta ubyvaet. Otstavxie osobi vzleta�t, kogda nebo nad ni-
mi pro�sn�ets�, i mogut dognat� sta�, vozmo�no, potomu, qto

pri �sno� pogode vozduh sil�nee progrevaets� i podnimaet ih

na vysotu, kotora� bol�xe vysoty poleta vse� stai.
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Nabl�deni� pokazyva�t, qto esli gruppa saranqi okazy-
vaets� na granice stai i ee dvi�enie napravleno ot stai v

svobodnoe prostranstvo, to ona povoraqivaet nazad i letit

v napravlenii povyxeni� koncentracii. 
tot ”skin-	ffekt”
ne poho� na poverhnostnoe nat��enie, kotoroe vsegda stremit-
s� umen�xit� poverhnost� �idkogo ob�ema. Esli nishod�wi�

potok obrazuet v seredine bol�xo� stai dyru, to osobi, oka-
zavxies� na granice dyry, budut letet� ot nee, uveliqiva�

ee razmery, i 	to v konce koncov privedet k razdeleni� stai.
Odnako 	tot mehanizm prep�tstvuet poletu nasekomyh v slu-
qa�nyh napravleni�h, qto moglo by privesti k rasseivani�

stai za sqet medlennogo umen�xeni� ee koncentracii po kra�m.
Sta� nazyvaets� plotno�, esli na 1 m

3
zanimaemogo e� ob�ema

prihodits� bolee odno� osobi ili esli nad 1 m
2

poverhnosti

zemli nahodits� bolee 100 nasekomyh.

Raznye vidy saranqi otliqa�ts� tem, qto strem�ts� libo

ostavat�s� na bolee ili menee posto�nno� vysote, libo letet�

kak mo�no ni�e. Popada� v sil�nye konvektivnye potoki, za-
hvatyva�wie gluboki� slo�, saranqa unosits� vverh celymi

kolonnami, no ona qasto mo�et opuskat�s� na ni�ni� uroven�,
sohran�� vysoku� koncentraci�. Saranqa ne nabl�daets� vy-
xe urovne�, na kotorye podnimaets� vozduh pri teplovo� kon-
vekcii; kogda konvekcii net, ona letit, ostava�s� vblizi po-
verhnosti. Pod de�stviem raznosti temperatur v razliqnyh

toqkah poverhnosti zemli v pripoverhnostnom sloe ustanavli-
vaets� nekotory� profil� skoroste� vetra. Ispol�zu� uravne-
ni� teplovo� konvekcii [35], mo�no vyvesti formulu dl� pro-
fil� skoroste� pripoverhnostnogo vetra.

Sta� mo�et razdelit�s�, esli nesuwi� ee vozduxny� potok

obtekaet goru, ne perevaliva� qerez verxinu, i soedinit�s�

vnov� za otdel�no sto�we� goro�. Stai saranqi nikogda ne pe-
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releta�t qerez gory, esli vozduh ne peretekaet qerez ih verxi-
ny. Esli s odno� storony gory imeet mesto konvergenci�, kak,
naprimer, na vostoqnyh sklonah 
ritre�skih gor (
ritre� —
avtonomny� ra�on 
fiopii na pobere��e Krasnogo mor�), to

stai koncentriru�ts� u sklona gory, tak kak saranqa izbegaet

udal�t�s� ot poverhnosti zemli (ris. 3.3).

Ris. 3.3.

Inogda stai saranqi sobira�ts� v zone livne� na sklone

gornogo hrebta. Oni stara�ts� ne popast� vnutr� do�devogo

oblaka ili v slo�, le�awi� pod sloem inversii [107].

Vetry, du�wie s Krasnogo mor�, qasto prinos�t v 
rit-
re� do�di, i v 	tih sluqa�h saranqa staraets�, naskol�ko 	to

vozmo�no, ne popadat� v oblaka, raspolaga�wies� nad zono�

vetra, du�wego vverh po sklonu. Neredko oblaqny� slo� naho-
dits� pod usto�qivym sloem, kotory� pri do�de ne tak sil�no

vyra�en. Nad verxinami gor mo�et buxevat� xtorm, i, popav

v vozduxny� potok, saranqa mo�et okazat�s� v 	to� opasno�

zone.

Poka ne�sno, qto zastavl�et saranqu soprotivl�t�s� uno-
su vverh, no mo�no vyskazat� r�d predpolo�eni�: mo�et byt�,
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	to potrebnost� videt� pod sobo� zeml� ili quvstvovat� dvi-
�enie otnositel�no nee, mo�et byt�, — stremlenie izbegat�

nizkih temperatur, harakternyh dl� bol�xih vysot. Pereme-
wenie vniz mo�et osuwestvl�t�s� namerenno za sqet raboty

kryl��mi, esli saranqa popadaet v voshod�wi� potok, ili v

rezul�tate instinktivnogo skladyvani� kryl�ev, kogda tempe-
ratura opuskaets� do urovn�, pri kotorom saranqa ne vzletaet

s zemli. S matematiqesko� toqki zreni� 	ti mehanizmy mo�no

modelirovat�, rassmatriva� dvi�enie qastic, snosimyh gori-
zontal�no� sostavl��we� vozduxnogo potoka i ime�wih kom-
ponentu skorosti, napravlennu� vniz i �vl��wu�s� prosto�

funkcie� vysoty nad urovnem zemli (ili nad urovnem, na ko-
torom dol�en proishodit� polet) ili funkcie� vertikal�no�

(napravlenno� vverh) sostavl��we� skorosti vozduxnogo po-
toka. Pri pod�eme teplogo vozduha v holodnyh frontah mo-
gut koncentrirovat�s� nasekomye, rasse�nnye na bol�xo� plo-
wadi.

Skorost� izmeneni� koncentracii nasekomyh (C), sledu�-
wih za nasekomymi, kotorye let�t so skorost�� v otnositel�-
no vozduha, dvi�uwegos� v svo� oqered� otnositel�no zemli

so skorost�� u, pri divu = 0, ravna [107]

dC

dt
=

∂C

∂t
+ (v + u) · gradC =

∂C

∂t
+ divC(v + u) − C divv. (3.1)

Nado zametit�, qto malomasxtabnye obrazovani�, takie

kak atmosfernye fronty, mogut sozdavat� i podder�ivat�

oqen� vysokie koncentracii saranqi. Nekotorye prostye vy-
qisleni� pokazali [107], qto i pri krupnomasxtabnyh dvi�eni-
�h koncentraci� osobe�, uvlekaemyh tol�ko gorizontal�nymi

potokami vozduha, za neskol�ko dne� mo�et vozrasti v tys�qu

raz.
Toqno tak �e i dal�nie ”migracii” pustynno� saranqi,

pri kotoryh ona preodolevaet bol�xie rassto�ni�, slu�at to�
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�e celi — peremeweni� sta� v zony, gde nad pustyne� proli-
va�ts� do�di, obespeqiva�wie prodol�enie ee roda.

Takie do�di oqen� neregul�rny. Odnako pustynna� saran-
qa v processe 	vol�cii vyrabotala priemy poleta, kotorye

pozvol��t e� ispol�zovat� ”sluqa�nye” i redkie do�di.
Tot fakt, qto pustynna� saranqa suwestvuet v dvuh fa-

zah, poslu�il osnovaniem dl� predstavleni� o nih, kak o dvuh

raznyh vidah, i nekotoroe vrem� mexal zametit� sv�z� me�du

odinoqno� saranqo� i obrazovaniem sta�nyh popul�ci�. Pro-
dol�enie roda mnogih nasekomyh poqti polnost�� zavisit ot

vozmo�nosti sobrat�s� v sta�. Vid, rasprostran��wi�s� uka-
zannym sposobom, okazyvaets� horoxo zawiwennym i ot qelo-
veka, i ot hiwnikov.

3.2. Matematiqeska� model� poleta stadno� saranqi.
V rabote [49] predlo�ena matematiqeska� model� poleta stad-
no� saranqi. Bylo pokazano, qto polet stadno� saranqi pri

r�de dopuweni�, otra�a�wih osnovnye osobennosti povede-
ni� takih popul�ci�, mo�no opisat� uedinenno� popul�cion-
no� volno�. Poluqeno analitiqeskoe rexenie modeli, pozvo-
livxee opredelit� zavisimost� skorosti i struktury volny

saranqi ot upravl��wih parametrov (naqal�no� koncentra-
cii kormovo� bazy, harakternyh vremen kinetiqeskih proces-
sov razviti� popul�cii).

Sistemu nestacionarnyh uravneni�, opisyva�wih v odno-
merno� postanovke izmenenie koncentraci� saranqi (C) i kor-
movo� bazy (R), mo�no zapisat� v vide⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂C

∂t
=

∂

∂x

(
μ

∂C

∂x

)
+
(
τ−1
c − τ−1

e

)
C,

∂R

∂t
= − τ−1

f C,

(3.2)

gde t — vrem�, x — prostranstvenna� koordinata, τf — harak-
ternoe vrem� uniqto�eni� kormovo� bazy, τe — harakternoe
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vrem� �izni osobe� popul�cii, τc — harakternoe vrem� popol-
neni� popul�cii za sqet stremleni� osobe� saranqi k ob�edi-
neni� v sta�, μ — ko	fficient podvi�nosti saranqi [49]. Bu-
dem sqitat� τf , τe, τc posto�nnymi veliqinami. Sleduet otme-
tit�, qto v dannom sluqae v sisteme (3.2) net slagaemogo, soot-
vetstvu�wego razmno�eni� osobe�, tak kak saranqa vo vrem�

poleta ne razmno�aets�; ona mo�et lix� otkladyvat� ��ca, ko-
torye sohran��ts� v zemle tri sezona. 
to slagaemoe zamen�-
ets� slagaemym 1/τc, uqityva�wim �rko vyra�ennoe stremle-
nie saranqi k ob�edineni� v sta� v uslovi�h nedostatka piwi.
Harakternoe vrem� �izni τe v (3.2) v dannom sluqae ne est� fi-
ziologiqeskoe vrem� �izni, tak kak prodol�itel�nost� �izni

odnogo pokoleni� nasekomyh dlits� ot ��ca do ��ca, a opre-
del�ets� gibel�� saranqi za sqet vli�ni� neblagopri�tnyh

faktorov, v tom qisle vragov, naprimer ptic. Ko	fficient po-
dvi�nosti osobe� saranqi μ zavisit ot naliqi� kormovo� bazy

i, qto suwestvenno, rezko (sm., naprimer, [72]) vozrastaet pri

umen�xenii koncentracii kormovo� bazy. Takoe povedenie sa-
ranqi mo�no opisat� obratno proporcional�no� zavisimost��

μ =
μ0KR

R
, (3.3)

gde KR — ediniqna� koncentraci� kormovo� bazy, μ0 — ko-
	fficient podvi�nosti pri ediniqno� koncentracii kormovo�

bazy. Posto�nnye v formulah (3.2), (3.3), oqevidno, zavis�t ot

vida saranqi, a tak�e ot temperatury kak parametra.

Vvedem volnovu� koordinatu z = ut − x, gde u — skorost�

rasprostraneni� volny, a tak�e bezrazmernye peremennye i

parametry

r =
R

KR
, n =

C

KR
, ζ = z

√
τ0μ0, w = u

√
τ0

μ0
, ε =

τ0

τf
, τ0 =

τcτe

τe − τc
.
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Togda sistema (3.2), s uqetom (3.3), prinimaet sledu�wi� vid⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
w

dn

dζ
=

d

dζ

(
1
r

dn

dζ

)
+ n,

w
dr

dζ
=εn.

(3.4)

Integriru� pervoe uravnenie sistemy (3.4) i uqityva�

graniqnye uslovi� n = 0, dn/dζ = 0 pri r = rn (naqal�na�

koncentraci� kormovo� bazy), imeem

dn

dζ
= κw

(
n − rn − r

ε

)
,

gde κ — posto�nna� integrirovani�.
Sistema (3.4) issledovana kak qislenno, tak i analitiqe-

ski v [49]. Pokazano, qto profili koncentracii popul�cii su-
westvenno zavis�t ot parametra ε, harakterizu�wego kineti-
qeskie processy. V qastnosti, qem men�xe ε, naprimer, men�-
xe skorost� uniqto�eni� kormovo� bazy, tem bol�xe koncen-
traci� osobe� saranqi v volne pri odinakovom znaqenii rn

(ris. 3.4).

Ris. 3.4. Profili koncentraci� v popul�cii saranqi.
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3.3. Raspredelenie osobe� v prizemnom sloe v uslovi-
�h neizotermiqnosti. Kak skazano vyxe, pripoverhnostny�

veter perenosit saranqu, po	tomu nado govorit� ne tol�ko o

diffuzionnom perenose saranqi, no i o konvektivnom ee pere-
nose (makroperenose).

Primem sledu�wie dopuweni�:
1) processy teqeni� sredy i diffuzionnogo massoobmena

osobe� stacionarny,
2) fiziqeskie svo�stva atmosfery posto�nny, za iskl�qe-

niem slabo� zavisimosti plotnosti ot temperatury,
3) koncentraci� osobe� na vhode (x = 0) posto�nna po seqe-

ni� i ravna C0,
4) teqenie vdol� poverhnosti zemli stabilizirovannoe i

profil� skorosti zadan,
5) na poverhnosti zemli podder�iva�ts� zadannye koncen-

tracii ili potoki osobe�, peremennye ili posto�nnye vdol�

prodol�no� osi,
6) budem prenebregat� diffuzie� osobe� vdol� prodol�no�

osi po sravneni� s konvektivnym perenosom,
7) v dvi�uwe�s� popul�cii, kotoru� tak�e budem nazyvat�

�idkost��, otsutstvu�t istoqniki obrazovani� osobe�.
Rassmotrim ploski� gorizontal�ny� slo�, v kotorom tem-

peratura zavisit tol�ko ot prostranstvenno� koordinaty i ne

men�ets� so vremenem (T = T (x), priqem x ∈ [0, L], T (0) = T0,
T (L) = T1).

Uravnenie 	nergii imeet oqen� prosto� vid [35]

d2T

dx2
= 0. (3.5)

Ego rexenie

T (x) = T0 +
x

L
(T1 − T0). (3.6)
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Inogda voznikaet neodnorodnost� temperatury po slo�.
Ona vli�et na neodnorodnost� plotnosti �, i v srede (�idko-
sti) v pole sily t��esti voznika�t termokonvektivnye teqe-
ni�. Pri issledovanii konvektivnyh teqeni� ishod�t iz urav-
neni� teplovo� konvekcii v pribli�enii Bussineska [35]. Os-
novnym punktom v 	tom pribli�enii �vl�ets� predpolo�enie

o tom, qto neodnorodnosti plotnosti, vyzvannye neodnorod-
nost�mi davleni� p, maly i imi mo�no prenebreq�. Qto �e

kasaets� neodnorodnoste� plotnosti, vyzvannyh neodnorodno-
st�mi temperatury (teplovoe rasxirenie), to imenno oni i

privod�t k vozniknoveni� konvekcii. Neodnorodnosti plot-
nosti, odnako, to�e predpolaga�ts� malymi po sravneni� so

sredne� plotnost�� �0. Razlo�enie uravneni� sosto�ni� sre-
dy � = �(T, p) v 	tom sluqae uprowaets� i imeet vid [35]:
� = �0(1−β(T − T̂ )), gde β = − 1


0

(
∂

∂T

)
p

— ko	fficient teplovo-

go rasxireni�, T̂ — srednee znaqenie temperatury. Poluqaem

sistemu uravneni� v pribli�enii Bussineska [35]

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂w
∂t

+ (w∇)w = − 1
�
∇p + νΔw + gβTγγγ,

∂T

∂t
+ w∇T =χΔT,

divw =0.

(3.7)

Zdes� w — skorost� sredy, p — konvektivna� dobavka k gidro-
statiqeskomu davleni�, � — plotnost� sredy, g — uskorenie

sily t��esti, γγγ — ediniqny� vektor, napravlenny� po verti-
kali vverh, ν i χ — ko	fficienty kinematiqesko� v�zkosti i

temperaturoprovodnosti. Poslednee slagaemoe v pervom urav-
nenii sistemy (3.7) vyra�aet pod�emnu� silu za sqet neodno-
rodnosti plotnosti.
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Ranee my predpolo�ili, qto temperatura T zavisit tol�-
ko ot x i poluqili dl� nee formulu (3.6). Pri vozmuwenii

temperatura imeet vid Θ(x, y) = T (x) + τ(y).
Pri ploskoparallel�nom teqenii otliqna ot nul� lix�

prodol�na� sostavl��wa� vektora skorosti (w = (0, 0, w)∗).
Iz uravneni� nerazryvnosti togda sleduet [76], qto w = w(y).
Uravneni� dl� stacionarnogo ploskoparallel�nogo teqeni� v

proekci�h ime�t vid⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1
�

∂p

∂x
=ν

d2w

dy2
,

1
�

∂p

∂y
=gβ(T (x) + τ(y)).

Esli putem perekrestnogo differencirovani� iskl�qit�

davlenie p, to dl� skorosti poluqim uravnenie

ν
d3w

dy3
= gβ

dT

dx
= gβ

T1 − T0

L
.

Graniqnymi uslovi�mi dl� nego �vl��ts� uslovie prili-
pani� na stenkah: w = 0 pri y = 0, i uslovie dw/dy = 0 pri y = h,
a tak�e zadanie opredelennogo rashoda materiala v sloe (mas-
sa ili ob�em sredy, proteka�wa� za odnu sekundu qerez l�boe

seqenie slo� [76]), obuslovlennogo prodol�nym gradientom dav-
leni�. V dal�ne�xem, odnako, polo�im, qto summarny� rashod

raven nul�: ∫ h

0

w(y) dy = Q = 0.

Tem samym, my rassmatrivaem kombinirovannoe teqenie v sloe,
kotoroe �vl�ets� superpozicie� konvektivnogo teqeni�, obu-
slovlennogo popereqno� raznost�� temperatur i vynu�dennogo

teqeni�, sozdavaemogo prodol�nym gradientom davleni�. Pro-
fil� skorosti v 	tom sluqae imeet vid
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w =
Gr

48

(
8
y3

h3
− 15

y2

h2
+ 6

y

h

)
,

gde Gr = gβh3(T1 − T0)/(Lν) — qislo Grasgofa [35].
Pri razliqnyh znaqeni�h Gr intensivnost� termokonvek-

tivnogo teqeni� uveliqivaets� i proishodit deformaci� for-
my profil�. Profil� skorosti po vysote imeet formu kubi-
qeskogo polinoma, a znaqit, imeet tri korn� (dva iz nih na-
hod�ts� v sloe) i toqku peregiba. Pri perehode qerez toqku

peregiba dvi�enie sredy men�et napravlenie. Esli prin�t�,
qto T0 > T1, t.e. leva� oblast� bolee nagreta, qem prava�, to

teqenie budet sosto�t� iz dvuh vstreqnyh potokov — bolee in-
tensivnogo vozle poverhnosti zemli (sprava nalevo) i menee

intensivnogo — na vysote (sleva napravo).
3.4. Pribli�ennoe rexenie uravneni� konvektivno�

diffuzii. Izmenenie koncentracii osobe� v ploskom sloe

opredel�ets� iz rexeni� sledu�we� kraevo� zadaqi [121]

w(y)
∂C

∂x
= D

∂2C

∂y2
, (3.8)

C(y, x)
∣∣
x=0

= C0, C(y, x)
∣∣
y=0

= C1(x), C(y, x)
∣∣
y=h

= C2(x).

Polo�im

C̄(y, p) =
∫ ∞

0

C(y, x)e−px dx,

C̄k(p) =
∫ ∞

0

Ck(x)e−px dx, k = 1, 2.

Podvergnem obe qasti uravneni� (3.8) integral�nomu pre-
obrazovani� Laplasa po peremenno� x. Togda poluqim

D
d2C̄

dy2
− pw(y)C̄(y, p) = −w(y)C0. (3.9)
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Graniqnye uslovi� dl� 	togo uravneni� prinima�t vid

C̄(y, p)
∣∣
y=0

= f̄1(p), C̄(y, p)
∣∣
y=h

= f̄2(p). (3.10)

Pribli�ennoe rexenie graniqno� zadaqi (3.9), (3.10) budem is-
kat� v seme�stve funkci� vida

C̄n(y, p) =
y

h

(
f̄2(p) − f̄1(p)

)
+ f̄1(p) +

n∑
k=1

āk(p)ψk(y), (3.11)

gde sistema koordinatnyh funkci� {ψk(y)} udovletvor�et od-
norodnym graniqnym uslovi�m

ψk(y)
∣∣
y=0

= 0, ψk(y)
∣∣
y=h

= 0. (3.12)

Rassmotrim pribli�ennoe rexenie zadaqi dl� sledu�wih

koordinatnyh funkci�, udovletvor��wih graniqnym uslovi�m

(3.12): ψk(y) = sin(πky/h). Tako� vybor koordinatnyh funkci�

obespeqivaet uslovie polnoty sistemy, i pribli�ennoe rexe-
nie (3.11) s uveliqeniem qisla koordinatnyh funkci� (qisla n)
ravnomerno na prome�utke [0, h] shodits� k toqnomu rexeni�

C̄(y, p). 
to dokazyvaets� s pomow�� teoremy Ve�erxtrassa o

vozmo�nosti pribli�eni� nepreryvno� funkcii trigonomet-
riqeskimi mnogoqlenami [62].

Opredel��wa� sistema Bubnova — Galerkina [62] otnosi-
tel�no ko	fficientov-izobra�eni� āk(p), k = 1, . . . , n, v (3.11)
privodits� k vidu

n∑
k=1

Ajk(p)āk(p) = Bj(p), j = 1, . . . , n, (3.13)

gde

Ajk = Akj = D

∫ h

0

dψk

dy

dψj

dy
dy + p

∫ h

0

w(y)ψk(y)ψj(y) dy,
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Bj(p) = −
∫ h

0

F̄ (y, p)ψj(y) dy,

F̄ (y, p) = pw(y)
[y

h

(
f̄2(p) − f̄1(p)

)
+ f̄1(p)

]
− w(y)C0.

Dalee, ispol�zu� ortogonal�ny� metod Bubnova — Galerkina,
iz sistemy (3.13) opredel�em ko	fficienty ā1(p), . . . , ān(p), pri

kotoryh vyra�enie (3.11) zadaet nailuqxee pribli�enie gra-
niqno� zadaqi.

S pomow�� sistemy uravneni� (3.11), sledu� [121], mo�no

rexit� zadaqu naho�deni� koncentracii osobe� v sloe pri za-
dannom profile skorosti konvektivnogo vetra. Rasqety, osno-
vannye na takom podhode, provodilis� v rabotah [47, 111].

§ 4. Matematiqeskie modeli v mirmekologii

Mirmekologi� — nauka o murav��h (ot greq. myrmex —
murave�).

4.1. Qto my znaem o murav��h? Privedem snaqala neko-
torye svedeni� o �izni ry�ih lesnyh murav�ev [65]. 
iliwem

lesnyh murav�ev �vl�ets� murave�nik. Vysota ego nadzemno�

qasti inogda byvaet bolee metra, a pod nim v poqve nahod�ts�

podzemnye 	ta�i s mno�estvom kamer i hodov. V bol�xom gnez-
de �ivut tys�qi i des�tki tys�q murav�ev. Murave�nik obyq-
no imeet kupoloobraznu� formu, kotora� predohran�et ego ot

do�d�: voda skatyvaets� s verhne� qasti i ne razmyvaet mura-
v�inoe �iliwe.

Iz qego postroen murave�nik? Glavnym obrazom iz hvo-
inok i melkih rastitel�nyh ostatkov. Na pervy� vzgl�d mu-
rave�nik — postro�ka haotiqna�. Odnako v nem suwestvuet

opredelenny� por�dok: on provetrivaets�, vnutri nego podder-
�iva�ts� optimal�na� temperatura i nu�na� vla�nost�.
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Ris. 4.1. Murave�nik.

Stroitel�nye sposobnosti murav�ev, ih biologi� poslu-
�ili povodom dl� lo�nyh mneni� o vysokih umstvennyh spo-
sobnost�h 	tih �ivotnyh. Na samom dele slo�na� de�tel�nost�

murav�ev instinktivna. Ves� den� snu�t murav�i po sosedstvu

s murave�nikom. Odni iz nih tawat stroitel�ny� material,
drugie — dobyqu dl� edy (gusenic, slizne�, nasekomyh). Pod-
sqitano, qto sem�� iz odnogo murave�nika za sutki uniqto�aet

10–30 tys�q nasekomyh, iz kotoryh okolo 80 procentov �vl��t-
s� vreditel�mi. Za ves� sezon, s aprel� do okt�br�, murav�i

uniqto�a�t ot dvuh do p�ti millionov vrednyh nasekomyh.
Predpolaga�t, qto murav�i iz qetyreh murave�nikov sredne�

veliqiny sposobny zawitit� ot vreditele� gektar lesa.

Kak razmno�a�ts� murav�i? V teplye osennie dni, oso-
benno posle do�de�, v vozduhe leta�t bol�xie stai murav�ev-
samcov i ploduwih samok (matok). Samcy �ivut vsego neskol�-
ko dne�. Samki posle poleta ter��t kryl��. Ploduwa� sam-
ka �ivet neskol�ko let. V teploe vrem� goda ona otkladyvaet
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��ca. Raboqie (nedorazvitye samki) ne tol�ko korm�t liqinok,
no i qist�t ih, perenos�t s verhne� qasti murave�nika v ni�-
n�� (v zavisimosti ot pogody) i obratno. Raboqie murav�i

korm�t i drug druga. Na zimu lesnye ry�ie murav�i zabira-
�ts� v samu� glubinu podzemno� qasti murave�nika, gde tem-
peratura ne poni�aets� tak sil�no, kak na poverhnosti. Tam,
sobravxis� v tesny� kom, oni ocepeneva�t do vesny. Va�nu�

rol� v �izni ry�ego lesnogo murav�� igra�t usiki (organy

obon�ni� i os�zani�), kotorymi nasekomye owupyva�t poqvu

i vstreqaemye na puti predmety, udar��t drug druga. Razys-
kiva� dorogu k gnezdu, murav�i pol�zu�ts� ”�zykom zapahov”.
S pomow�� obon�ni� oni otliqa�t svoih so�itele� po gnezdu

ot ”qu�akov”. Zameqeno, qto v razliqnyh sluqa�h murav�i po-
raznomu troga�t, owupyva�t, udar��t drug druga usikami i

sootvetstvenno izmen��t svoe povedenie. Oni kak by ob��sn�-
�ts� svoeobraznymi �estami.

4.2. Differencial�nye uravneni� v mirmekologii.
Rassmotrim nekotorye modeli raspredeleni� murav�ev vne mu-
rave�nika [37]. V dannyh model�h, opisyva�wih sistemu ”mu-
rave�nik — sreda”, budem polagat� takie veliqiny, kak koli-
qestvo murav�ev ili plotnost� murav�ev, nepreryvnymi funk-
ci�mi ot koordinat i vremeni. 
to dast nam vozmo�nost� vos-
pol�zovat�s� differencial�nymi uravneni�mi. V dal�ne�xem

my budem delat� i drugie bolee ili menee estestvennye predpo-
lo�eni�. Prin�tie 	tih, a ne kakih-libo drugih predpolo�e-
ni� ob��sn�ets�, s odno� storony, ih vidimo� pravdopodobno-
st��, a s drugo� — tem, qto okonqatel�nye vyvody, poluqennye

v ramkah 	tih predpolo�eni�, soglasu�ts� s 	ksperimental�-
nymi dannymi [37].

Horoxo izvesten obwinny� harakter �izni osedlyh mura-
v�ev, pro�vl��wi�s�, v qastnosti, v tom, qto na�dennu� piwu
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murave�, kak pravilo, ne upotrebl�et na meste, a neset v mura-
ve�nik. Tem bolee 	to otnosits� k stroitel�nym materialam.

Vvedem pol�rnye koordinaty r i ϕ, gde r — pol�rny� radi-
us, ϕ — ugol me�du nekotorym fiksirovannym napravleniem i

radius-vektorom rassmatrivaemo� toqki. Pri 	tom budem sqi-
tat�, qto naqalo koordinat sootvetstvuet centru murave�nika.
Predpolo�im, qto prostranstvo vne murave�nika neodnorodno

kak po raspredeleni� pitatel�nyh vewestv (i stroitel�nyh

materialov), tak i po dostupnosti razliqnyh uqastkov. Pust�

ω(r, ϕ, t) — funkci�, harakterizu�wa� 	ti svo�stva prostran-
stva, rastuwa� s rostom dostupnosti i povyxeniem cennosti

okrestnosti toqki s koordinatami (r, ϕ) v moment vremeni t.
�sno, qto harakter 	to� funkcii zavisit ne tol�ko ot raspre-
deleni� teh ili inyh vewestv (i organizmov) vne murave�nika,
no i ot vida murav�ev.

Nas budet interesovat� izmenenie plotnosti murav�ev vne

murave�nika v zavisimosti ot koordinat (r, ϕ) i vremeni t. Dl�

	togo my rassmotrim dva potoka: j1 — potok murav�ev, idu-
wih ot murave�nika za piwe� i stroitel�nymi materialami, i

j2 — potok murav�ev, vozvrawa�wihs� v murave�nik. My pred-
polagaem, qto me�du potokami proishodit pereraspredelenie.
A imenno, qast� murav�ev iz potoka j1, proporcional�na� ω,
perehodit v potok j2. V silu 	togo predpolo�eni�, a tak�e v

silu nepreryvnosti traektori� dvi�eni� murav�ev, my mo�em

napisat� dl� naxih potokov uravneni� nerazryvnosti:⎧⎪⎨⎪⎩
∂n1

∂t
+ div j1 = −ωn1,

∂n2

∂t
+ div j2 = ωn1,

(4.1)

gde n1(r, ϕ, t) i n2(r, ϕ, t) — plotnosti v sootvetstvu�wih poto-
kah [37].
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Qtoby zakonqit� opisanie, neobhodimo sdelat� te ili

inye predpolo�eni� otnositel�no sv�zi me�du potokami i

plotnost�mi. V obwem sluqae my mo�em sqitat�, qto pomi-
mo estestvennogo diffuzionnogo rasseivani� ka�dy� iz poto-
kov napravl�ets� de�stviem nekotorogo pol�, harakter kotoro-
go zavisit ot vida murav�ev, sredy, formy murave�nika, vre-
meni sutok i t.d. Takim obrazom,{

j1 = n1Φ1(r, ϕ, t) − k1grad n1,

j2 = n2Φ2(r, ϕ, t) − k2grad n2,
(4.2)

gde Φi(r, ϕ, t) — vektor pol� v toqke (r, ϕ) i v moment vremeni t,
kigradni — diffuzionny� qlen, i = 1, 2.

Nakonec, nado uqest�, qto ”de�tel�nost�” murav�ev izme-
n�et veliqinu ω(r, ϕ, t) i, sledovatel�no, k uravneni�m (4.1) i

(4.2) nu�no dobavit� ewe odno uravnenie otnositel�no ω [37]

∂ω

∂t
= −k3n2 + μ(r, ϕ, t), (4.3)

gde μ(r, ϕ, t) — funkci�, harakterizu�wa� izmenenie okru�a�-
we� sredy vo vremeni i prostranstve.

Sqitaets� [37], qto uravneni� (4.1), (4.2), (4.3) spravedli-
vy dl� vseh vidov osedlyh murav�ev. Pri izvestnyh funkci�h

Φ1, Φ2 i μ oni polnost�� opisyva�t sistemu ”murave�nik —
sreda”.

Dalee mo�no predpolagat� funkcii Φ1, Φ2 i μ zadannymi i

issledovat� te ili inye kraevye zadaqi dl� sistemy (4.1), (4.2),
(4.3), ne konkretiziru� 	tih funkci�. Odnako nado uqest�, qto

funkcii Φ1 i Φ2, opredel��wie pol� potokov, v svo� oqered�,
zavis�t ot ω, a znaqit i ot n2. Takim obrazom, differenci-
al�nye uravneni�, kotorye poluqats� pri podstanovke (4.2) v

(4.1), budut, voobwe govor�, neline�nymi. Po	tomu rassmotrim
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bolee qastnye sluqai, v kotoryh mo�no postroit� rexenie i

izuqit� ego svo�stva.

Pre�de vsego my otka�ems� ot men��we�s� vo vremeni

funkcii ω. Inymi slovami, budem sqitat�, qto esli murave�-
nik iskusstvenny�, to libo de�tel�nost� murav�ev sravnitel�-
no malo men�et sosto�nie sredy (qto spravedlivo dl� nebol�-
xih prome�utkov vremeni), libo sredu iskusstvenno vosstanav-
liva�t. Dl� real�nyh murave�nikov funkci� ω v znaqitel�no

bol�xe� stepeni opredel�ets� vnexnimi sluqa�nymi uslovi-
�mi. Po	tomu dl� takih murave�nikov estestvenno rassmat-
rivat� usrednennu� kartinu i vmesto men��we�s� vo vremeni

funkcii ω brat� ee nekotoroe srednee znaqenie.

Itak, v dal�ne�xem my budem rassmatrivat� sistemu (4.1),
(4.2) i v ne� ω budem sqitat� zadanno� funkcie�, zavis�we�

tol�ko ot koordinat r i ϕ.

Obsudim teper� harakter vektor-funkci� Φi. Kak u�e go-
vorilos�, vid 	tih funkci� zavisit ot formy murave�nika, ob-
raza �izni murav�ev, sredy i t.p. Nam ka�ets� estestvennym

izbe�at� izlixne� differenciacii po vsem podobnym osoben-
nost�m i ostavit� u funkci� Φi lix� te svo�stva (mo�et byt�,
samye prostye), kotorye prisuwi bol�xinstvu vidov osedlyh

murav�ev. V sv�zi s 	tim budem sqitat�, qto murave�nik pred-
stavl�et sobo� odno gnezdo, osnovaniem kotorogo slu�it krug

radiusa a. Pomestim naqalo koordinat v centr 	togo kruga i

predpolo�im sledu�wee:

1. Murav�i potoka j1 vyhod�t iz murave�nika pod vozde�-
stviem quvstva goloda ili potrebnosti v stroitel�nyh mate-
rialah. Pri 	tom oni dviga�ts� preimuwestvenno po radiu-
su ot murave�nika s nekotoro� skorost�� v1(r), izmen��t svo�

put� po gradientu cennosti ω(r, ϕ) i qastiqno diffuzionno ras-
seiva�ts�.
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2. Murav�i potoka j2 vozvrawa�ts� v murave�nik preimu-
westvenno po radiusu so skorost�� v2(r) i qastiqno diffuzi-
onno rasseiva�ts�.

Tak kak diffuzionnoe rasseivanie my u�e uqli v formu-
lah (4.2), to naxi predpolo�eni� svod�ts� k tomu, qto

Φ1(r, ϕ, t) = v1(r)r0 + k0gradω, Φ2(r, ϕ, t) = −v2(r)r0, (4.4)

gde k0 — ko	fficient proporcional�nosti, a r0 — ediniqny�

radius-vektor.

Teper�, c uqetom vyra�eni� (4.4), my mo�em ob�edinit�

(4.1) i (4.2). Raspisav divergenci� v pol�rnyh koordinatah,
poluqim otnositel�no n1 i n2 sistemu differencial�nyh urav-
neni�

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂n1

∂t
= k1Δn1 −

(
v1 + k0

∂ω

∂r

)
∂n1

∂r
− k0

1
r2

∂ω

∂ϕ

∂n1

∂ϕ
−

−
(

∂v1

∂r
+

v1

r
+ k0Δω + ω

)
n1,

∂n2

∂t
= k2Δn2 + v2

∂n2

∂r
+

v2

r
n2 + ωn1.

(4.5)


tu sistemu my i budem issledovat�. Pervoe uravnenie si-
stemy soder�it tol�ko n1. 
to uravnenie paraboliqeskogo ti-
pa. Dl� nego mo�no postavit� kraevu� zadaqu: na�ti rexenie

v oblasti, vnexne� k krugu radiusa r = a, udovletvor��wee

uslovi�m:

n1(t, a, ϕ) = f1(t), n1(0, r, ϕ) = g(r, ϕ). (4.6)

Zdes� pervoe ravenstvo opredel�et graniqnoe uslovie, a vto-
roe — naqal�noe.
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Inogda v kaqestve graniqnogo uslovi� berut znaqenie na

granice ne samo� funkcii n1(t, r, ϕ), a ee proizvodno�:

∂n1

∂t

∣∣∣
r=a

= f2(t), n1(0, r, ϕ) = g(r, ϕ). (4.7)

Vse ko	fficienty pervogo uravneni� sistemy (4.5) sqitaem do-
statoqno gladkimi, i po	tomu suwestvovanie i edinstvennost�

rexeni� s uslovi�mi (4.6) ili (4.7) mo�no dokazat� klassiqe-
skimi metodami [110].

Na�dennoe rexenie n1(r, ϕ, t) podstavim vo vtoroe uravne-
nie sistemy (4.5) i poluqim paraboliqeskoe uravnenie otno-
sitel�no n2. Dl� rexeni� 	togo uravneni� zadadim kraevye

uslovi�, analogiqnye uslovi�m (4.6) ili (4.7).
Zadaqa principial�no rexena. Podobnym obrazom zada�t-

s� i bolee slo�nye kraevye uslovi�, kogda graniqny� kontur

ne �vl�ets� krugom. Tak�e mo�no uqest� i tot fakt, qto vblizi

murave�nika murav�i bol�xinstva vidov peredviga�ts� stro-
go po tropam.

Rassmotrim v kaqestve pervogo pribli�eni� sovsem pro-
stu� model�, sohran��wu�, kak nam ka�ets�, suwestvennye

osobennosti issleduemogo biologiqeskogo �vleni�. Pre�de

vsego budem sqitat�, qto diffuzionnoe rasseivanie neveliko i

im mo�no prenebreq�. 
to opravdano pri obwe� malo� plotno-
sti osobe� ili pri dvi�enii murav�ev preimuwestvenno vdol�

trop, ili pri obilii legko nahodimo� piwi, ili pri orienta-
cii peremewa�wihs� murav�ev po solncu i t.p. Takim obrazom,
budem sqitat�, qto k1 = k2 = 0.

Zametim dalee, qto slagaemoe

k0
1
r2

∂ω

∂ϕ

∂n1

∂ϕ

suwestvenno men�xe ostal�nyh. 
to ob��sn�ets� ne tol�ko

mno�itelem 1/r2, no i 	ksperimental�nymi dannymi, pokazyva-
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�wimi, qto radial�noe izmenenie plotnosti v srednem znaqi-
tel�no prevyxaet tangencial�noe (ω pri 	tom sqitaets� dosta-
toqno gladko�, tak qto ∂ω/∂ϕ ne slixkom veliko) [37]. Po	tomu

dannym slagaemym tak�e mo�no prenebreq�.

Takim obrazom, vmesto uravneni� (4.5) budem rassmatri-
vat� uprowennu� sistemu:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∂n1

∂t
= −

(
v1 + k0

∂ω

∂r

)
∂n1

∂r
−
(

∂v1

∂r
+

v1

r
+ k0Δω + ω

)
n1,

∂n2

∂t
= v2

∂n2

∂r
+

v2

r
n2 + ωn1.

S pomow�� poluqenno� sistemy uravneni�, sledu� [37], mo�no

rexit� zadaqu naho�deni� raspredeleni� popul�cii murav�ev

dl� stacionarnogo i nestacionarnogo sluqaev.

§ 5. Modelirovanie processov

v vodnyh sistemah

V dannom paragrafe rassmotreny razliqnye processy v

vodnyh sistemah. Sleduet otmetit�, qto 	kologiqeskim i popu-
l�cionnym processam v vodnyh sistemah posv�wena obxirna�

literatura (sm., naprimer, [6, 23, 25, 30, 44, 53, 79, 82, 114]).

5.1. Fitoplankton i zooplankton. Okean zapolnen �iz-
n�� ot poverhnosti do maksimal�nyh glubin [64, 113]. Na ri-
sunke 5.1 predstavlena 	kologiqeska� sistema okeana (strelka-
mi pokazany trofiqeskie sv�zi, krugovorot vewestva i 	ner-
gii) [87].

Osnovnym proizvoditelem perviqno� bioprodukcii v oke-
ane �vl�ets� fitoplankton — mikroskopiqeskie vodorosli (ot
greq. ”fiton” — rastenie i ”planktos” — blu�da�wi�). Mor-
skie vodorosli poluqa�t pitanie za sqet 	nergii solneqnogo
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sveta, po	tomu oni mogut suwestvovat� tol�ko v verhne� tolwe

vody.
Сток
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Ris. 5.1.

Kak izvestno, solneqnye luqi ne pronika�t na bol�xu�

glubinu. Vodorosli plava�t v verhnem sloe, dre�fu�t s teqe-
ni�mi i sami slu�at piwe� (pr�mo ili kosvenno) vsem morskim

�ivotnym. Nar�du s fitoplanktonom v teh �e slo�h vod Mi-
rovogo okeana obita�t i proste�xie �ivotnye organizmy: ra-
koobraznye, nekotorye vidy moll�skov, raznogo roda liqin-
ki. Oni sostavl��t zooplankton (ot greq. ”zoon” — �izn� i

”planktos” — blu�da�wi�). Sovokupnost� organizmov fito-
planktona i zooplanktona, obita�wih v tolwe vody i ne spo-
sobnyh protivosto�t� perenosu teqeniem, nazyva�t plankto-
nom. Interesno, qto 	to slovo odnogo proisho�deni� so slovom

planeta [2].

Razliqaets� koliqestvo organizmov po glubine: fito-
plankton obitaet preimuwestvenno v verhnih 100 metrah, 65%
vse� biomassy zooplanktona �ivet na glubine do 500 m. Na glu-
binah v 5–6 km biomassa zooplanktona v 100–1000 raz men�xe,
qem v poverhnostnyh slo�h. Dal�ne�xie zven�� krugovorota

vkl�qa�t ryb i melkih �ivotnyh, pita�wihs� fitoplankto-
nom i zooplanktonom, i hiwnikov raznyh por�dkov, poeda�wih

svoi �ertvy.
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зоопланктон рыба

биогены фитоплактон

Ris. 5.2.

Na risunke 5.2 pokazana blok-shema vzaimode�stvi� trofi-
qeskih urovne� v vodno� sisteme [98].

V cepoqke piwevyh sv�ze� biomassa ka�dogo posledu�wego

zvena priblizitel�no v des�t� raz men�xe biomassy predydu-
wego. Naprimer, dl� nagula 1 kg massy krupno� hiwno� rybe

trebuets� 10 kg melkih ryb, 100 kg zooplanktona i 1000 kg fi-
toplanktona [106].

V Mirovom okeane prisutstvu�t vse 	lementy tablicy

Mendeleeva. Vse oni v to� ili ino� stepeni �vl��ts� pita-
tel�no� sredo� obitatele� Okeana. Process izvleqeni� raz-
liqnyh 	lementov iz vody organizmami idet so vremeni po-
�vleni� �izni v okeane, i esli by ne bylo krugovorota 	tih

vewestv, to zemna� kora lixilas� by ih vseh — ved� ih koli-
qestvo ograniqeno. Blagodar� krugovorotu vewestv s uqastiem

organizmov razliqnye 	lementy vozvrawa�ts� v vodu.

Znaqitel�na� qast� rastvorennyh v vode Mirovogo okeana

vewestv perevodits� organizmami v osadki na dne. Oni zaho-
ron��ts�, prevrawa�ts� v osadoqnye porody i poqti polno-
st�� vykl�qa�ts� iz krugovorota vewestv, sv�zannyh s �iz-
n��. V geologiqeskom masxtabe vremeni osadoqnye porody

okeana, okazavxis� kogda-to vnov� na poverhnosti suxi, smo-
gut podvergnut�s� v buduwem razmyvu ili vetrovo� 	rozii i

v koneqnom itoge snova popast� v more. Rastvorivxis� v vode,
oni snova vo�dut v krugovorot �izni.

Fitoplankton Mirovogo okeana potrebl�et v god 4 mlrd.
tonn azota, 0,5 mlrd. tonn fosfora, 1,2 mlrd. tonn �eleza i
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mnogie drugie 	lementy, rastvorennye v vode. Odnako v zone

fotosinteza, to est� v verhnem 100-metrovom sloe vody, ras-
tvoreno v Mirovom okeane tol�ko 3,6 mlrd. tonn azota, 1 mlrd.
tonn fosfora, no mnogo v nem i drugih vewestv. Sledovatel�no,
qtoby ”prokormit�” fitoplankton, poverhnostnye vody okea-
na dol�ny obmenivat�s� e�egodno dl� vosstanovleni� zapasov

azota i odin raz za dva goda dl� vosstanovleni� zapasov fos-
fora. Takogo bystrogo obmena vod v okeane net. Odnako bla-
godar� de�tel�nosti bakteri� otmerxie tela organizmov byst-
ro razlaga�ts� i mineralizu�ts�, i osvobodivxies� 	lementy

vnov� vhod�t v okeaniqeski� krugovorot [25].
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4 8

7

6

5

Ris. 5.3.

Na risunke 5.3 privedena primerna� shema sootnoxeni�

zven�ev piwevo� cepi i nekotoryh 	lementov v pelagiali (tol-
we vody) okeana: 1 — solneqna� 	nergi�, pada�wa� na poverh-
nost� okeana; 2 — fitoplankton; 3 — zooplankton; 4 — detrit

(melkie qasticy mineral�nyh vewestv, vzvexennye ili osev-
xie); 5 — mikro	lementy; 6 — uglerod; 7 — kislorod; 8 —
bakterii.
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Rassmotrim biogennye 	lementy, limitiru�wie biologi-
qeskie processy. Biogennye 	lementy morsko� vody: uglerod,
vodorod, kislorod, fosfor, azot i dr. igra�t rol� svoeob-
raznyh ”kirpiqikov”, iz kotoryh stro�ts� �ivye organizmy.
Fosfor i azot limitiru�t �izneobespeqiva�wu� sistemu v

okeane, tak kak kogda azot i fosfor u�e izrashodu�ts�, ugle-
roda ostanets� ewe mnogo. Issledovani� pokazyvaet, qto fos-
for, azot i uglerod prisutstvu�t v organiqeskom vewestve v

proporcii 1:15:80. V poverhnostnyh slo�h morsko� vody azot i

fosfor izvleka�ts� fitoplanktonom. Vse ostal�nye organiz-
my ispol�zu�t 	tu perviqnu� produkci� fitoplanktona qerez

slo�nu� piwevu� cep�.
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Ris. 5.4.

Izmenenie koncentracii fosfora (fosfatov) i azota (nit-
ratov) s glubino� v raznyh okeanah pokazano na ris. 5.4. Tam
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privedeno tipiqnoe vertikal�noe raspredelenie fosfatov i

nitratov v Atlantiqeskom, Tihom i Indi�skom okeanah [45].

Obmen fosfatov v okeanosfere praktiqeski celikom opre-
del�ets� pogloweniem 	tih pitatel�nyh sole� fitoplanktonom

v processe fotosinteza. Obwee koliqestvo fosfatov, nahod�-
wees� v obmene, sostavl�et okolo 1 mlrd. tonn v god, qto, sle-
dovatel�no, v 200 raz men�xe massy rastvorennogo kisloroda,
vovleka�wegos� v planetarny� obmen [58].

5.2. Model� Stila dinamiki qislennosti morskogo

planktona. Vzaimode�stvie me�du fito- i zooplanktonom ime-
et slo�ny� harakter i postroenie prostyh i pravdopodobnyh

modele� 	tih processov zatrudnitel�no. Bol�xinstvo vodo-
rosle� t��elee morsko� vody, po	tomu pri spoko�nom more oni

opuska�ts� vniz, i, hot� turbulentnoe peremexivanie neskol�-
ko protivode�stvuet pogru�eni�, v celom v dvuhslo�no� mode-
li mor� qast� fitoplanktona budet vse vrem� perehodit� iz

verhnego slo� v ni�ni�.

Imeets� horoxo razrabotanna� sistema uravneni� dl� di-
namiki qislennosti morskogo planktona, prinadle�awa� Sti-
lu (sm. [115]):

dn

dt
= m(0.7 − n) − p(0.58n − 0.027),

dp

dt
= p(0.75n − 0.11 − m − 0.024h),

dh

dt
= 4p − 0.01h2,

gde n — koncentraci� fosfatov v milligramm-atomah na 1 l,
p — biomassa fitoplanktona i h — biomassa rastitel�no�d-
nyh organizmov (zooplanktona) v grammah ugleroda na 1 m

3,
m — idealizirovanny� bezrazmerny� ko	fficient vertikal�-
nogo peremexivani�.
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Vtoroe uravnenie sistemy opisyvaet odnovremenno dyha-
nie i pogru�enie (peremewenie) vodorosle� (m > 0). V urav-
neni�h predstavleny tak�e sootnoxeni� me�du rostom fito-
planktona i osvewennost�� i rostom zooplanktona v zavisi-
mosti ot qislennosti fitoplanktona. Model� ishodit iz do-
puweni�, qto skorost� rosta fitoplanktona opredel�ets� kon-
centracie� fosfatov, a vzaimode�stvie fitoplanktona i zoo-
planktona opisyvaets� uravneni�mi tipa Vol�terra dl� piwe-
vyh vzaimootnoxeni� po izvestno� sheme:

1) uveliqenie koliqestva piwi privodit k uveliqeni�

qislennosti ee potrebitele� i naoborot,

2) uveliqenie qislennosti potrebitele� privodit k umen�-
xeni� koliqestva piwi.

Vy�snim diapazon izmeneni� ko	fficienta vertikal�nogo

peremexivani� m. Iz uslovi� stacionarnosti i uslovi� polo-
�itel�nosti funkci� n, p i h opredelim mno�estvo dopustimyh

znaqeni� parametra m.

Stacionarnye toqki udovletvor��t sisteme

m(0.7 − n) − p(0.58n − 0.027) = 0,

p(0.75n − 0.11 − m − 0.024h) = 0,

4p − 0.01h2 = 0.

Na�dem p i h i potrebuem ih polo�itel�nosti. Prihodim

k uslovi�m

p =
0.7m − mn

0.58n − 0.027
> 0, h =

0.75n − 0.11 − m

0.024
> 0.

Postroim na ploskosti peremennyh (n,m) sootvetstvu�wee

mno�estvo toqek.
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Ris. 5.5. Treugol�na� oblast� dopustimyh znaqeni� m i n.

Teper� podstavim poluqennye vyra�eni� dl� p i h v tret�e

uravnenie. Imeem

4 · 0.7m − mn

0.58n − 0.027
=

(0.75n − 0.11 − m)2

100 · (0.024)2
,

otkuda poluqim kubiqeskoe uravnenie dl� n: n3−an2+bn−c = 0,
gde

a = 2.6667m + 0.3396,

b = 1.7778m2 + 1.2214m + 0.0352,

c = 0.0828m2 + 0.5125m + 0.001.

Vyberem neskol�ko dopustimyh znaqeni� parametra m:
m = 0.1, m = 0.2, m = 0.3. Metodom N��tona nahodim staci-
onarnye toqki (n, p, h) dl� raznyh m (sm. tabl. 5.1).

m n p h
0.1 0.4733 0.0916 6.0421
0.2 0.5864 0.0725 5.4090
0.3 0.6612 0.0326 3.5802

Tablica 5.1.

Issleduem dinamiku popul�ci� dl� modeli Stila s pomo-
w�� matematiqeskogo paketa Maple. Vz�v konkretnye znaqeni�
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idealizirovannogo bezrazmernogo ko	fficienta vertikal�no-
go peremexivani� m i vybrav za naqal�nye uslovi� nebol�xie

otkloneni� ot ravnovesnyh sosto�ni�, vy�snim izmenenie vo

vremeni vseh funkci�.

10050 150 t
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n

0

Ris. 5.6.1.

10050 150 t
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0

Ris. 5.6.2.

222



10050 150 t

5.4

5.5

5.6

0

h

5.7

5.8

Ris. 5.6.3.

Na risunkah 5.6.1–5.6.3 pokazano izmenenie koncentracii

fosfatov, koncentracii fitoplanktona i koncentracii zoo-
planktona, sootvetstvenno, dl� m = 0.2.

Qislennye rasqety pokazali [47], qto so vremenem issle-
duemye funkcii vyhod�t na posto�nny� uroven�.

5.3. Vli�nie insol�cii na 	vol�ci� fitoplanktona i

zooplanktona. Rol� insol�cii (solneqnogo osveweni�) v 	vo-
l�cii sistemy ”fitoplankton-zooplankton” ves�ma znaqitel�-
na. Razliqnye storony 	to� problemy issledovany mnogimi

avtorami [20, 29, 89, 116].
Rassmotrim model� planktonnogo soobwestva pelagiali

Belogo mor� [7, 98]. V period vegetativnogo sezona verhnie

sloi vody okazyva�ts� praktiqeski izolirovannymi ot vli�-
ni� podstila�wih ih vod. 
to pozvol�et pri konstruirova-
nii modeli prin�t� dopuwenie, qto limitiru�wi� razvitie

fitoplanktona faktor v teqenie sezona ostaets� posto�nnym.
Takim faktorom dl� fitoplanktona Belogo mor� �vl�ets� azot

[117]. Proste�xa� trofiqeska� shema planktonnogo soobwestva
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sostoit iz treh komponentov: fitoplanktona (soder�anie azo-
ta M1), zooplanktona (soder�anie azota M2) i neorganiqeskogo

azota M0. Sistema uravneni�, opredel��wa� dinamiku bio-
mass fito- i zooplanktona v Belom more, vygl�dit sledu�wim

obrazom (sm. [98]):

dM1

dt
= −ε1M1 + β(t)M0M1 − γ1M1M2,

dM2

dt
= −ε2M2 + γ2M1M2.

Zdes� ε1, ε2, γ1, γ2 — polo�itel�nye parametry, a funkci� β(t)
opredel�ets� intensivnost�� fotosinteza.

Tak kak summarna� koncentraci� azota posto�nna, tret�e

uravnenie, zamyka�wee sistemu, mo�et byt� zapisano v vide

zakona sohraneni�: M1 + M2 + M0 = M = const > 0.
Rassmotrim sluqa�, kogda funkci� β(t) imeet vid

β(t) = 2 + 6
(
η(t − 2) − η(t − 10)

)
sin
(
(t − 2)π/8

)
.

Vyra�enie dl� β(t) soder�it raznost� funkci� Hevisa�da, qto

modeliruet izmenenie insol�cii v vide qasti sinusoidy na

prome�utke vremeni (2, 10) (sm. ris. 5.7).
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Ris. 5.7.
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V pakete Maple dl� model�nyh znaqeni� ko	fficientov i

vybrannogo varianta insol�cii byli rassqitany izmeneni�

peremennyh M1 i M2 so vremenem (sm. ris. 5.8).
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Ris. 5.8.

Vidim, qto intensivnost� insol�cii zametno vli�et na

	vol�ci� fitoplanktona i, kak sledstvie, na zooplankton.

§ 6. Zagr�znenie prirodnyh vod

V obwem vide zagr�znennost� — 	to naliqie v okru�a�we�

srede vrednyh vewestv, naruxa�wih funkcionirovanie 	kolo-
giqeskih sistem ili ih otdel�nyh 	lementov i sni�a�wih ka-
qestvo sredy s toqki zreni� pro�ivani� qeloveka ili vedeni�

im hoz��stvenno� de�tel�nosti. Razliqa�t prirodnoe i antro-
pogennoe zagr�zneni� [31, 94]. Prirodnoe zagr�znenie voznika-
et v rezul�tate estestvennyh priqin — izver�eni� vulkanov,
zemletr�seni�, katastrofiqeskih navodneni� i t.p. Podrob-
noe izuqenie okeaniqeskogo dna pokazalo, qto na dne okeanov

imeets� ogromnoe koliqestvo krupnyh vulkaniqeskih kraterov,
osobenno na dne Tihogo okeana (sm. ris. 6.1) [96].
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V kaqestve drugih istoqnikov po�vleni� qastic v sloe oke-
ana nazovem qernye kuril�wiki, priqudlivo raspredelennye

po dnu okeana. Na dne Mirovogo okeana vstreqa�ts� gor�qie

podvodnye istoqniki, ili gidrotermy, okolo kotoryh vody so-
der�at �elezo, marganec, med� i drugie himiqeskie 	lementy v

anomal�no bol�xih koliqestvah, v tys�qi i des�tki tys�q raz

prevyxa�wih ih soder�anie v okeansko� vode. Vokrug ust��

istoqnikov vyrasta�t massivnye postro�ki iz rudnyh otlo-
�eni�, a nad nimi vzdyma�ts� ”stolby” gusto� qerno� vzvesi.
Ona sozdaet u nabl�datel� ill�zi� vyhod�wego iz-pod dna

dyma, i potomu 	ti podvodnye istoqniki nazvali ”qernymi ku-
ril�wikami” [24].
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Ris. 6.1. Vulkany na dne Tihogo okeana.

6.1. Antropogennoe zagr�znenie Mirovogo okeana. An-
tropogennoe zagr�znenie — rezul�tat de�tel�nosti qeloveka.
V nasto�wee vrem� obwa� mownost� istoqnikov antropogenno-
go zagr�zneni� vo mnogih sluqa�h prevoshodit mownost� este-
stvennyh.
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Na vseh stadi�h svoego razviti� qelovek byl tesno sv�-
zan s okru�a�wim mirom. No s teh por kak po�vilos� vysoko-
industrial�noe obwestvo, opasnoe vmexatel�stvo qeloveka v

prirodu rezko usililos�, rasxirils� ob�em 	togo vmexatel�-
stva, ono stalo vyra�at� raznoobraznye pro�vleni� i se�qas

grozit stat� global�no� opasnost�� dl� qeloveqestva.

Vyzyvaet trevogu u 	kologov prodol�a�wees� zagr�znenie

Mirovogo okeana neft�� i nefteproduktami, dostigxee u�e

1/5 ego obwe� poverhnosti. Neft�noe zagr�znenie takih razme-
rov mo�et vyzvat� suwestvennye naruxeni� gazo- i vodoobmena

me�du gidrosfero� i atmosfero�. Plenka tolwino� 30-40 mkm

polnost�� poglowaet infrakrasnoe izluqenie. Smexiva�s� s

vodo�, neft� obrazuet 	mul�si� dvuh tipov: ”neft� v vode”
i ”voda v nefti”, kotorye mogut sohran�t�s� na poverhnosti,
perenosit�s� teqeniem, vybrasyvat�s� na bereg i osedat� na

dno.

Osnovnym istoqnikom zagr�zneni� Mirovogo okeana nef-
t�� sqita�ts� morskie suda. Na ih dol� prihodits� i os-
novnoe koliqestvo neft�nyh razlivov v rezul�tate avari�.
V xel�fovo� zone istoqnikom zagr�zneni� �vl��ts� vse vozras-
ta�wa� dobyqa nefti, a tak�e ust�� rek, nesuwih zagr�znen-
nye vody. Opredelennu� rol� igra�t estestvennye neft�nye

vyhody.

Nekotorye rezul�taty predprinimaemyh vo vsem mire usi-
li� po predotvraweni� zagr�zneni� more� neft�� perekryva-
�ts� 	nergetiqeskim znaqeniem uglevodorodov, vysokim urov-
nem dobyqi nefti, intensivnost�� ee transportirovki mor-
skim putem. Pri sil�nom zagr�znenii obrazu�ts� zony, prak-
tiqeski lixennye �izni, esli ne sqitat� razviva�wihs� zdes�

v bol�xom koliqestve nefteokisl��wih bakteri� [50, 71, 80].
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Vzryv neft�no� platformy Deepwater Horizon — avari�

(vzryv i po�ar), proizoxedxa� 20 aprel� 2010 goda v 80 kilo-
metrah ot pobere��� xtata Luiziana (SXA) v Meksikanskom

zalive na neft�no� platforme Deepwater Horizon na mestoro�-
denii Makondo. Posledovavxi� posle avarii razliv nefti

stal krupne�xim v istorii SXA i prevratil avari� v od-
nu iz krupne�xih tehnogennyh katastrof po negativnomu vli-
�ni� na 	kologiqesku� obstanovku. Qerez povre�deni� trub

skva�iny na glubine 1500 metrov v Meksikanski� zaliv za 152
dn� vylilos� okolo 5 millionov barrele� nefti (14000 tonn v

den�), neft�noe p�tno dostiglo plowadi 75 tys�q kvadratnyh

kilometrov (sm. ris. 6.2).

Ris. 6.2. Neft�noe p�tno, vid iz kosmosa (24.05.2010).

Imeet mesto tak�e teplovoe zagr�znenie poverhnosti vo-
doemov i pribre�nyh morskih akvatori�, kotoroe voznikaet v

rezul�tate sbrosa nagretyh stoqnyh vod 	lektrostanci�mi i

nekotorymi promyxlennymi proizvodstvami. Sbros nagretyh

vod vo mnogih sluqa�h obuslavlivaet povyxenie temperatu-
ry vody v vodoemah na 6-8 gradusov Cel�si� [26, 112]. Nagre-
ta� voda naruxaet biologiqeskoe ravnovesie vodno� sistemy.
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Poni�ennoe soder�anie kisloroda prep�tstvuet razviti� od-
nih �ivyh vidov i daet preimuwestvo drugim. No 	ti novye,
teplol�bivye vidy to�e sil�no strada�t, kak tol�ko prekra-
waets� podogrev vody. S rostom temperatury usilivaets� ak-
tivnost� a	robnyh bakteri�, razlaga�wih organiqeskie vewe-
stva. Usilivaets� vidovoe raznoobrazie fitoplanktona i vse�

flory vodorosle�. Harakternye dl� holodno� vody vodorosli

zamen��ts� bolee teplol�bivymi i, nakonec, pri vysokih tem-
peraturah polnost�� imi vytesn��ts�. Azot i fosfor, slu�a

pitaniem dl� vodorosle�, v tom qisle mikroskopiqeskih, poz-
vol��t poslednim rezko usilit� svo� rost. Razmno�ivxis�,
oni naqina�t zakryvat� drug drugu svet, v rezul�tate qego

idet process ih massovogo otmirani� i gnieni�, soprovo�da�-
wi�s� uskorennym potrebleniem kisloroda, vplot� do polnogo

ego isqerpani�. A v 	tom sluqae, kak u�e govorilos�, vs� 	ko-
sistema mo�et pogibnut�.

Vozde�stvie qeloveka na okru�a�wu� sredu prin�lo ugro-
�a�wie masxtaby. Qtoby v korne uluqxit� polo�enie, tre-
bu�ts� celenapravlennye i produmannye de�stvi�.

6.2. Model� pod
ema i diffuzii vewestva v sloe vo-
dy. Hot� v otkrytyh ra�onah more� i okeanov faktiqeskoe so-
der�anie zagr�znitele� poka ostaets� ni�e kritiqeskogo, pro-
dol�a�wees� uveliqenie antropogenno� nagruzki zastavl�et

prinimat� rexitel�nye prirodoohrannye mery i vnimatel�no

sledit� za razvitiem processov vozde�stvi� qeloveka na oke-
an. Realizaci� tako� zadaqi vozmo�na tol�ko na osnove razvi-
to� mnogomasxtabno� sistemy geo	kologiqeskogo monitorin-
ga Mirovogo okeana v celom, otdel�nyh ego more� i ra�onov

intensivno� antropogenno� nagruzki, v qastnosti [59, 81, 88].
Dl� organizacii sistematiqeskih nabl�deni� dol�ny byt�

ispol�zovany vse sovremennye sredstva, vkl�qa� distancion-
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nye izmereni� s samoletov i sputnikov. Poluqenna� infor-
maci� dol�na byt� ispol�zovana v razliqnyh matematiqeskih

model�h geo	kologiqeskih processov.
Rassmotrim povedenie v tolwe vody melkih qastic, vsply-

va�wih so dna. Izvestno, qto qasticy, vzvexennye v nepo-
dvi�no� srede (�idko� ili gazoobrazno�), medlenno oseda�t

pod de�stviem sily t��esti ili vsplyva�t pod de�stviem si-
ly Arhimeda. Budem sqitat�, qto koagul�ci� otsutstvuet, no

imeet mesto diffuzi� v napravlenii, perpendikul�rnom ose-
dani� (vsplyti�). Esli qastica velika po sravneni� s dli-
no� svobodnogo probega molekul sredy, no ne nastol�ko velika,
qtoby mogli pro�vit�s� 	ffekty inercii sredy, to primen�-
ets� zakon Stoksa [107]. Priravniva� stoksovo soprotivlenie

	ffektivnomu vesu qasticy, kotoru� budem sqitat� xarom, po-
luqaem formulu dl� skorosti osedani� ili vsplyti� qastic

v =
d2g(ρ − ρc)

18μ
,

gde d — diametr qasticy, ρ — plotnost� vewestva qasticy,
μ — v�zkost� vody, ρc — plotnost� vody, g — uskorenie sily

t��esti.
Esli plotnost� primesi bol�xe plotnosti sredy ρ > ρc,

to imeet mesto process osedani�, esli ρ < ρc, to nabl�daets�

process vsplyvani� qastic v spoko�no� srede.
Koncentraci� qastic v sloe vody, zapoln��wem oblast�

G: {−∞ < x < +∞,−∞ < y < +∞, 0 ≤ z ≤ h}, oboznaqim

C(x, y, z), zdes� x, y — dekartovy koordinaty vdol� poverhnosti

dna, a os� z napravlena po vertikali ot poverhnosti dna (z = 0).
Uravnenie s uqetom vsplyti� i diffuzii v dvuh napravle-

ni�h x i y imeet vid

v
∂C

∂z
= D

∂2C

∂x2
+ D

∂2C

∂y2
,
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gde D — ko	fficient diffuzii vewestva v vode.
Rassmotrim tri istoqnika zagr�zneni�, raspolo�ennyh na

dne i predstavl��wih sobo� pr�mougol�niki S1, S2, S3 so sto-
ronami, parallel�nymi os�m koordinat. Budem sqitat�, qto

S1 = [x1, x2]×[y1, y2], S2 = [x3, x4]×[y3, y4], S3 = [x5, x6]×[y5, y6].

Oboznaqim qerez C1, C2, C3 mownosti istoqnikov. Togda

raspredelenie vewestva na dne opisyvaets� dvumerno� funk-
cie� Hevisa�da

C(x, y, 0) = C1

(
η(x − x1) − η(x − x2)

) · (η(y − y1) − η(y − y2)
)
+

+C2

(
η(x − x3) − η(x − x4)

) · (η(y − y3) − η(y − y4)
)
+

+C3

(
η(x − x5) − η(x − x6)

) · (η(y − y5) − η(y − y6)
)
.

Ris. 6.3.
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Na risunke 6.3 priveden grafik funkcii C(x, y, 0) dl� mo-
del�nogo nabora parametrov.

Rexenie uravneni� diffuzii imeet vid

C(x, y, z) =
C1

2

(
Φ

(
x − x1

2
√

D z
v

)
− Φ

(
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D z
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×
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+
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2

(
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(
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))
×

×
(

Φ

(
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√

D z
v

)
− Φ

(
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2
√

D z
v

))
,

gde Φ(ζ) — integral vero�tnosti,

Φ(ζ) =
2√
π

∫ ζ

0

e−μ2
dμ.

Na risunke 6.4 privedeno raspredelenie primesi na glu-
bine h/2.
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Ris. 6.4.

Rassmotrim vli�nie ko	fficienta diffuzii na formu

p�tna na poverhnosti okeana (z = h). Postroim grafiki urov-
ne� posto�nno� koncentracii na poverhnosti (C(x, y, h) = const).
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Ris. 6.5.1.
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Ris. 6.5.3.

Na risunkah 6.5.1, 6.5.2, 6.5.3 pokazano izmenenie lini� uro-
vne� funkcii C(x, y, h) (dl� vnutrenne� krivo� C(x, y, h) = 25,
dl� vnexne� — C(x, y, h) = 5) pri uveliqenii ko	fficienta

diffuzii. Vidim, qto ko	fficient diffuzii vli�et na for-
mu p�tna. Pri men�xem znaqenii ko	fficienta diffuzii na

poverhnosti nabl�da�ts� tri p�tna, s uveliqeniem ko	ffici-
enta diffuzii 	ti p�tna sliva�ts�.
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PERSONALII

V nasto�wem posobii rassmotreny matematiqeskie modeli

raznoobraznyh biologiqeskih sistem. Processy v takih siste-
mah �vl��ts� sostavno� qast�� biosfernyh processov.

Biosfero� nazyva�t zemnu� oboloqku, zan�tu� sovokup-
nost�� organizmov, nasel��wih Zeml�, vkl�qa�wu� v seb�

ni�n�� qast� vozduxno� oboloqki (atmosfery) ili troposfe-
ry, vs� vodnu� oboloqku (gidrosferu) i verhn�� qast� tver-
do� oboloqki (litosfery).

Privedem nekotorye svedeni� o �izni i de�tel�nosti uqe-
nyh, zalo�ivxih osnovy nauk o biosfernyh i 	kologiqeskih

processah.
1. Lamark �an Batist. Lamark stal pervym biologom,

kotory� popytals� sozdat� stro�nu� i celostnu� teori� 	vo-
l�cii �ivogo mira, izvestnu� v naxe vrem� kak odna iz isto-
riqeskih 	vol�cionnyh koncepci�, nazyvaema� ”lamarkizm”.
Va�nym trudom Lamarka stala kniga ”Filosofi� zoologii”,
opublikovanna� v 1809 g.


an Batist P�er Antuan de Mone Lamark

(1 avgusta 1744 g. – 18 dekabr� 1829 g.)
francuzski� uqeny�-estestvoispytatel�


an Batist Lamark rodils� v 1744 g. v sem�e nebogatyh

dvor�n. On byl odinnadcatym rebenkom v sem�e. Bol�xinstvo
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ego predkov i po otcu, i po materi byli voennymi. V armii

slu�ili tak�e ego otec i starxie brat��. No voenna� kar�era

trebovala sredstv, kotorymi sem�� ne raspolagala. Lamark

byl otdan v iezuitski� kolled� dl� podgotovki k duhovnomu

zvani�. V kolled�e on poznakomils� s filosofie�, matemati-
ko�, fiziko� i drevnimi �zykami. V 16 let Lamark ostavil

kolled� i poxel dobrovol�cem v de�stvu�wu� armi�, uqast-
voval v Semiletne� vo�ne. V sra�eni�h on pro�vil nezaur�d-
nu� hrabrost� i doslu�ils� do zvani� oficera. V vozraste

dvadcati qetyreh let Lamark ostavil voennu� slu�bu i qerez

nekotoroe vrem� priehal v Pari�, qtoby uqit�s� medicine.
Vo vrem� obuqeni� ego uvlekli estestvennye nauki, osobenno

botanika. V 1778 g. on vypustil tr�htomny� trud ”Francuz-
ska� flora”. Kniga prinesla emu izvestnost�, on vox�l v qislo

krupne�xih francuzskih botanikov. P�t� let spust� Lamarka

izbrali qlenom Pari�sko� Akademii Nauk.

Lamark uvleqenno vz�ls� za izuqenie bespozvonoqnyh �i-
votnyh (imenno on v 1796 g. predlo�il nazvat� ih ”bespozvo-
noqnymi”). S 1815 po 1822 gg. vyhodil v svet kapital�ny� se-
mitomny� trud Lamarka ”Estestvenna� istori� bespozvonoq-
nyh”, v kotorom on opisal vse ih izvestnye v to vrem� rody i

vidy. Lamark vvel v obrawenie i ew� odin termin, stavxi�

obweprin�tym, — ”biologi�” (v 1802 g.). K 1820 g. Lamark pol-
nost�� oslep. 
il i umer v bednosti i neizvestnosti, do�iv

do 85 let. Do poslednego ego qasa s nim ostavalas� ego doq�

Korneli�, kotora� pisala pod diktovku oslepxego otca.

2. Mal�tus Tomas Robert. Tomas Mal�tus rodils� v

1766 g. v imenii Rukeri (angli�skoe grafstvo Surre�), bliz go-
roda Gildford, v sosto�tel�no� dvor�nsko� sem�e. Otec uqeno-
go, D	niel Mal�tus, byl posledovatelem Davida �ma i 
an-

aka Russo (s oboimi on byl liqno znakom).
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V 1784 g. Tomas postupil v D�izus-kolled� Oksfordsko-
go universiteta, gde uspexno izuqal matematiku, ritoriku,
latyn� i greqeski� �zyk. Posle okonqani� kolled�a nekoto-
roe vrem� byl v nem qlenom soveta i ad��nkt-professorom.
V 1788 g. on byl posv�wen v duhovny� san anglikansko� cerk-
vi, qto v te vremena ne trebovalo da�e formal�no� very v boga.
V 1796 g. on stal sv�wennikom v gorodke Olberi (Surre�), v

Anglii teh let 	to oznaqalo vsego lix� gosudarstvennu� dol�-
nost� so skromno� zarplato� i ne osobo obremenitel�nymi ob�-
zannost�mi.

Mal�tus Tomas Robert

(13 fevral� 1766 g. – 23 dekabr� 1834 g.)
angli�ski� 	konomist, osnovatel� mal�tuzianstva

V 1798 g. on opublikoval svo� znamenitu� knigu ”Opyt

o zakone narodonaseleni� i ego vozde�stvii na buduwee uluq-
xenie obwestva”. V ne� on vystupil za kontrol� nad ro�dae-
most�� (tol�ko tot mo�et imet� dete�, kto v sosto�nii ih pro-
kormit�) i za reglamentaci� brakov (predlagal pozdnee vstup-
lenie v brak), t.k. naselenie uveliqivaets� v geometriqesko�

progressii, a proizvodstvo produktov pitani� — v arifmeti-
qesko�. Ego posledovateli i v nasto�wee vrem� sqita�t, qto

priroda svodit sqety s qeloveqestvom za ego grehi v vide za-
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gr�zneni� i razruxeni� okru�a�we� sredy, ukazyva�t na ka-
tastrofiqeski� mehanizm obratno� sv�zi prirody i qeloveka.
”
konomiqeski� pessimizm”, sledu�wi� iz prognozov predlo-
�enno� Mal�tusom modeli, v osnovu kotoro� polo�en analiz

	mpiriqeskih dannyh, on protivopostavl�l optimistiqeskim

ide�m filosofov-gumanistov (naprimer, 
ana-
aka Russo),
predskazyva�wih qeloveqestvu gr�duwee sqast�e i procveta-
nie. Mo�no govorit� o tom, qto Mal�tus byl pervym uqenym-
”alarmistom”, kotory� na osnovanii rezul�tatov modelirova-
ni� ”bil trevogu” i predupre�dal qeloveqestvo ob opasnosti

sledovani� razviti� po ispol�zuemym ranee scenari�m pro-
gressa.


ta model�, navernoe, �vl�ets� odno� iz samyh pervyh i

prostyh modele� ne tol�ko v demografii, no i voobwe v nauke

o �ivyh sistemah (matematiqesko� biologii, kak my skazali

by se�qas), hot� i u nee est� ”predxestvenniki” — naprimer,
model�, datiruema� 1202 g. i prinadle�awa� Fibonaqqi, opi-
syva�wa� dinamiku popul�cii krolikov.

Mal�tus skonqals� v 1834 g. i byl pohoronen v abbatstve

goroda Bat. Na prot��enii vse� svoe� �izni Mal�tus �il

oqen� skromno, qtoby ne skazat� bedno, no posledovatel�no i

principial�no otkazyvals� kak ot vysokih gosudarstvennyh

dol�noste�, kotorye emu predlagalo pravitel�stvo, tak i ot

cerkovno� kar�ery, sqita� glavnym delom svoe� �izni nauq-
nu� rabotu. On byl izbran odnovremenno qlenom Korolevsko-
go obwestva i qlenom Francuzsko� Akademii, qest�, kotoro�

udostaivalis� nemnogie uqenye, stal osnovatelem Kluba Po-
litiqesko� 
konomii i odnim iz osnovatele� Londonskogo sta-
tistiqeskogo obwestva. Idei Mal�tusa okazali mownoe pozi-
tivnoe vozde�stvie na razvitie biologii, vo-pervyh, qerez ih

vli�nie na Darvina, a vo-vtoryh, qerez razvitie na ih osno-
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ve matematiqeskih modele� popul�cionno� biologii, naqina�

s logistiqesko� modeli Ferh�l�sta.

3. Bend�amin Gomperc. Bend�amin Gomperc rodils� v

Londone v sem�e kommersantov, 	migrirovavxih iz Gollandii

v XVIII veke. V silu proisho�deni� emu byla predopredelena

finansova� kar�era.

Bend�amin Gomperc

(5 marta 1779 g. – 14 i�l� 1865 g.)
angli�ski� matematik i aktuari�

V 1797 g. on vstupil v Obwestvo matematikov i zan�ls� sa-
moobrazovaniem, xtudiru� trudy N��tona i drugih krupnyh

uqenyh. Gomperc uqastvoval v rabote raznoobraznyh nauqnyh

soobwestv, poluqa� tam intellektual�nu� podpitku, i opub-
likoval r�d state� po xirokomu spektru voprosov, v rexenii

kotoryh on dostig uspeha. Raboty v Trudah Korolevskogo ast-
ronomiqeskogo obwestva o differencial�nom sekstante i aber-
racii sveta oprovergli ego sobstvennoe utver�denie o tom, qto

on ne �vl�ets� astronomom-praktikom. V Londonskoe korolev-
skoe obwestvo Gomperca vybrali v 1819 g. Londonskoe mate-
matiqeskoe obwestvo, odnim iz osnovatele� kotorogo byl on,
Obwestvo aktuariev, Korolevskoe statistiqeskoe obwestvo —
vot nepolny� pereqen� drugih nauqnyh i filantropiqeskih or-
ganizaci�, kotorym Gomperc otdaval svo� talant i 	nergi�.
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Gomperc v stat�e 1820 g., opublikovanno� v Trudah Koro-
levskogo obwestva, primen�et metod fl�ksi�, izobretenny�

N��tonom i Le�bnicem (analog sovremennogo differencial�-
nogo i integral�nogo isqisleni�), dl� izuqeni� razliqnyh va-
riantov strahovani� �izni. On pokazal, qto funkcii do�iti�

dvuh lic men��ts� v arifmetiqesko�, a raznost� ih sme�nyh

znaqeni� — v geometriqesko� progressii. V 1824–1847 gg. ruko-
vodil odno� iz strahovyh kompani�, byl iniciatorom ob�edi-
neni� aktuarnyh tablic smertnosti 17 angli�skih strahovyh

obwestv.

V 1860 g. v doklade Me�dunarodnomu statistiqeskomu kon-
gressu on obobwil ”zakon smertnosti” na vse vozrasty. So-
glasno Gompercu, uveliqenie smertnosti s vozrastom vystu-
paet, kak funkci� oslableni� sposobnosti qeloveka protivo-
sto�t� razliqnogo roda naruxeni�m. Pri 	tom predpolaga-
los�, qto temp umen�xeni� 	to� sposobnosti harakterizuets�

posto�nno� veliqino�, a uroven� smertnosti v ka�dom vozraste

proporcionalen tako� oslablenno� �iznesposobnosti qelove-
qeskogo organizma.

Strogoe sobl�denie n��tonovskih sposobov oboznaqeni� i

zapise� uravneni� vosprep�tstvovalo svoevremennomu xiroko-
mu priznani� 	togo vyda�wegos� dosti�eni� Gomperca. Tem

ne menee, on byl priznan pionerom strahovo� nauki i vyda�-
wims� uqenym svoe� 	pohi. Posledn�� stat�� na 	tu temu byla

opublikovana im v 1862 g. za tri goda do smerti, posledovavxe�

na 86-m godu �izni.

Umer Bend�amin Gomperc v 1865 g. V nekrologe Gomperc

byl nazvan sv�zu�wim zvenom me�du starym i novym i byl

oplakan kak posledni� 	rudirovanny� n��tonianec.

4. Ferh�l�st P�er Fransua. Ferh�l�st P�er Fransua

izvesten rabotami v oblasti modelirovani� qislennosti nase-
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leni�. Naqal�noe obrazovanie poluqil v Br�ssele, v 1822 g.
postupil v universitet Genta, gde v 1825 g. poluqil doktor-
sku� stepen� za raboty po teorii qisel. Na prot��enii uqeby

poluqil neskol�ko nagrad za raboty po variacionnomu isqis-
leni�.

Ferh�l�st P�er Fransua

(28 okt�br� 1804 g. – 15 fevral� 1849 g.)
bel�gi�ski� matematik

Bel�gi�ska� revol�ci� 1830 g. i vvedenie gollandskih

vo�sk 1831 g. qastiqno otvlekli Ferh�l�sta ot issledovani�,
no vse ego politiqeskie naqinani� zakonqilis� neudaqe�, qto

odnako ne mexalo emu v dal�ne�xem issledovat� social�nye

problemy s matematiqesko� toqki zreni�. Zanimals� perevo-
dom knig po fizike, s 1835 g. stal professorom Br�ssel�sko-
go universiteta, gde on prepodaval astronomi�, nebesnu� me-
haniku, differencial�noe i integral�noe isqisleni�, teori�

vero�tnosti, geometri� i trigonometri�. Interes k izuqeni�

teorii vero�tnosti voznik u nego pri nabl�denii loterei, no

poz�e on vyrazil ego primenitel�no k politiqesko� 	konomii

i demografiqeskim voprosam. V to vrem� 	ti oblasti aktivno

razvivalis� blagodar� rabotam Mal�tusa i nakopleni� sta-
tistiqeskih dannyh v naukah o qeloveqestve.
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Naibolee izvestno� raboto� �vl�ets� formulirovanie lo-
gistiqeskogo uravneni� dl� qislennosti naseleni� (1838 g.),
tak�e nazyvaemoe uravneniem Ferh�l�sta. Apokalipsiqe-
ski� harakter vyvodov, sledu�wih iz modeli Mal�tusa, v

modeli Ferh�l�sta byl sm�gqen. Vvedenny� Ferh�l�stom

v uravnenie Mal�tusa dopolnitel�ny� otricatel�ny� qlen,
proporcional�ny� kvadratu qislennosti popul�cii, otra�aet

umen�xenie qislennosti za sqet ograniqennosti areala obita-
ni� ili �e koliqestva resursov.

Otmetim, qto i u modeli Ferh�l�sta tak�e est� ”predxe-
stvenniki” — v 1825 g. B. Gomperc predlo�il model� dinami-
ki popul�cii, kotora� demonstriruet nasywa�wi�s� rost, t.e.
s teqeniem vremeni qislennost� popul�cii ”stabiliziruets�”
na nekotorom urovne i bol�xe ne izmen�ets�. Odnako krivye,
sootvetstvu�wie real�nym zavisimost�m qislennoste� popu-
l�ci� ot vremeni, bystree vyhod�t na stacionarny� uroven�,
qem 	to predpisyvaets� im model�� Gomperca.

Osnovyva�s� na svoih rasqetah, Ferh�l�st predskazal

verhn�� granicu qislennosti naseleni� Bel�gii, ravnu�

9 400 000 qelovek. Faktiqeski, v 1994 g. naselenie Bel�gii so-
stavl�lo 10 118 000 qelovek, qto pri uqete faktora migracii

pozvol�et govorit� o sravnitel�no horoxe� toqnosti ocenki.

V 1840 g. on stanovits� professorom bel�gi�skogo voennogo

universiteta. Za rabotu po 	lliptiqeskim funkci�m v 1841 g.
byl vybran qlenom bel�gi�sko� Akademii Nauk. V 1848 g. byl

izbran ee prezidentom. No, tak kak na prot��enii �izni obla-
dal slabym zdorov�em, bespokoivxim ego mnogie gody, probyl

v dol�nosti vsego god, posle qego skonqals� v vozraste 45 let.

5. �duard Z�ss. Z�ss rodils� v Londone v sem�e sak-
sonskogo kupca. V 1834 g. ego sem�� pereehala v Pragu, a v

1845 g. — v Venu. Uvlekxi�s� izuqeniem geologii ewe v molo-
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dom vozraste, Z�ss opublikoval svo� pervu� rabotu (po geo-
logii Karlsbada), kogda emu bylo vsego 19 let. V 1857 g. Z�ss

poluqil kafedru geologii v Vene. On byl qlenom obwinno-
go soveta i referentom komissii po snab�eni� goroda vodo�

i uregulirovani� Duna�, a tak�e qlenom ni�neavstri�skogo

se�ma (landtaga); v 1870–1874 gg. de�tel�no zanimals� provede-
niem novogo xkol�nogo zakonodatel�stva v Ni�ne� Avstrii, v

1873 g. byl izbran v re�hsrat, gde mnogokratno pokazyval seb�

blest�wim levym oratorom.


duard Z�ss

(20 avgusta 1831 g. – 26 aprel� 1914 g.)
avstri�ski� geolog i obwestvenny� de�tel�

Z�ss napisal nauqnye trudy, otnos�wies� k stratigrafii

Al�p, k geologii Italii. Imenno emu prinadle�at gipotezy

o suwestvovanii superkontinenta Gondvany (1861 g.) i okeana

Tetis (1893 g.). V 1875 g. Z�ss predlo�il v geologii termin

”biosfera”. V 1895 g. on byl izbran qlenom Xvedsko� Koro-
levsko� Akademii Nauk, a v 1903 g. poluqil medal� Kopli —
vysxu� nagradu Korolevskogo obwestva Velikobritanii.


duard Z�ss v svoem kapital�nom trehtomnom trude ”Lik

Zemli” (1883–1888 gg.) podvel itog vsemu razviti� geologii

vplot� do XX v. On dal kartinu stroeni� i razviti� zemno�

kory s pozici� kontrakcionno� gipotezy. Z�ss polagal, qto
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forma i stroenie skladqatyh gornyh cepe� ukazyva�t na ih

obrazovanie putem s�ati� zemno� kory. Obrazovanie morskih

vpadin Z�ss predstavl�et kak process obruxeni� zemno� kory,
prisposabliva�we�s� k sokrawa�we�s� v ob�eme vnutrenne�

qasti zemnogo xara. V svoem trude 
. Z�ss obrisoval sto�wie

pered teoretiqesko� geologie� zadaqi i nametil puti ee raz-
viti�. 
to okazalo bol�xoe vli�nie na posledu�wee razvitie

geologiqesko� nauki.

6. �rnst Gekkel�. 
rnst Gekkel� — avtor termina ”	ko-
logi�”. V 1857 g. on poluqil diplom vraqa, zatem zawitil

doktorsku� dissertaci� po zoologii v �enskom universite-
te i s 1862 po 1909 g. prepodaval v �ene zoologi�, zanima�s�

glavnym obrazom morskimi bespozvonoqnymi.

Gekkel� 
rnst He�nrih Filipp Avgust

(16 fevral� 1834 g. – 9 avgusta 1919 g.)
nemecki� zoolog i 	vol�cionist

Pod vli�niem Q. Darvina uvidel v 	vol�cii osnovu dl�

ob��sneni� prirody i logiqeskoe obosnovanie filosofskogo

podhoda k prirode. Pytals� sozdat� pervoe genealogiqeskoe

drevo vsego carstva �ivotnyh. Predpolagal, qto ka�dy� vid

povtor�et svo� 	vol�cionnu� istori� v hode 	mbriologiqe-
skogo razviti�. 
rnst Gekkel� sformuliroval biogenetiqe-
ski� zakon, on pisal: ”...� u�e 33 goda tomu nazad vydvinul
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polo�enie, qto ka�da� �iva� kletka obladaet psihiqeskimi

svo�stvami i qto, sledovatel�no, duxevna� �izn� mnogokle-
toqnyh �ivotnyh i rasteni� est� ne qto inoe, kak rezul�tat

psihiqeskih funkci� kletok, sostavl��wih ih telo”. Svoimi

teori�mi 	vol�cii qeloveka Gekkel� privl�k vnimanie k va�-
nym biologiqeskim voprosam, a v celom r�de knig vystupil kak

talantlivy� popul�rizator 	vol�cionno� teorii.

Termin ”	kologi�” Gekkel� ispol�zoval v 1866 g. v kni-
ge ”Obwa� morfologi� organizmov”. Avtor pri postroe-
nii ierarhiqesko� sistemy klassifikacii biologiqeskih nauk

opredelil 	kologi� (ot dr.-greq. ”	�kos” — obitaliwe, �ili-
we, dom, imuwestvo i ”logos” — pon�tie, uqenie, nauka) kak

”obwu� nauku ob otnoxeni�h organizmov s okru�a�we� sre-
do�” i traktoval ee oqen� xiroko — kak l�boe uqenie o pro-
cessah i dvi�eni�h v �ivo� prirode.

7. Vol�terra Vito. Vol�terra Vito — qlen Nacional�-
no� akademii dei Linqe� v Rime, organizator i pervy� pred-
sedatel� Obwestva progressa nauk, qlen-korrespondent po raz-
r�du matematiqeskih nauk Fiziko-matematiqeskogo otdeleni�

Rossi�sko� Imperatorsko� Akademii Nauk s 13 dekabr� 1908 g.,
poqetny� qlen AN SSSR so 2 �nvar� 1926 g.

Interes k matematike naqal pro�vl�t�s� v nem dovol�no

rano, v vozraste 11 let. Pod vpeqatleniem ot romana 
�l�

Verna ”Putexestvie na Lunu” on zan�ls� rasqetami traekto-
rii snar�da v atmosfere. Tak�e on naqal izuqat� geometri�

Le�andra. V vozraste 13 let zanimals� trehmernymi zadaqa-
mi i dobils� nekotoryh uspehov v razbienii vremeni na ma-
len�kie intervaly, na kotoryh on mog rassmatrivat� silovu�

konstantu.

Ego otec umer, kogda Vito byla 2 goda. No 	to ne po-
mexalo emu posewat� lekcii v Florenti�skom universitete.
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Differencial�noe isqislenie on izuqil, buduqi podrostkom,
a integral�noe — otkryl dl� seb� sam. On blest�we okonqil

estestvenny� fakul�tet Florenti�skogo universiteta i byst-
ro zavoeval veduwee polo�enie v mirovom matematiqeskom so-
obwestve.

Vol�terra Vito

(3 ma� 1860 g. – 11 okt�br� 1940 g.)
ital��nski� matematik, fizik

V 1878 g. on perebrals� v Pizu. V Pize ego uqil Betti,
kotory� byl doktorom fiziqeskih nauk. Vol�terra stal pro-
fessorom mehaniki v Pize v 1883 g., i posle smerti Betti, on

zan�l kafedru matematiqesko� fiziki v 1893 g. v Turine, zatem
kafedru mehaniki v Rime v 1900 g. Vito Vol�terra skonqals�

v 1940 g.

Naibolee izvestnye raboty Vol�terra otnos�ts� k obla-
sti differencial�nyh uravneni� s qastnymi proizvodnymi,
teorii uprugosti, integral�nyh i integro-differencial�nyh

uravneni�, funkcional�nogo analiza. Vol�terra v 1890 g. po-
kazal, qto teori� Gamil�tona i �kobi dl� integrirovani� dif-
ferencial�nyh uravneni� dinamiki mo�et byt� ispol�zovana

dl� drugih zadaq matematiqesko� fiziki.

Izvestnost� Vol�terra prinesli tak�e raboty v oblasti

teoretiqesko� biologii, odnim iz rodonaqal�nikov kotoro� on
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sqitaets�. V 1925 g. iz besed so svoi z�tem, molodym zoologom,
on uznaet, qto kogda v gody Pervo� mirovo� vo�ny intensiv-
nost� rybnogo promysla rezko sokratilas�, v ulove vozrosla

dol� hiwnyh ryb. 
tot fakt zainteresovyvaet ego, i on sozda-
et matematiqesku� model� ”hiwnik — �ertva”.

Vol�terra ne qu�d byl politike. V 1905 g. on byl sa-
mym molodym senatorom v Ital��nskom korolevstve. Vo vre-
m� Pervo� mirovo� vo�ny Vol�terra rabotal nad uluqxeni-
em diri�able�, za qto byl udostoen 
eleznogo kresta — vys-
xe� voenno� nagrady. On byl aktivnym protivnikom faxizma

i v gordom odinoqestve progolosoval protiv peredaqi vlasti

Mussolini v 1922 g. Prixlos� 	migrirovat� posle 	togo vo

Franci�. Mussolini stara�s� podn�t� presti� svoe� dikta-
tury, neodnokratno priglaxal Vol�terra vernut�s�, obewa�

poqetnye posty i tituly, no poluqal otkaz. Pered Vtoro�

mirovo� vo�no� on otkazals� prinesti pris�gu faxistskomu

pravitel�stvu, za qto byl lixen qlenstva vo vseh ital��nskih

universitetah. V 1938 g. Vol�terra byla prisu�dena uqena�

stepen� xotlandskogo universiteta v Sent-
ndr�se, no na tor-
�estvenno� ceremonii po 	tomu sluqa� uqeny� ne smog prisut-
stvovat� iz-za plohogo samoquvstvi�.

8. Lotka Al�fred D�e�ms. Al�fred D�e�ms Lotka ro-
dils� vo L�vove — gorode, kotory� togda nahodils� na terri-
torii Avstro-Vengrii i imenovals� Lembergom. On uqils� v

Germanii i vo Francii, a stepen� bakalavra v oblasti fiziki

i himii poluqil v Anglii. Okonqil Birmingemski� univer-
sitet v Velikobritanii (1901 g.), doktor nauk (1912 g.).

S diplomom bakalavra on dl� prodol�eni� svoego obrazo-
vani� priez�aet v 1901 g. v Le�pcig, gde kak raz v 	to vrem� ak-
tivno rabotaet odin iz osnovatele� fiziqesko� himii — Vil�-
gel�m Fridrih Ostval�d. V svoih lekci�h Ostval�d otstaival
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znaqenie termodinamiqeskih principov i osobenno 	nergeti-
qeskogo podhoda, prizvannogo, kak on sqital, stat� organizu�-
wim naqalom dl� fiziqeskih i biologiqeskih nauk. 
ti idei

okazali kolossal�noe vli�nie na Lotku, predprin�vxego pozd-
nee smelu� popytku upor�doqit� biologi� v sootvetstvii s

fiziqeskimi principami.

Lotka Al�fred D�e�ms

(2 marta 1880 g. – 5 dekabr� 1949 g.)
amerikanski� matematik, fizikohimik, statistik, demograf

Lotka poluqil izvestnost� za svo� rabotu v oblasti di-
namiki popul�ci�. V 1907 g. on pokazal, qto naselenie, ras-
tuwee neizmennym tempom i sohran��wee neizmenny� por�dok

vymirani�, stremits� k opredelennomu vozrastnomu sostavu i

posto�nnym ko	fficientam ro�daemosti i smertnosti. V ra-
bote ”Zadaqa o vozrastnom raspredelenii” (1911 g., sovm. s

F.R. Xarpom) vpervye predlo�il matematiqeskoe vyra�enie

sobstvennogo ko	fficienta estestvennogo prirosta zamknutogo

naseleni� s posto�nnym por�dkom vymirani� i detoro�deni�,
algebraiqeskoe rexenie kotopogo dal sovmestno s L. Dublinom

v rabote ”Ob istinnom ko	fficiente estestvennogo prirosta

naseleni�” (1925 g.), pokazav sv�z� 	togo ko	fficienta s netto-
ko	fficientom vosproizvodstva naseleni� kak harakteristi-
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kami stabil�nogo naseleni�. Lotka izuqal process smeny po-
koleni�, dal sovremennoe analitiqeskoe vyra�enie dliny po-
koleni�, analiziroval process demografiqeskogo razviti� se-
m�i. Vvel integral�noe uravnenie vosproizvodstva naseleni�.

Cikl 	tih rabot prines Lotke izvestnost� kak osnovate-
l� sovremennogo demografiqeskogo analiza i avtoru teorii

stabil�nogo naseleni�, kotoru� on vposledstvii rasprostra-
nil na processy razviti� samoobnovl��wihs� sovokupnoste�.
Issledoval 	konomiqeskie i demografiqeskie aspekty zdravo-
ohraneni� i 	vol�cii prodol�itel�nosti �izni, zalo�iv os-
novy 	konomiqesko� demografii.

V 1925 g. Lotka publikuet monografi� ”
lementy fizi-
qesko� biologii”, kotora� stala pervo� knigo� po matematiqe-
sko� biologii. 
ta kniga byla pereizdana v 1956 g. pod nazva-
niem ”
lementy matematiqesko� biologii”, pod kotorym ona

bol�xe i izvestna. Danna� monografi� stala razvitiem rabot

P.F. Ferh�l�sta. Imenno v 	to� rabote Lotka formuliruet

horoxo izvestnoe uravnenie Lotki — Vol�terra popul�cion-
no� dinamiki. Razviva� svoi obwie predstavleni� ob orga-
nizacii, 	vol�cii i dinamike biologiqeskih sistem, Lotka

so svo�stvenno� emu obsto�tel�nost�� privodit i uravneni�,
opisyva�wie vzaimode�stvi� popul�ci� (v qastnosti, sv�zan-
nyh otnoxeni�mi tipa ”hiwnik — �ertva”). V knige opisanie

	tih modele� zanimaet vsego neskol�ko stranic, no vposled-
stvii imenno oni qawe vsego i slu�ili povodom dl� oqen� qa-
stogo citirovani� danno� raboty v 	kologiqesko� literature

na prot��enii po kra�ne� mere neskol�kih des�tileti�. Ma-
tematiqeski� apparat knigi A. Lotki oqen� prost. Sam Lotka

ne sqital seb� 	kologom, a svo� knigu adresoval pre�de vse-
go fizikam i himikam, nade�s� privleq� ih vnimanie k sfere

biologii, gde oni mogli by s uspehom primenit� horoxo zna-
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komye im principy. Vproqem, fiziki trudy Lotki ne zameti-
li, a vot 	kologi otreagirovali oqen� bystro. V qastnosti,
na raboty Lotki obratil vnimanie odin iz osnovatele� bio-
metrii i popul�cionnogo napravleni� v 	kologii — Ra�mond

Perl, kotory� ne tol�ko privlek Lotku dl� neposredstvenno-
go sotrudniqestva, no i vs�qeski podder�ival ego stremlenie

napisat� knigu.

Rukovodil matematiqeskimi issledovani�mi v krupne�-
xe� amerikansko� strahovo� kompanii Metropolitan Life Insur-
ance (1924–1947 gg.), prezident Amerikansko� associacii nase-
leni� (1938–1939 gg.), Amerikansko� statistiqesko� associacii

(1942 g.), qlen Me�dunarodnogo so�za po nauqnomu izuqeni�

naseleni� i r�da drugih nauqnyh obwestv.

9. P�er Te��r de Xarden. P�er Te��r de Xarden —
odin iz sozdatele� teorii noosfery (ot greqeskogo ”noos” —
um i sfera, t.e. sfera razuma, — gipotetiqeskoe buduwee so-
sto�nie obwestva i ego vzaimode�stvie s prirodo�, v kotorom

prioritetnoe sosto�nie budet zanimat� razum).

P�er Te��r de Xarden

(1 ma� 1881 g. – 10 aprel� 1955 g.)
francuzski� teolog i filosof, sv�wennik-iezuit
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On vnes znaqitel�ny� vklad v paleontologi�, antropolo-
gi�, filosofi� i katoliqesku� teologi�; sozdal svoego ro-
da sintez katoliqesko� hristiansko� tradicii i sovremenno�

teorii kosmiqesko� 	vol�cii. Ne ostavil posle seb� ni xko-
ly, ni pr�myh uqenikov, no osnoval novoe teqenie — ”te��r-
dizm”.

Issledovateli otmeqa�t v ego rabotah neobyqnoe soqeta-
nie strogo nauqnogo stil� izlo�eni�, qetko� logiqnosti po-
stroeni� i porazitel�nyh po svoe� po	tike i 	mocional�nomu

vozde�stvi� fragmentov, sravnimyh s duhovnymi gimnami ve-
likih hristianskih mistikov. V r�de stran (Franci�, SXA,
Niderlandy) suwestvu�t associacii, posv�wennye Te��ru de

Xardenu, vyhodit �urnal, nazvanny� ego imenem.

10. Vladimir Ivanoviq Vernadski�. Vernadski� ra-
botal na styke geologiqeskih i biologiqeskih nauk i nauk ob

atomah. On — osnovopolo�nik geohimii; sozdal novu� ee ot-
rasl� — biogeohimi�; razvival uqenie o noosfere. Vernad-
ski�, krome togo, — odin iz sozdatele� genetiqesko� minera-
logii i radiogeologii; rabotal tak�e v oblasti kristallogra-
fii, poqvovedeni�, meteoritiki, istorii i metodologii este-
stvoznani�. Organizator mnogih nauqnyh uqre�deni� i xkol.
Vernadski� vysoko cenil znaqenie filosofii dl� nauqnogo is-
sledovani�. Ukazyval na neobhodimost� logiki i metodologii

estestvoznani�. Idei Vernadskogo sygrali vyda�wu�s� rol�

v stanovlenii sovremenno� nauqno� kartiny mira.

Ego otec Ivan Vasil�eviq, potomok ukrainskih kazakov,
pre�de qem pereehat� v Sankt-Peterburg, byl professorom

	konomiki v Kieve, a ego mat� Anna Petrovna byla doqer��

ukrainskogo dvor�nina. Vladimir Vernadski� byl tro�rod-
nym bratom izvestnogo russkogo pisatel� Vladimira Koro-
lenko.
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Vladimir Ivanoviq Vernadski�

(28 fevral� (12 marta) 1863 g. – 6 �nvar� 1945 g.)
ukrainski� i russki� estestvoispytatel�,

myslitel� i obwestvenny� de�tel�

V 1868 g. iz-za neblagopri�tnogo klimata sem�� Vernad-
skih pereehala v Har�kov — odin iz veduwih nauqnyh i kul�-
turnyh centrov togdaxne� Rossi�sko� imperii. V 1873 g. Vla-
dimir stal pervoklassnikom Har�kovsko� klassiqesko� gimna-
zii. V 1876 g. posle vozvraweni� sem�i Vernadskih v Sankt-
Peterburg postupil v Pervu� Sankt-Peterburgsku� gimna-
zi�. V 1885 g. okonqil fiziko-matematiqeski� fakul�tet Pe-
terburgskogo universiteta. V 1890 g. — privat-docent kafed-
ry mineralogii Moskovskogo universiteta. V 1897 g. zawi-
til doktorsku� dissertaci� v Peterburgskom universitete.
V 1898–1911 gg. professor Moskovskogo universiteta. S 1912 g.
— akademik Imperatorsko� Sankt-Peterburgsko� Akademii

Nauk (poz�e Akademi� nauk SSSR).

De�tel�nost� Vernadskogo okazala ogromnoe vli�nie na

razvitie nauk o Zemle, na stanovlenie i rost AN SSSR, na

mirovozzrenie mnogih l�de�. Naqina� s 1908 g., V.I. Vernad-
ski� (v to vrem� professor Moskovskogo universiteta) posto-
�nno provodil ogromnu� rabotu po organizacii 	kspedici� i

sozdani� laboratorno� bazy po poiskam i izuqeni� radioak-
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tivnyh mineralov. V.I. Vernadski� byl odnim iz pervyh, kto

pon�l ogromnu� va�nost� izuqeni� radioaktivnyh processov

dl� vseh storon �izni obwestva. V 1915–1930 gg. — predse-
datel� Komissii po izuqeni� estestvennyh proizvoditel�nyh

sil Rossii, byl odnim iz sozdatele� plana GO
LRO. Komis-
si� vnesla ogromny� vklad v geologiqeskoe izuqenie Sovet-
skogo So�za i sozdanie ego nezavisimo� mineral�no-syr�evo�

bazy. Odin iz osnovatele� i pervy� Prezident (27 okt�br�

1918 g.) Ukrainsko� Akademii Nauk. S 1920 po 1921 g. — rektor

Tavriqeskogo universiteta v Simferopole. V 1921 g. vernuls�

v Petrograd. S 1922 po 1939 g. — direktor organizovannogo im

Radievogo instituta.

V period s 1922 po 1926 g. rabotal za granice� v Prage i

Pari�e, qital lekcii v Sorbonne, rabotal v Muzee estestven-
no� istorii i Institute K�ri, gde issledoval parizi� — ve-
westvo, oxiboqno prin�toe za novy� radioaktivny� 	lement.
V Pari�e na francuzskom �zyke vyxel ego fundamental�ny�

trud ”Geohimi�”.

Po vozvrawenii v 1926 g. v SSSR prodol�il tvorqesku�

samosto�tel�nu� rabotu. Sformuliroval koncepci� biologi-
qesko� struktury okeana. Soglasno 	to� koncepcii, �izn� v

okeane skoncentrirovana v ”plenkah” — geografiqeskih pogra-
niqnyh slo�h razliqnogo masxtaba. V 1927 g. organizoval v

Akademii nauk SSSR Otdel �ivogo vewestva.

Metody i podhody kristallografii Vernadski� raspro-
stran�l na vewestvo �ivyh organizmov. Vernadski� byl sto-
ronnikom gipotezy panspermii (gipoteza o vozmo�nosti pere-
nosa �izni vo Vselenno� s odnogo kosmiqeskogo tela na drugoe).

S 1927 g. do samo� smerti zanimal dol�nost� direkto-
ra Biogeohimiqesko� laboratorii pri Akademii Nauk SSSR.
Byl uqitelem celo� ple�dy sovetskih geohimikov. Letom
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1940 g. po iniciative Vernadskogo naqalis� issledovani� ura-
na na poluqenie �derno� 	nergii. S naqalom vo�ny byl 	vaku-
irovan v Kazahstan, gde sozdal svoi knigi ”O sosto�ni�h pro-
stranstva v geologiqeskih �vleni�h Zemli. Na fone rosta nau-
ki XX stoleti�” i ”Himiqeskoe stroenie biosfery Zemli i ee

okru�eni�”. V 1943 g. ”za mnogoletnie vyda�wies� raboty v

oblasti nauki i tehniki” k 80-leti� Vernadski� byl udostoen

Stalinsko� premii I stepeni. Vernadskim opublikovano bolee

700 nauqnyh trudov.
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