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Передмова

Всiм, хто хоч трохи знайомий iз статистикою або комп’ютера-
ми, зрозумiло, що в однiй книзi розповiсти про всю комп’ютерну
статистику неможливо. Ця книга створювалась як пiдручник для
студентiв механiко-математичного факультету, якi вивчають кур-
си комп’ютерної, дескриптивної та математичної статистики. Про-
блема полягає в тому, що такi курси читаються i на третьому, i на
четвертому, i на п’ятому роках навчання. При цьому студенти мо-
жуть спецiалiзуватись i з математики, i з статистики, i з актуарної
справи. Значною мiрою, саме цим обумовлена структура книги:
поєднання роздiлiв, орiєнтованих на читачiв з рiзним науковим
вантажем, але об’єднаних наскрiзними спiльними мотивами та сю-
жетами. Сподiваюсь, що вона може стати у пригодi не тiльки нашим
студентам, а i багатьом iншим читачам, що цiкавляться застосува-
нням статистики до дослiдження реальних даних та можливостями
розробки своїх власних технологiй статистичного аналiзу.

Отже, про що йдеться?
Першi три роздiли присвяченi системi статистичного програ-

мування R. Тут розповiдається, що таке R, звiдки його треба брати
i як встановлювати, якi є основнi засоби програмування мови R i
як працює базова графiка у цiй системi. Цю частину книги можна
використовувати для першого знайомства з R. Тут скажу тiльки,
що R це не лише гнучка i зручна мова програмування та набiр фун-
кцiй, якi реалiзують практично всi сучаснi технологiї статистичної
обробки даних. Це також перепустка в R-спiльноту, братство, де ви
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завжди зможете знайти пiдтримку та вiдповiдь на найнесподiванi-
шi питання. R — це свого роду сучасна латина, мiжнародна мова,
яка об’єднує статистикiв-практикiв i розробникiв нових iдей.

Далi у четвертому i п’ятому роздiлах розповiдається про де-
скриптивнi статистики, тобто про числовi характеристики, якi ви-
користовуються, коли великi набори статистичних даних треба ко-
ротко описати одним або кiлькома числами. Тут читач може дiзна-
тись, коли середнє положення у вибiрцi доцiльно характеризувати
медiаною, а коли—геометричними середнiм.Що таке робастнiсть.
Чому треба брати корiнь з вибiркової дисперсiї. Як вiдобразити
структуру кореляцiй у виглядi графа. I багато iншого.

Для читання перших п’яти роздiлiв достатньо тiльки знання
елементарної шкiльної математики. Аби лише не боятись символiв∑︀

,
∏︀

i 𝑛
√
𝑥.

Iз шостого роздiлу починається застосування математичних,
ймовiрнiсних моделей у статистицi. Тут описанi основнi ймовiрнi-
стнi розподiли, якi використовуються для побудови теоретичних
моделей даних. Крiм того, пояснюється технiка генерацiї псевдо-
випадкових послiдовностей iз заданим розподiлом. Такi послiдов-
ностi широко використовуються у сучаснiй статистицi для аналiзу
реальних даних i для перевiрки якостi алгоритмiв, про це розпо-
вiдається далi. Для читання цього i наступних роздiлiв треба мати
хоча б мiнiмальне уявлення про похiднi та iнтеграли.

У сьомому роздiлi йдеться про графiчнi засоби аналiзу роз-
подiлу даних, вибору теоретичної моделi i порiвняння розподiлiв
рiзних наборiв.

Що можна робити, коли ви вибрали теоретичну модель? Оцi-
нювати її невiдомi параметри i перевiряти гiпотези про них. Цьому
присвяченi, вiдповiдно, восьмий i дев’ятий роздiли книги. Вони по-
будованi трохи незвично: вiд складного — до простого. Спочатку
розповiдь йде про загальнi пiдходи до розв’язання задач оцiнки i
тестування гiпотез, показано, як їх можна самостiйно реалiзувати
в R для дослiдження даних, що описуються порiвняно складними,
нестандартними моделями. I лише потiм сказано про стандартнi
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функцiї R, що реалiзують тi ж методи у стандартних, широко засто-
совних моделях. По-справжньому розiбратись у складному легше,
нiж у простому: складне можна розкласти на простiшi складовi, а
простого так не зрозумiєш! Крiм того, майстру, навченому робити
складнi речi, непотрiбно буде вганяти нетипову справу у стандар-
тнi межi — як це часом буває з тими, хто починав з простого.

Нарештi, десятий роздiл оповiдає про технiку регресiйного
аналiзу — роздiл статистики, який на сьогоднi має найбiльше за-
стосувань. Тут застосовуються всi тi пiдходи, якi описанi у книзi
ранiше.Але значну частину роздiлуможна читатимайже не зверта-
ючись до попереднього матерiалу. Наприклад, за бажанням читач
може почати знайомство з книгою з пiдрозд. 10.1. I вже склавши
певне уявлення про те, що буде наприкiнцi, звернутись до початку
книги, якщо захоче розплутати всю iнтригу.

У додатках вмiщенi тi вiдомостi з алгебри та теорiї ймовiр-
ностей, якi студенти-математики зазвичай отримують у iнших на-
вчальних курсах, але деяким читачам вони можуть бути не зовсiм
вiдомi, або вiдомi в дещо iншому освiтленнi.

Трохи про те, чого немає у цiй книзi — я одразу зазначу, де
про це можна прочитати. Немає аналiзу часових рядiв [24, 47]. Не-
має того, що зазвичай називають машинним навчанням: нейронних
мереж, технiки кросс-валiдацiї, зниження вимiрностi, кластерного
аналiзу i т.д. [31, 33]. Майже немає непараметричної статистики
[52]. Немає технiк вибiркових обстежень [1]. Немає послiдовно-
го викладу математичних основ статистики i теорiї ймовiрностей
[3, 9, 46, 51]. I хотiлося б про все це написати, але десь треба
ставити крапку.

Iще три рекомендацiї для тих, кому, можливо, варто вiдкласти
цю книгу i пошукати бiльш корисної. Якщо вам потрiбний швид-
кий огляд того, як реалiзувати стандартнi статистичнi технiки у R,
можна почати з [12]. Якщо ви взагалi не хочете мати справу на-
вiть з мiнiмальним програмуванням, а волiєте обмежитись такою
обробкою, яку можна реалiзувати, обираючи пункти у стандартно-
муменю, варто скористатись, пакетомStatistica, див. [15]. Якщо вас
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цiкавить не конкретна комп’ютерна платформа, а загальна логiка
комп’ютерного статистичного аналiзу у застосуваннi до конкре-
тних прикладних задач, хорошим пiдручником для вас може стати
[44].

Я прошу читачiв за все цiкаве i хороше, що знайдеться у цiй
книзi, разом зi мною подякувати моїм колегам, чиї поради, ко-
ментарi i критика значною мiрою сформували її. Спецiально хочу
подякувати тим, хто читав i вичитував цю книгу в процесi її пiд-
готовки — О. Сугаковiй, А. Оленку, А. Пилипенку. А також своїм
студентам, вiд яких я також багато чому навчився, особливо у про-
грамуваннi на R. Ви можете приєднатись до цих людей, написавши
менi свої вiдгуки на адресу mre@univ.kiev.ua

Успiхiв вам у статистицi i не тiльки.
Р. Майборода



Роздiл 1

Початок роботи з R

У цьому пiдроздiлi мiститься переважно технiчна iнформацiя,
корисна для тих, хто вперше вирiшив поекспериментувати з R.
Тут розподiдається, що таке R, R-Studio, пакети (бiблiотеки), чим
вони можуть бути кориснi, де їх взяти i як встановити на своєму
комп’ютерi. Пояснюється також, як вести дiалог з R i R-Studio,
користуватись help-системою i де в iнтернетi можна шукати порад
щодо роботи з R, коли вони вам потрiбнi.

Якщо R вже встановлений на вашому комп’ютерi i першi кроки
були успiшними, пропускайте цей роздiл i переходьте до наступно-
го.

1.1 Що таке R i де його взяти

R — це середовище програмування для статистичного аналi-
зу даних. Воно складається з базової програми R, що працює як
iнтерпретатор мови статистичного програмування S, та окремих
пакетiв, якi реалiзують спецiальнi методи та технологiї статисти-
чної обробки даних. Базова програма створена як складова проекту
GNU. Вона є альтернативною програмною реалiзацiєю мови S (ця
мова та комерцiйний пакет S+ для її реалiзацiї були розробленi
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у Bell Laboratories пiд керiвництвом Дж. Чемберса). На вiдмiну
вiд S+, програма R є некомерцiйною i вiльно розповсюджується
за умови дотримання вимог GNU General Public License. Комер-
цiйний проект S+ сьогоднi практично не активний, остання версiя
програми випущена у 2007 р. Подальший розвиток iдей, закладе-
них у мовi S, та їхня реалiзацiя продовжується в системi R. Тому
сучасна версiя мови також має назву R. Але ряд книг, написаних з
орiєнтацiєю на S та S+, зберiгає свою актуальнiсть, оскiльки у них
питання прикладного застосування часто пояснюються детальнiше
i зрозумiлiше, нiж у документацiї до R, розробленiй ентузiастами.

Офiцiйна сторiнка проекту R розмiщена за адресою:
http://www.r-project.org/ .
Отримати останню версiю iнсталятора базової програми R для

операцiйної системи Windows можна за адресою1:
http://cran.r-project.org/bin/windows/base/ .
(На 12 сiчня 2019 p. це була версiя R-3.5.2). Iнсталятор заван-

тажується у виглядi exe-файла. Для iнсталяцiї програми досить
запустити цей файл i вiдповiдати на запитання, якi задаватиме
iнсталятор. При першiй спробi роботи з R рекомендовано пого-
джуватись з усiма пропозицiями, якi робить iнсталятор.

Проблеми можуть виникнути, якщо на вашому комп’ютерi
встановленi рiзнi права доступу для рiзних користувачiв. Спра-
ва в тому, що R наприкiнцi кожної сесiї роботи зберiгає на диску
“робочий простiр” (workspace) — сукупнiсть даних та програм,
якi були завантаженi пiд час сесiї. На початку наступної сесiї ро-
бочий простiр завантажується з диска. Якщо пiд час iнсталяцiї
для зберiгання робочого простору буде обрано директорiю, недо-
ступну певному користувачевi, то при роботi з R можуть виника-
ти повiдомлення про неможливiсть завантаження або зберiгання
workspace. Для усунення таких повiдомлень потрiбно або вибрати
директорiю вiльного доступу при iнсталяцiї, або змiнити директо-
рiю, використовуючи пункт File->Change Dir. . . у головному меню

1У цiй книзi я орiєнтуюсь на використання R у системi Windows, але на сайтi
r-project можна знайти версiї i для iнших операцiйних систем.
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головного вiкна програми R.
Пiсля iнсталяцiї R його можна запустити й отримати прибли-

зно таке вiкно, як зображено на рис. 1.1. Тут зверху розмiщено
головне меню, а нижче вiдкрито вiкно “консолi R”, де можна дава-
ти команди програмi та отримувати її вiдповiдi. Синiм кольором
у цьому вiкнi виведено початкову iнформацiю про вашу версiю
базової програми R. Потiм iде iнформацiя про те, що R поширю-
ється вiльно за умови виконання вимог лiцензiї. Далi червоним
кольором можуть бути вказанi команди, якi R виконав автомати-
чно при завантаженнi. Нарештi, червоний символ > є запрошенням
користувачу вводити власнi команди.

Рис. 1.1. Початок роботи з R

Для перевiрки роботи системи можна пiсля того, як на екра-
нi з’явиться символ > ввести з клавiатури 2+2 i натиснути Enter.
Результат виконання буде виведено на консоль буде виведено на
консоль. Дiалог з комп’ютером буде мати такий вигляд:
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O
> 2+2

[1] 4

△
R виводить результати виконання безпосередньо пiсля команди

синiм кольором, пiсля чого переходить у режим очiкування насту-
пної команди, про що повiдомляє червоним знаком >. При роботi
з R можна виконувати одразу багато команд, що записанi в окре-
мому файлi. Найпростiший спосiб зробити це — в якому-небудь
текстовому редакторi завантажити такий файл, зробити там copy,
а потiм — paste на консолi. При цьому, якщо команди в файлi роз-
мiщенi в окремих рядках, роздiлових знакiв мiж ними не потрiбно.
Команди, вмiщенi в одному рядку, роздiляють символом ;.

Якщо довга команда не вмiщується у одному рядку, її можна
розбити на декiлька рядкiв, причому, при переходi до наступного
рядку R автоматично виводить символ продовження +. R сам здога-
дується, що команда не закiнчена — за її синтаксисом. Тому деякi
синтаксичнi помилки (як от — забутi дужки) можуть сприйматись
як незакiнченi команди. У цьому випадку R виставить + на початку
наступного рядка i перейде у режим очiкування. Натиснiть esc,
щоб перейти у режим введення нової команди без продовження
аналiзу попередньої.

Програми, що складаються з команд R, називають скриптами
(script). Вони мають стандартне розширення .r. У базовiй програ-
мi є можливiсть вiдкрити вiкно редактора для створення нового
скрипта або завантажити файл зi скриптом, використовуючи пун-
кти головного меню File->New script, або File->Open script. Ви-
конати завантажений у вiкнi редактора скрипт повнiстю можна,
використовуючи Edit->Run all. Можна також виконати видiлену
частину скрипта використовуючи кнопку “Run line or selection”.
Закiнчивши роботу зi скриптом, його можна зберегти, використо-
вуючи File->Save.
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1.2 Система R-Studio

За потреби, всi технологiї статистичної обробки можна ре-
алiзовувати, використовуючи лише базовий пакет R. Але вiн
спецiально розроблений так, щоб забезпечувати лише мiнiмаль-
но необхiднi засоби реалiзацiї. Для бiльш зручного користуван-
ня R-технологiями можна використовувати спецiальнi надбудови-
оболонки над R, якi дають бiльше можливостей для програмування,
перегляду використаних змiнних, користування графiкою та робо-
ти з Help-системою.

Система R-Studio є однiєю з таких оболонок-iнтеграторiв. Во-
на також розповсюджується безкоштовно. Iнсталятор R-Studio

можна отримати на офiцiйному сайтi www.rstudio.com. Перш нiж
iнсталювати цю програму, треба встановити на комп’ютерi базовий
R. Пiсля цього можна запустити iнсталятор R-Studio i погоджува-
тись з усiма його запитаннями.

При роботi вiкно R-Studioможе мати приблизно такий вигляд,
як зображено на рис. 1.2.

Основне вiкно роздiлене на чотири дочiрнi вiкна. У лiвому
верхньому вiкнi виведено script — програму, яка редагується. (У
цього вiкна багато закладинок, якi дозволяють працювати з кiль-
кома файлами-скриптами одразу). У лiвому нижньому вiкнi —
консоль, у якiй виконуються команди. Тут також можна запускати
скрипти або їхнi частини. У правому верхньому вiкнi можна пере-
глядати активнi змiннi, з якими працює програма. Тут також можна
побачити iсторiю роботи—що ви робили у R не тiльки пiдчас даної
сесiї (це вiдображено на консолi), а i ранiше, у попереднiх сесiях.

Найбiльш навантажене вiкно внизу праворуч. Сюди виводять
рисунки, якi робить програма, тут можна проглянути Help, по-
дивитись, якi додатковi пакети завантаженi, а також працювати з
рiзними файлами з вашого комп’ютера.

Звичайно, користувач може помiняти цi вiкна мiсцями, змiню-
вати їх розмiри та користуватись iншими можливостями системи.
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Рис. 1.2. Початок роботи з R

Зокрема, користуючись головним меню, можна перезаванта-
жувати R, вибирати новий робочий каталог (тобто каталог, з яко-
го R завантажує файли стандартно), зберiгати та завантажувати у
пам’ять workspace, отримувати з iнтернету новi бiблiотеки про-
грам/даних (packages). Усе це можна робити i безпосередньо з R,
але в R-Studio такi речi органiзованi зручнiше.

R-Studio корисний також пiдказками, якi вiн робить пiд час
набору команд на консолi та у вiкнi скриптiв.

Ще одна додаткова зручнiсть R-Studio — можливiсть генерацiї
текстових звiтiв, якi виконуються з поєднанням системи програ-
мування R та системи форматування текстiв LaTeX. При цьому
R-Studio спирається на R пакет knitr. За допомогою цiєї техно-
логiї пiдготовлена ця книга. На жаль, для повного опису knitr

необхiдно пояснювати не тiльки роботу R, а i принципи органiзацiї
LaTeX, що виходить за межi цiєї книги.
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1.3 Пакети, Help та iнше

Базовий R має великий набiр функцiй для реалiзацiї матема-
тичних та статистичних алгоритмiв. Але користувачi весь час роз-
робляють свої власнi функцiї, що доповнюють базовi. Коли де-
який набiр функцiй, що реалiзують певну технологiю статистичної
обробки даних, буде вiдпрацьований настiльки, що у розробника
виникає бажання подiлитись ним також з iншими можливими ко-
ристувачами, вiн оформлює такий набiр у виглядi пакета (package).
Пакет повинен мати також help-документацiю, яка дозволить мо-
жливим користувачам зрозумiти його призначення. До пакета ча-
сто включають i набори даних, на яких можна перевiрити роботу
його функцiй. Бувають пакети, складенi лише з даних,— це просто
колекцiї цiкавих або популярних прикладiв, якi хтось пiдiбрав для
власних потреб.

Правильно оформленi пакети розробники вiдсилають до депо-
зитарiїв, звiдки їх можна переписати на свiй комп’ютер у каталог,
доступний для R (iнсталювати). Оскiльки пакети створюються рi-
зними розробниками за власною iнiцiативою, незалежно один вiд
одного, то мiж ними можуть iснувати неузгодженостi. Наприклад,
функцiї з рiзних пакетiв можуть мати однаковi iмена та типи па-
раметрiв, тодi при завантаженнi у пам’ять комп’ютера обох па-
кетiв користувач не зможе правильно їх використовувати2. Тому
рекомендується завантажувати не всi iнстальованi на комп’ютерi
пакети, а лише тi, якi дiйсно потрiбнi для роботи пiд час даної сесiї.

Програмiсти, що створюють у R новi пакети для загального
користування, розрiзняють поняття пакет (package) i бiблiотека
(library). Пакетом називають файл, або набiр файлiв з скриптами
та їхнiм описом, а бiблiотекою—мiсце, тобто каталог у файловiй
системi, де лежить пакет. З точки зору користувача-початкiвця, ця
вiдмiннiсть не суттєва. Старожили пам’ятають, що в мовi S library

2Функцiї, що мають однаковi iмена, але працюють з параметрами рiзних ти-
пiв, — це нормальне явище для об’єктно-орiєнтованих мов. Комп’ютер пiд час
виклику обирає правильну функцiю, виходячи зi специфiкацiї її параметрiв.
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означало приблизно те ж, що у R називають package. У цiй книзi
ми також не будемо надавати ваги цiй вiдмiнностi.

Iнсталювати пакет на комп’ютерi, тобто отримати його з iнтер-
нету у виглядi zip-архiву, розархiвувати i покласти у зручне для R
мiсце, можна таким чином:

1. Пiд час сесiї роботи з R з консолi, викликавши функцiю
iнсталяцiї install.packages. Наприклад, команда

install.packages('raster')

викличе звертання комп’ютера до стандартного депозитарiю (за-
звичай це cran.us.r-project.org), отримання вiд нього пакета
i розмiщення його у вiдповiдному каталозi на комп’ютерi. Зви-
чайно, якщо комп’ютер не має виходу в iнтернет, або депозитарiй
недоступний, в результатi виконання функцiї виникне помилка.

2. При роботi безпосередньо з базовим R iнсталяцiю можна ро-
бити, використовуючи пункти головного меню Packages-> Install
package(s). Спочатку програма пропонує вибрати iнтернет-архiв, з
якого робиться iнсталяцiя. Варiант 0-cloud, що пропонується стан-
дартно, зазвичай працює цiлком задовiльно. Пiсля цього треба у
списку вибрати потрiбний для вас пакет. Якщо цей пакет викори-
стовує якi-небудь iншi, яких немає на вашому комп’ютерi, вони
будуть iнстальованi автоматично.

3. При роботi з R-Studio можна скористатись пунктами головно-
го меню Tools->Install packages. . . При цьому вiдкривається дiало-
гове вiкно, де ви можете вказати, звiдки проводиться iнсталяцiя (з
iнтернет-депозитарiю, чи з zip-архiву на вашому комп’ютерi), який
пакет ви хочете iнсталювати, мiсце, де буде розмiщений пакет, i чи
треба iнсталювати iншi пакети, якi ним використовуються.

Для завантаження (пiдключення) пакета у робочу область
пам’ятi (Workspase) пiд час сесiї використовують функцiю
library(). Наприклад, library(raster) завантажує в робочу
область пакет raster i дає змогу використовувати всi його функцiї
у подальшiй сесiї.

Функцiю detach() вiдключає пакети. Наприклад, команда
detach("package:raster")
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зробить пакет raster неактивним — його функцiї перестануть
бути доступними у подальшiй сесiї. Але при цьому вiн залишиться
в оперативнiй пам’ятi.

Видалити непотрiбний пакет з Workspase можна, використо-
вуючи функцiю remove(), наприклад:

remove.packages("raster").
Для того, щоб очистити весь Workspase, можна набрати
remove(list = ls()).
Для того, щоб отримати довiдку про якi-небудь можливостi R,

можна скористатись help-системою. Для цього призначенафункцiя
help(), або скорочено ?. Набравши на консолi R команду

?sin

ви отримаєте довiдку про тригонометричнi функцiї в R, зокрема, i
про функцiю sin(𝑥). Довiдка, зазвичай, починається з iнформацiї
про те, у якому пакетi мiститься функцiя (данi, об’єкти тощо) У
випадку ?sin це має вигляд: Trig {base}, що вказує на набiр
тригонометричних функцiй з базового R.

Iнколи назву функцiї (тему help) пiсля знака запитання слiд
задавати у лапках. Так, при спробi викликати help запитом ?+ (або
?for) ви у вiдповiдь отримаєте запрошення продовжувати введен-
ня команди (+). Якщо набрати ?"+" (вiдповiдно — ?"for") можна
отримати довiдку про реалiзацiю арифметичних операцiй (або про
цикл for) у R.

Базовий R для перегляду help-документацiї може запускати
iнтернет-браузер, але це не означає, що документацiя шукається
у iнтернетi. Все, що видається за командою ? або ??, мiститься на
вашому комп’ютерi i не потребує доступу до iнтернету.

Команда ? виводить основний файл, пов’язаний з темою запи-
тання. Для прперегляду всх файлiв, де згадується ця тема, можна
скористатись функцiєю help.search(), скорочено — ??. Напри-
клад, за запитом

??"linear models"

у браузерi буде виведена сторiнка з перелiком усiх документiв
help-у, де згадуються лiнiйнi моделi з коротким описом їхнього
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змiсту. Бiльшiсть iз цих сторiнок буде стосуватись лiнiйних регре-
сiйних моделей, або узагальнених лiнiйних моделей. Але можливi
i посилання на лiнiйнi моделi чогось зовсiм iншого. Переходячи за
гiперпосиланнями, можна продивлятись цi документи.

Задаючи спецiальнi параметри функцiй help.search() або
help(), можна отримувати довiдки для окремих пакетiв, або тiль-
ки за ключовими словами, або тiльки за документами з певного
каталогу i т.д.

Документацiю для help автори пакетiв розробляють самi, i по-
ставляється вона разом з пакетами. Тому за запитом ? ви отри-
муєте iнформацiю лише про тi функцiї, якi мiстяться у пакетах,
доступних пiд час сесiї (пiдключених при запуску R або додатково
командою library()). Якщо, скажiмо, на початку сесiї я запитаю

?ginv

вiдповiдь буде:
No documentation for ‘ginv’ in specified packages

and libraries: you could try ‘??ginv’

При запитi ??ginv виводиться вся iнформацiя про ginv, що
є на комп’ютерi (як пiдключена до сесiї, так i не пiдключена).
Зокрема, на моєму комп’ютерi на сторiнцi довiдки з’являється
гiперпосилання

MASS::ginv Generalized Inverse of a Matrix,
що вказує на наявнiсть функцiї ginv у пакетi MASS i коротко описує
її призначення — знаходження узагальнених обернених матриць.
А пiсля пiдключення пакета MASS довiдка про цю функцiю стане
доступною за запитом ?ginv. При роботi в R-Studio комп’ютер
стане пiдказувати вам параметри цiєї функцiї при наборi i т.д.

У R-Studio у вiкнi help (праворуч знизу на екранi у стандартнiй
конфiгурацiї) є поле для пошуку (Search), яке дiє аналогiчно запиту
?, але при цьому дає додаткову пiдказку при наборi.

Якщо ви хочете отримувати iнформацiю про можливостi всiх
функцiй з усiх пакетiв, що лежать у всiх доступних депозитарiях,
то ви можете iнсталювати на своєму комп’ютерi пакет sos. Пiсля
пiдключення його до сесiї (library(sos)) стане доступним запит
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у формi ???<тема>, за яким буде видаватись результат пошуку
заданої теми по всiх R-депозитарiях свiту. Розiбратись у таких ба-
гатосторiнкових перелiках буває не просто, але iнколи вони дають
несподiванi i дуже кориснi результати.

Оскiльки документацiю до пакетiв розробляють їхнi автори, то
вона часто буває переобтяженою технiчними подробицями, не ду-
же зрозумiлими початкiвцю. Логiка застосування програми (оче-
видна авторам) при цьому втрачається. Тому дуже корисним буває
ознайомлення з думками користувачiв. Найпростiше знайти такi
думки, скориставшись якою-небудь пошуковою iнтернет-машиною
(я вiддаю перевагу Google). Набравши, скажiмо, запит

"inverse matrix in r"

— ви отримаєте посилання на багато рiзних рекомендацiй що-
до знаходження обернених матриць за допомогою R. Не всi вони
будуть адекватними! Я рекомендую звертати увагу на поради сай-
тiв:

stackoverflow.com

— це сайт програмiстiв та математикiв, тут можна знайти по-
ради спецiалiстiв та обговорення проблем на серйозному рiвнi.

www.statmethods.net

— тут можна шукати швидкi i простi поради.
cran.r-project.org/doc/FAQ/

—це офiцiйний сайт R, мiсце де зiбранi вiдповiдi на запитання,
що виникають особливо часто.

На ютубi можна також побачити лекцiї з багатьох окремих пи-
тань використання R у стилi “зрозумiло навiть немовлятам”. Вони
можуть бути корисними на перших етапах вивчення R, щоб не
почуватися зовсiм безпорадним. Потiм їх зрозумiлiсть починає
дратувати. Але, коли ви набуваєте певного досвiду у роботi з R, i
виникає потреба подiлитись ним з iншими, перегляд таких лекцiй
знову може стати у пригодi.



Роздiл 2

Мова статистичного
програмування R

Цей роздiл присвячений першому знайомству з програмува-
нням мовою R. Тут, в першу чергу, розповiдається те, без чого
неможливо розумiти тексти на R, вмiщенi у наступних роздiлах.
Звичайно, дещо викладено бiльш детально, щоб читач мiг також
орiєнтуватись у простих R-програмах, якi можуть потрапити у по-
ле його зору, наприклад, при пошуку в iнтернетi. Але неможливо
стати програмiстомнаRпрочитавши тiлькицей роздiл. Для подаль-
шого знайомства з програмуванням на R, а також з особливостями
комп’ютерної реалiзацiї цього середовища, можна рекомендувати
книгу [54]. Рiзним перетворенням наборiв статистичних даних за
допомогою R присвяченi книги [20] i [48]. З технiками статисти-
чного аналiзу даних на основi R можна ознайомитись у [49] i [50].

2.1 Базовi поняття

Мова R складається з команд. Кожна команда може виконува-
тись окремо або у складi програми. Програми у R називають скри-
птами (script). Окрема команда записується у командному рядку



26 Роздiл 2. Мова статистичного програмування R

системи R пiсля запрошення “>” i запускається на виконання кла-
вiшею Enter:

O
> 1+1

[1] 2

△
(Запрошення комп’ютер видає автоматично).

Командаможе бути виразом (тодi результат її виконання одразу
виводиться на екран, як у попередньому прикладi) або привласне-
нням:

O
> x<-1+1

> x

[1] 2

△
Тут “<-” це символ привласнення, праворуч вiд нього iде вираз,
значення якого обчислюється, а лiворуч — iм’я змiнної, якiй при-
власнено обчислене значення. Саме значення не виводиться на
екран, щоб побачити, чому тепер дорiвнює змiнна x, ми ввели її
назву у наступному рядку пiсля запрошення.

Команди виконуються пiсля натискання на клавiшу Enter. Коли
при цьому комп’ютер за синтаксисом помiчає, що команда не за-
кiнчена, вiн у наступному рядку замiсть запрошення “>” виводить
символ продовження введення “+” i ви можете закiнчити введення
команди:

O
> x<-2*

+ 3

> x

[1] 6

△
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Команди працюють з об’єктами1. Прикладами об’єктiв є век-
тори, матрицi, фрейми (набори) даних, функцiї. Часто функцiя,
що виконує певну процедуру статистичного аналiзу даних (напр.
— регресiйний аналiз) всi свої результати записує в окремий об’-
єкт, який потiм можна надрукувати на екранi у виглядi звiту або
вiдобразити у виглядi серiї рисункiв, або використати для подаль-
шого аналiзу iншими функцiями.

Грубо кажучи, об’єкт — це поiменована дiлянка пам’ятi, де
зберiгається все, що стосується цього об’єкта: значення коорди-
нат вектора, опис роботи функцiї тощо. У R, як i в iнших об’єктно-
орiєнтованих мовах, в одному об’єктi можуть об’єднуватись да-
нi i функцiї, що їх обробляють. Данi, з яких складається об’єкт,
називають його атрибутами, а функцiї, якi з ним пов’язанi —
методами. Об’єкти належать рiзним класам. Клас визначає, якi
атрибути може/повинен мати об’єкт i якi методи можна до нього
застосовувати.

До атрибута atr об’єкта x можна звертатись використовуючи
символ $:

x$atr

Наприклад:

O
> x<-NULL

> x$name<-"Коваленко"

> x$age<-24

> x$married<-F

> x

$name

[1] "Коваленко"

$age

1Якщо ви не зовсiм вiдчуваєте, про що йдется у цьому та наступному абзацах,
не переймайтесь. Все стане зрозумiлiше у подальших прикладах. При першому
читаннi можна одразу перейти до наступного пiдроздiлу.
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[1] 24

$married

[1] FALSE

△
—ми спочатку створили порожнiй (NULL) об’єкт x, а потiм надали
йому атрибути name, age i married. Щоб подивитсь, з чого тепер
складений об’єкт x, ми просто набрали його назву у скриптi, i R
вiдобразив всi x атрибути на екранi.

Тепер з x можна працювати як з єдиним цiлим, наприклад,
присвоїти його значення новому об’єкту y:

O
> y<-x

> y

$name

[1] "Коваленко"

$age

[1] 24

$married

[1] FALSE

△
— тепер y також став 24-лiтнiм неодруженим Коваленком.

Звернiть увагу, що при привласненнi за допомогою y<-x ство-
рюється новий об’єкт y (якщо у y було старе значення, воно втрача-
ється) i у цей об’єкт копiюється значення x. Теперможна змiнювати
атрибути y, але атрибути x при цьому залишаться старими:

O
> y$married<-T

> y$married

[1] TRUE
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> x$married

[1] FALSE

△
Наш y-Коваленко одружився, але x-Коваленко залишився не одру-
женим.

Для того, щоб побачити значення об’єкта x, зазвичай, досить
ввести команду x. Якщо необхiдно бiльш акуратне вiдображення,
можна скористатись функцiєю print(). Зокрема, якщо записа-
ти print(z,digits=3) то R намагатиметься виводити не бiльше
трьох значущих цифр у всiх числових атрибутах z:

O
> z=1/3

> z

[1] 0.3333333

> print(z,digits=3)

[1] 0.333

△
Структуру об’єкта зручно перевiряти, використовуючи функ-

цiю str():

O
> str(x)

List of 3

$ name : chr "Коваленко"

$ age : num 24

$ married: logi FALSE

△
Тут ми не тiльки бачимо iмена i значення атрибутiв, але можемо
дiзнатись про їхнiй тип: символьний для name, числовий для age i
логiчний для married.
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2.2 Типи даних та елементарнi функцiї

2.2.1 Вектори. Арифметичнi та логiчнi операцiї

Найпростiшою структурою умовi R є вектор (скаляри як окремi
структури не iснують, а трактуються як вектори одиничної довжи-
ни).

R використовує п’ять простих векторних типiв об’єктiв:

� logical: логiчний — вектор складений з елементiв що на-
бувають значень “iстинно” (TRUE або T) та “хибно” (FALSE
або F);

� numeric: числовий — вектор, складений з дiйсних чисел;

� integer: цiлий — вектор, складений з цiлих чисел;

� complex: вектор, складений з комплексних чисел;

� character: символьний— вектор, елементами якого є сим-
вольнi рядки.

Якщо в одному наборi даних треба об’єднати елементи рiзної
природи, використовують об’єкт типу list— список2.

Створити будь-який вектор можна використовуючи функцiю
c(), яка об’єднує рiзнi списки в один об’єкт (конкатенацiя)3:

O
> c(1,5,-3,4)

[1] 1 5 -3 4

△
— з чотирьох одноелементних векторiв створений числовий век-
тор, що складається з чотирьох елементiв (1,5,-3,4) i результат
роботи виведено на екран.

2Список це не вектор!
3Списки створюються функцiєю list().
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Звернiть увагу, що, хоча всi використанi нами числа були цi-
лими, вектор має тип numeric. Для того, щоб сказати комп’ютеру,
що ви хочете по можливостi використовувати цiлочислову ари-
фметику при роботi з даним вектором, необхiдно або перетворити
його на цiлочисловий за допомогою функцiї as.integer(), або
поставити лiтеру L пiсля кожного числа:

O
> str(c(1,5,-3,4))

num [1:4] 1 5 -3 4

> str(c(1L,5L,-3L,4L))

int [1:4] 1 5 -3 4

> str(as.integer(c(1,5,-3,4)))

int [1:4] 1 5 -3 4

△
З числовими векторами можна виконувати звичайнi дiї додава-

ння, множення i т.д. З логiчними— операцiї & (логiчне i), | (логiчне
або), ! (заперечення) та iн. Операцiї порiвняння (<, >, <=,=>,==,!=)
застосовуються до числових даних i дають логiчний результат.

Усi цi операцiї застосовуються до векторiв поелементно:

O
> x<-c(1,5,-3,4)

> y<-c(3,-1,2,1)

> x+y

[1] 4 4 -1 5

△
Також поелементно застосовуються до векторiв елементарнi фун-
кцiї sin, log i т.д.

Для цiлочисельного дiлення використовується операцiя %/%

для знаходження залишку вiд дiлення — %%..
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Якщо у бiнарнiй операцiї вектори-аргументи мають рiзну дов-
жину, то коротший аргумент повторюється циклiчно при виконаннi
операцiї:

O
> x<-c(1,2)

> y<-c(3,3,3,3,3)

> x*y

[1] 3 6 3 6 3

△
При цьому, якщо довжина довшого вектора не кратна довжинi

коротшого, комп’ютер видає попередження (warning) про це. Далi
у прикладах попередження не вiдображаються.

При виконаннi арифметичних дiй можуть виникати значення
Inf (нескiнченнiсть) та NaN (невизначено). З ними можна викону-
вати рiзнi дiї, якi дають осмислений результат:

O
> x<-1/0; x

[1] Inf

> 3-x

[1] -Inf

> x>3

[1] TRUE

> x/x

[1] NaN

△
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Окрiм значення NaN, яке вiдповiдає невизначеностi, пов’яза-
нiй з арифметичними операцiями, в R використовується також зна-
чення NA, що позначає пропущенi значення, тобто значення, якi
невiдомi статистику. Особливостi обробки NA-значень обговорю-
ються далi. Крiм того, можливе iще значення NULL, яке позначає
порожнiй список.

Вектори можуть бути iменованими (named), у такому випадку
кожен елемент вектора має iм’я. Щоб зробити вектор iменованим,
треба задати для нього атрибут names:

O
> x<-c(5,4,3,2)

> names(x)<-c("вiдмiнно","добре","задовiльно",

+ "незадовiльно")

> x

вiдмiнно добре задовiльно незадовiльно

5 4 3 2

△
(У цьому скриптi виклик функцiї names() стоїть лiворуч вiд знака
привласнення. У R такий синтаксис дозволений лише у невеликiй
кiлькостi випадкiв. Зазвичай вживання виклику довiльної функцiї
лiворуч вiд <- трактується як помилка). Використання iменованих
векторiв часто буває зручним саме у статистичних застосуваннях,
зокрема при звертаннi до того чи iншого елемента вектора або
масиву складнiшої структури.

Розглянемо двi зручнi функцiї для створення векторiв. Якщо
потрiбен вектор, елементи якого утворюють арифметичну прогре-
сiю, можна скористатись функцiєю seq():

O
> seq(2.5,6,0.5)

[1] 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0

△
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Виклик seq можливий у рiзних форматах (це характерна особли-
вiсть не лише seq, а всiх функцiй мови R) Формальна специфiкацiя
цiєї функцiї така:
seq(from = 1, to = 1,

by = ((to - from)/(length.out - 1)),

length.out = NULL, along.with = NULL, ...)

У цьому записi seq — iм’я функцiї, from (перший елемент),
to (останнiй), by (крок), length.out (кiлькiсть елементiв) i
along.with — iмена формальних параметрiв. Пiсля знака рiвно-
стi вказанi значення, яких цi параметри набувають стандартно (by
default), якщо вони не вказанi у виклику функцiї (якщо, скажiмо,
параметр from не заданий у виклику, то першим елементом буде
1). Наприклад, у цьому скриптi крок прогресiї не заданий явно, вiн
обирається комп’ютером так, щоб кiлькiсть елементiв дорiвнювала
заданому значенню length.out:

O
> seq(2,10,length.out=6)

[1] 2.0 3.6 5.2 6.8 8.4 10.0

△
Символ ... у специфiкацiї позначає, що уфункцiї можуть бути

й iншi параметри.
Як працюватиме функцiя seq() при виклику з iншими набора-

ми параметрiв, можна подивитись у help, задавши команду ?seq.
Для випадку, коли крок послiдовностi дорiвнює ±1, можна ви-

користовувати скорочений запис seq у виглядi from:to, напри-
клад:

O
> 5:10

[1] 5 6 7 8 9 10

> -5:10

[1] -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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> -(5:10)

[1] -5 -6 -7 -8 -9 -10

> -10:-5

[1] -10 -9 -8 -7 -6 -5
△

Функцiя rep() розмножує свiй перший параметр задану кiль-
кiсть разiв:

O
> x<-1:4

> rep(x,3)

[1] 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

> rep(x,each=3)

[1] 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4
△

Числовий вектор, що складається з нулiв, можна створити та-
кож функцiєю numeric(n), де n— кiлькiсть елементiв вектора:

O
> x<-numeric(5)

> x

[1] 0 0 0 0 0
△

2.2.2 Iндексацiя векторiв

Для того, щоб при обробцi мати можливiсть використати пев-
ну частину вектора (матрицi, багатовимiрного масиву), у R засто-
совується дуже гнучка система iндексацiї. Зараз ми обмежимось
прикладами її застосування до векторiв, матрицi розглянемо далi.
Як i у багатьох iнших мовах програмування, 𝑖-й елемент вектора
можна видiлити, використовуючи прямi дужки:
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O
> x<-5:1

> names(x)<-c("вiдмiнно","добре","задовiльно",

+ "незадовiльно", "погано")

> x[2]

добре

4

△
(Нумерацiя елементiв векторiв завжди починається з 1).

Можна звернутись до елемента за iм’ям, якщо воно є:

O
> x["задовiльно"]

задовiльно

3

△
Якщо у прямих дужках вказати вектор iндексiв, то видiлиться

пiдвектор вiдповiдних елементiв:

O
> x[c(3,1,5)]

задовiльно вiдмiнно погано

3 5 1

△
(елементи переставленi в тому порядку, в якому йдуть iндекси).
I нарештi, якщо задати вiд’ємнi значення iндексiв, то вiдповiднi
елементи будуть вилученi з пiдвектора:

O
> x[-c(3,1,5)]

добре незадовiльно

4 2

△
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Це ще не все. Можна для iндексацiї використовувати логiчнi
вектори, тодi включатись у пiдвектор будуть тiльки тi елементи,
яким вiдповiдає значення TRUE:

O
> x[c(T,T,F,F,T)]

вiдмiнно добре погано

5 4 1

△
У прямих дужках можна записувати будь-який вираз, значення

якого будуть використанi для iндексацiї:

O
> x[x%%2==0]

добре незадовiльно

4 2

△
Роботу цiєї команди можна описати так: спочатку створюється
логiчний вектор x%%2==0, в якомуTRUEвiдповiдає тим елементам,
якi є парними числами, а потiм за цим логiчним вектором робиться
вiдбiр вiдповiдних елементiв у пiдвектор.

Вираз вигляду x[...] може стояти i у лiвiй частинi команди
привласнення, наприклад:

O
> alp<-c('a','b','c','d','e','f')

> alp[2]<-'bbb'

> alp

[1] "a" "bbb" "c" "d" "e" "f"

> alp[c(1,3)]<-c('u','v')

> alp

[1] "u" "bbb" "v" "d" "e" "f"

△
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2.2.3 Фактори

Ще один векторний тип даних — фактори (factors) заслу-
говує спецiального розгляду. Елементи вектора факторiв можуть
набувати значень лише з фiксованого набору значень. Данi та-
кого типу часто виникають у статистичних дослiдженнях, коли
дослiджуванi об’єкти розбиваються на кiлька груп (категорiй) за
деякою ознакою, наприклад, люди за нацiональнiстю, статтю, юри-
дичнi особи — за формою власностi, слова — за частинами мови
(iменник, прикметник, дiєслово. . . ) тощо4. Рiзнi значення, яких
може набувати фактор, прийнято називати рiвнями (levels).

Рiзнi рiвнi зручно позначати їхнiми назвами, наприклад, тип
валюти — USD, EUR, UAH, RUR. Скажiмо, набiр даних про тип
валют, якими було зроблено платежi протягом дня, може мати
вигляд

(’USD’,’EUR’,’EUR’,’UAH’,’EUR’,’USD’,’UAH’,’RUR’).
Якщо задати такий вектор конкатенацiєю:

O
> z<-c('USD','EUR','EUR','UAH','EUR','USD','UAH','RUR')

> z

[1] "USD" "EUR" "EUR" "UAH" "EUR" "USD" "UAH" "RUR"
△

то z буде мати тип character (символьнi рядки). Щоб пояснити
комп’ютеру, що йдеться про рiвнi деякого фактора, треба зробити
перетворення типу:

O
> zf<-factor(z)

> zf

[1] USD EUR EUR UAH EUR USD UAH RUR

Levels: EUR RUR UAH USD
△

4Вiдповiдно, змiннi, що можуть набувати лише скiнченну кiлькiсть значень,
прийнято називати категорiйними (categorical variables).
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Тепер, хоча на екранi рiвнi фактора вiдображаються їхнiми на-
звами, у внутрiшньому представленнi комп’ютера вони кодуються
натуральними числами. Перелiк рiзних рiвнiв виведено в рядку
Levels у порядку зростання кодiв. Якщо вам потрiбен тiльки цей
перелiк у виглядi символьного рядка, можна скористатись функцi-
єю levels():

O
> zl<-levels(zf)

> zl

[1] "EUR" "RUR" "UAH" "USD"

△
Вiдповiднi коди можна побачити, наприклад, використовуючи
функцiю unclass():

O
> unclass(zf)

[1] 4 1 1 3 1 4 3 2

attr(,"levels")

[1] "EUR" "RUR" "UAH" "USD"

△
Зрозумiло, що використання векторiв iз факторiв замiсть сим-

вольних рядкiв дозволяє економити мiсце у пам’ятi комп’ютера,
якщо довжина вектора велика, а кiлькiсть рiвнiв помiрна. Крiм
того, задання перелiку рiвнiв дозволяє перевiрити наявнiсть зай-
вих назв, що могли б утворитись внаслiдок якихось помилок. У
статистицi є багато алгоритмiв обробки даних, що працюють саме
з категорiйними даними (напр., у дисперсiйному аналiзi та ана-
лiзi таблиць спряженостi). З цим пов’язано видiлення факторiв у
окремий тип.

Зауважимо, що у векторi факторiв можуть зустрiчатись не всi
допустимi рiвнi, але для них будуть зарезервованi числовi коди.
Iнформацiя про можливiсть їхньої появи зберiгається в атрибутi
levels:
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O
> z2<-zf[c(1,2)]

> z2

[1] USD EUR

Levels: EUR RUR UAH USD

△
Якщо при видiленнi пiдмножини вектора факторiв треба вилучи-
ти рiвнi, що не зустрiчаються у пiдмножинi, це можна зробити,
задавши опцiю drop:

O
> z2d<-zf[c(1,2),drop=T]

> z2d

[1] USD EUR

Levels: EUR USD

△
У статистичних дослiдженнях часто розбиття дослiджуваних

об’єктiв на категорiї проводится залежно вiд того, у який дiапа-
зон потрапляє певна числова характеристика цих об’єктiв. Напри-
клад, домогосподарства можна роздiлити на категорiї з високим
(high), середнiм (mid) та низьким (low) рiвнем прибутку залежно
вiд числового розмiру їхнiх прибуткiв. Для того, щоб робити це
автоматично, застосовується функцiя cut:

O
> u<-c(6,5,4,3,2,1)

> ul<-cut(u,breaks=c(-Inf,2.5,3.5,Inf),

+ labels=(c('low','mid','high')))

> ul

[1] high high high mid low low

Levels: low mid high

△
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Тут ми створили вектор зi значеннями числової характеристики u

i розбили дослiджуванi об’єкти на три категорiї в залежностi вiд
значень u. Опцiя breaks вказує межi iнтервалiв, що визначають цi
категорiї: до першої потрапляють об’єкти, для яких 𝑢 ∈ (−∞, 2.5],
до другої — з 𝑢 ∈ (2.5, 3.5], до третьої — 𝑢 ∈ (3.5,∞). Назви цих
категорiй (рiвнiв факторiв) заданi в опцiї labels.

У цьому випадку (а також у багатьох iнших) для рiвнiв фактора
можна вказати природний порядок: low<mid<high. Для деяких
iнших факторiв (як от для нацiональностi) якогось природного
порядку не iснує. Щоб вказати комп’ютеру на наявнiсть порядку
рiвнiв, вводиться тип ordered (впорядкований фактор):

O
> ulo<-ordered(ul)

> ulo

[1] high high high mid low low

Levels: low < mid < high

△
Деякi функцiї R аналiзують впорядкованi фактори спецiальним чи-
ном, не так, як невпорядкованi.

2.2.4 Матрицi, масиви та фрейми даних

Матрицi в R обов’язково складаються з елементiв одного типу
(напр., тiльки з чисел або тiльки з логiчних значень). Iснує бага-
то рiзних способiв створити матрицю, наприклад, її можна скла-
сти з окремих векторiв-рядкiв функцiєю rbind() або з векторiв-
стовпчикiв функцiєю cbind():

O
> x1<-1:3

> x2<-5:7

> u<-rbind(x1,x2)

> u
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[,1] [,2] [,3]

x1 1 2 3

x2 5 6 7

> v<-cbind(x1,x2)

> v

x1 x2

[1,] 1 5

[2,] 2 6

[3,] 3 7

△
(Звернiть увагу, що iмена векторiв перетворились на iмена вiдпо-
вiдних стовпчикiв або рядкiв).

З цього прикладу зрозумiлi правила iндексацiї: перший iндекс
позначає рядок, другий — стовпчик, тобто u[2,3] — це елемент
на перетинi другого рядка i третього стовпчика матрицi u. Викори-
стання iндексiв та iмен дуже гнучке, як показують такi приклади:

O
> u[,1]

x1 x2

1 5

> u[2,]

[1] 5 6 7

> v[,"x2"]

[1] 5 6 7

> v[1:2,"x2"]

[1] 5 6

△
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“Вийнятий” з матрицi стовпчик перетворюється на вектор-рядок.
Якщо ви хочете отримати як результат матрицю, що складається з
одного стовпчика, скористайтесь опцiєю drop=F:

O
> v[,"x2",drop=F]

x2

[1,] 5

[2,] 6

[3,] 7

△
Iнколи видiлення частини матрицi або вектора буває зручно

оформляти не через iндексацiю, а використовуючи спецiальну
функцiю

subset(x, subset, select, drop = FALSE, ...).
Параметри у цiй функцiї: x — об’єкт, з якого видiляється ча-

стина, subset— умова на рядки, за якою вiдбувається видiлення,
select— перелiк стовпчикiв, що видiляються.

Iнший спосiб створення матрицi — функцiя matrix(), яка пе-
ретворює вектор на матрицю. Першим параметром функцiї є век-
тор, який використовується для заповнення матрицi, параметри
ncol i nrow задають кiлькiсть стовпчикiв i рядкiв утвореної матри-
цi.

Логiка роботи функцiї зрозумiла з таких прикладiв:

O
> x<-1:10

> matrix(x,nrow=2)

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]

[1,] 1 3 5 7 9

[2,] 2 4 6 8 10

> matrix(x,ncol=2)
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[,1] [,2]

[1,] 1 6

[2,] 2 7

[3,] 3 8

[4,] 4 9

[5,] 5 10

> matrix(x,ncol=2,nrow=2)

[,1] [,2]

[1,] 1 3

[2,] 2 4

> matrix(x,ncol=3)

[,1] [,2] [,3]

[1,] 1 5 9

[2,] 2 6 10

[3,] 3 7 1

[4,] 4 8 2
△

Востанньому прикладi для того,щоб заповнитиматрицю, довелось
циклiчно повторити вектор x.

Iмена рядкiв та стовпчикiв матрицi можна задавати, використо-
вуючи функцiю dimnames() лiворуч вiд знака привласнення <-, як
показано на прикладi:

O
> x<-1:10

> X<-matrix(x,nrow=2)

> dimnames(X)<-list(c('first','second'),letters[1:5])

> X

a b c d e

first 1 3 5 7 9

second 2 4 6 8 10
△
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(Тут функцiя list() створює список, що складається з двох еле-
ментiв, кожний з яких є вектором. letters у R— це вектор, скла-
дений з латинських лiтер у алфавiтному порядку.)

Кiлькiсть рядкiв (або стовпчикiв) вже iснуючоїматрицiXможна
дiзнатись, використовуючи nrow(X) (або ncol(X)).

Для задання назв тiльки рядкiв (стовпчикiв) можна використо-
вувати функцiї rownames() (colnames()) . Тi ж функцiї викори-
стовуються, якщо треба дiзнатись iмена для iснуючої матрицi:

O
> rownames(X)

[1] "first" "second"

△
Часто буває корисною функцiя diag(), яку можна застосову-

вати рiзними способами. Якщо її параметром є вектор, вона поро-
джує дiагональну матрицю:

O
> x<-1:3

> diag(x)

[,1] [,2] [,3]

[1,] 1 0 0

[2,] 0 2 0

[3,] 0 0 3

△
Якщо параметр — матриця, diag() видiляє її головну дiагональ у
виглядi вектора:

O
> X<-matrix(1:9,ncol=3)

> diag(X)

[1] 1 5 9

△
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Нарештi, якщоdiag зустрiчається лiворуч вiд символа привласнен-
ня, вона замiнює дiагональ свого матричного параметра:

O

> diag(X)<-rep(0,3)

> X

[,1] [,2] [,3]

[1,] 0 4 7

[2,] 2 0 8

[3,] 3 6 0

△
Арифметичнi та логiчнi дiї виконуються з матрицями поеле-

ментно. Для того, щоб виконати матричне множення, слiд засто-
сувати операцiю %*%. Функцiя t() транспонує матрицю.

Функцiя solve(A,b) розв’язує рiвняння 𝐴𝑥 = 𝑏. Якщо викли-
кати її без другого параметра, вона обчислює обернену матрицю:
значенням solve(A) буде 𝐴−1. (Зрозумiло, що матриця 𝐴 має
бути невиродженою, iнакше solve(A) повiдомить про помилку).

Обернену матрицю можна також обчислити, використовуючи
функцiю ginv(), яка не входить у ядро R, а мiститься у пакетi
(бiблiотецi) MASS. Якщо ця бiблiотека не була пiдключена ранiше,
її слiд пiдключити перед використанням ginv(). Точнiше, ginv()
обчислює псевдообернену матрицю Мура — Пенроуза, яка для
невироджених матриць дорiвнює звичайнiй оберненiй:

O

> X<-matrix(1:6,ncol=2)

> X

[,1] [,2]

[1,] 1 4

[2,] 2 5

[3,] 3 6
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> Y<-t(X)

> Z<-Y%*%X

> Z

[,1] [,2]

[1,] 14 32

[2,] 32 77

> library(MASS)

> iZ<-ginv(Z) # iZ матриця обернена до Z

> Z%*%iZ # матричне множення дає одиничну матрицю:

[,1] [,2]

[1,] 1 1.776357e-15

[2,] 0 1.000000e+00

> Z*Z # тут множення поелементне:

[,1] [,2]

[1,] 196 1024

[2,] 1024 5929

△
При обчисленнi оберненої матрицi ginv() буде бiльш стабiль-

ною, нiж solve(): вона дає точнiшi результати, коли визначник
матрицi близький до 0. Це добре, якщо ви використовуєте фун-
кцiї правильно. Але, якщо ви помилитеся i параметр функцiї буде
виродженою або не квадратною матрицею, то solve() повiдомить
вас про помилку, а ginv() — нi, тому що узагальнена обернена
визначена i для таких матриць.

Фрейми даних вiдрiзняються вiд матриць насамперед тим, що
в них стовпчики можуть мати рiзнi типи. Такий формат особливо
зручний для запису типових статистичнх даних у виглядi таблицi, в
якiй кожному спостережуваному об’єкту вiдповiдає один рядок, а
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змiннi, що характеризують об’єкти, записуються у вiдповiднi стов-
пчики.Прицьому кожна змiннаможе бути свого типу—числового,
логiчного, символьного чи факторного.

Приклад 2.2.1. Набiр iris входить у пакет R Datasets, що
являє собою колекцiю даних для популярних прикладiв статисти-
чної обробки. Зазвичай цей пакет завантажується системою ав-
томатично, якщо це не так, його можна завантажити командою
library(Datasets)). Пiсля завантаження до цього набору можна
звертатись як до фрейма даних iris. У ньому мiститься iнформа-
цiя про квiти пiвники (iриси). Кожен рядок цих даних вiдповiдає
однiй квiтцi. Для кожної дослiдженої квiтки у вiдповiдному стов-
пчику записанi змiннi Sepal.Length, Sepal.Width (довжина та
ширина чашолисткiв), Petal.Length, Petal.Width (довжина та
ширина пелюсток) а також змiнна Species — вид роду Iris, до
якого належить дана квiтка: setosa (iрис щетинистий), versicolor
(рiзнокольоровий) i virginica (вiргiнський).

Наступний приклад показує, якможна вивести на екран значен-
ня перших чотирьох змiнних, що мiстяться у 49–51 рядках цього
набору даних:

O
> print(iris[49:51,1:4])

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width

49 5.3 3.7 1.5 0.2

50 5.0 3.3 1.4 0.2

51 7.0 3.2 4.7 1.4

△
Вiдповiднi значення 5-ї змiнної можна вивести так:

O
> print(iris[49:51,5])

[1] setosa setosa versicolor

Levels: setosa versicolor virginica

△
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J
Створити фрейм даних з окремих векторiв-стовпчикiв змiнних

можна, використовуючи функцiю data.frame():

O
> numb<-1:5

> let<-letters[numb]

> Name<-c('Alfa','Bravo','Charlie','Delta','Echo')

> type<-factor(c('vowel','consonant','consonant',

+ 'consonant','vowel'))

> L<-data.frame(numb,let,type,row.names=Name,

+ stringsAsFactors = FALSE)

> print(L)

numb let type

Alfa 1 a vowel

Bravo 2 b consonant

Charlie 3 c consonant

Delta 4 d consonant

Echo 5 e vowel

△
Параметр row.names вказує iмена об’єктiв (рядкiв таблицi). Iме-
нами змiнних стають iмена векторiв стовпчикiв, з яких склали
фрейм. Iмена рядкiв i стовпчикiв можна продивлятись i змiнювати
функцiями row.names() i names().

Параметр stringsAsFactors показує, чи слiд при створен-
нi фрейма перетворювати вектори символьних рядкiв у змiннi
типу фактор. Стандартно таке перетворення виконується, тому,
якщо вам потрiбнi саме символьнi змiннi, задавайте значення
stringsAsFactors = FALSE.

Для того, щоб продивлятись, а за необхiдностi i виправляти ве-
ликi фрейми даних, можна використовувати вбудований редактор
R, який викликається функцiєю edit().

З даними, що складають фрейм, можна працювати як з елемен-
тами матрицi, наприклад:
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O
> L[2,]

numb let type

Bravo 2 b consonant

> L[,2]

[1] "a" "b" "c" "d" "e"

> L[,'let']

[1] "a" "b" "c" "d" "e"

△
Окрiм того, змiннi є атрибутами фрейма, тому до них можна звер-
татись, використовуючи формат

iм’я об’єкта$iм’я атрибута.
Наприклад, задавши команду

O
> L$let

[1] "a" "b" "c" "d" "e"

△
отримуємо вектор значень змiнної let для фрейма L.

При роботi з фреймами iнколи виникає потреба перевiрити,
який тип у тiєї чи iншої змiнної. Це можна зробити, використовую-
чи функцiї перевiрки типiв is.numeric, is.logical, is.integer
та подiбнi їм. Цi функцiї видають логiчне значення TRUE якщо їх
параметр має вiдповiдний тип i FALSE—якщо тип не той. Функцiя
is.numeric() дає результат TRUE для всiх векторiв з числовими
елементами. Функцiя is.matrix() перевiряє, чи є її аргумент ма-
трицею.

Наприклад, тут ми використовуємо функцiї групи is. для пе-
ревiрки того, що змiнна num у фреймi L є числовою, а змiнна let
—факторною або символьною:



2.2. Типи даних та елементарнi функцiї 51

O
> is.numeric(L$num)

[1] TRUE

> is.factor(L['let'])

[1] FALSE

> is.character(L$let)

[1] TRUE
△

Змiну типу можна робити, використовуючи вiдповiдно функцiї
as.numeric, as.character та iн. Наприклад:

O
> x<-c('12','3')

> x[1]+x[2]

Error in x[1] + x[2]: nonnumeric argument in binary

operator

> y<-as.numeric(x)

> y[1]+y[2]

[1] 15
△

Варто мати на увазi, що R виконує автоматичне перетворення
типiв у елементарних операцiях, наприклад:

O
> 1+TRUE

[1] 2

> TRUE&(-0.5)

[1] TRUE
△

(TRUE трактується як 1, FALSE — як 0 у арифметичних операцiях.
Ненульовi числа трактуються як TRUE, а 0 — як FALSE у логiчних
операцiях).
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2.2.5 Векторнi i матричнi функцiї. Функцiя apply.
Пропущенi значення

Як вже зазаначалось, елементарнi операцiї та функцiї виконую-
ться над масивами поелементно. Цю властивiсть мають не всi фун-
кцiї. Якщо необхiдно явно вказати, що деяка функцiя має застосо-
вуватись до кожного елемента вектора, використовують функцiю
sapply() або lapply()5. Першим параметром sapply() має бу-
ти вектор x, до якого застосовується функцiя, другим — функцiя
FUN, яка застосовується до кожного елемента x. Точнiше, елементи
x пiдставляються у FUN замiсть першого її параметра. Якщо у FUN
є iще параметри, їх можна вказати як додатковi параметри-опцiї
sapply, i вони будуть переданi у FUN за їхнiми назвами. Наприклад,
тут ми застосовуємо двiйковий логарифм до вектора ступенiв двiй-
ки:

O
> sapply(c(1,2,4,8),log,base=2)

[1] 0 1 2 3

△
(У цьому прикладi застосування sapply() не обов’язкове, такий
самий ефект буде при виклику log(c(1,2,4,8),base=2)).

Функцiя lapply() аналогiчна sapply(), але її можна застосо-
вувати до спискiв з довiльних елементiв.

Iнколи доводиться один i той самий вираз обчислювати багато
разiв. Це здається трохи дивним. Чому б не зробити обчислен-
ня один раз, а потiм розмножити результат функцiєю rep()? Але
справа в тому, що значення виразу може змiнюватись на кожному
кроцi обчислень. Для цього в нього мають входити глобальнi змiн-
нi, якi змiнюються шляхом глобального привласнення6. Щоб вико-
нати такi обчислення можна використати функцiю replicate().

5Iнша можливiсть змусити функцiю обчислюватись поелементно при застосу-
ваннi до масиву — векторизацiя, див. п. 2.7.2.

6Див. п. 2.7.1.
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Перший параметр цiєї функцiї, n — кiльiкiсть повторень, другий,
expr— вираз, який обчислюється n разiв. Результат обчислень —
вектор з n послiдовних значень expr:

O
> I<-1

> # глобальне I змiнюється глобальним привласненням:

> replicate(5,I<<-I+1)

[1] 2 3 4 5 6

> # а тут змiнюється лише локальне I

> # всерединi виклику функцiї:

> replicate(5,I<-I+1)

[1] 7 7 7 7 7

△
Часто зустрiчаються функцiї, якi працюють з вектором “в цi-

лому”. Наприклад:
length()—функцiя, що повертає кiлькiсть елементiв масиву;
max(), min(), sum(), prod() — функцiї, що знаходять вiд-

повiдно найбiльше, найменше значення, суму або добуток всiх
елементiв масиву7;

sort() — функцiя, що переставляє (вiдсортовує) елементи
масиву у порядку зростання (або спадання, якщо вказана опцiя
decreasing=T).

7Цi функцiї (а також функцiя range()) мають цiкаву особливiсть, що вiдрi-
зняє їх вiд iнших функцiй R, призначених для пiдрахунку узагальнених хара-
ктеристик даних (таких як mean()): цi функцiї об’єднують всi свої аргументи
в один набiр i далi працюють iз цим набором. Наприклад, результатм викона-
ння sum(1,2,3,4) буде 10. Якщо спробувати аналогiчно обчислити середнє
значення — mean(1,2,3,4), отримаємо хибний результат 1: mean() iгнорує
всi перелiченi через кому аргументи, окрiм першого. Ця властивiсть часом ви-
являється незручною, коли, наприклад, є два числових вектори (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) i
(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) i треба знайти вектор, складений з попарних мiнiмумiв їхнiх еле-
ментiв: (min(𝑥1, 𝑦1), . . . ,min(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)). У цьому випадку можна скористатись
функцiєю pmin() (pmax() для максимумiв).
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Якщо аргументом такої функцiї є матрицi, то матриця тракту-
ється як “довгий” вектор, складений з усiх її елементiв:

O
> u1<-c(3,1,2)

> u2<-c(0,-1,-2)

> z<-cbind(u1,u2)

> z

u1 u2

[1,] 3 0

[2,] 1 -1

[3,] 2 -2

> sum(z)

[1] 3

> sort(z)

[1] -2 -1 0 1 2 3

> sort(z,decreasing=T)

[1] 3 2 1 0 -1 -2
△

Часто доводиться застосувати функцiю вiд векторного елемен-
та до кожного рядка або до кожного стовпчика матрицi окремо. У
такому випадку використовується функцiя apply(), що має спе-
цифiкацiю

apply(X, MARGIN, FUN, ...),
де X— масив, до якого буде застосовуватись функцiя;
MARGIN=1, якщо функцiя застосовується до рядкiв i MARGIN=2, —
якщо до стовпчикiв; FUN— iм’я функцiї, яку треба застосувати.

Символ ... позначає, що у виклику функцiї apply() можна
також задавати будь-якi iншi опцiї. Цi опцiї apply() передасть у
функцiю FUN без змiн.
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Першим параметромфункцiї FUNмає бути вектор. Замiсть цьо-
го вектора apply() пiдставляє послiдовно рядки (або стовпчики)
матрицi X i результат також записує у список результатiв. Напри-
клад, використовуючи матрицю z з попереднього прикладу, отри-
муємо

O
> apply(z,1,sum)

[1] 3 0 0

> apply(z,2,sum)

u1 u2

6 -3

> apply(z,2,sort)

u1 u2

[1,] 1 -2

[2,] 2 -1

[3,] 3 0

△
У третьому прикладi елементи матрицi z вiдсортувались окре-

мо всерединi кожного стовпчика. А для того, щоб отримати ма-
трицю з елементами, вiдсортованими всерединi кожного рядка,
результат роботи apply треба транспонувати:

O
> apply(z,1,sort)

[,1] [,2] [,3]

u2 0 -1 -2

u1 3 1 2

> t(apply(z,1,sort))
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u2 u1

[1,] 0 3

[2,] -1 1

[3,] -2 2
△

Приклад передачi опцiї при виклику sort() через apply():

O
> apply(z,2,sort,decreasing=T)

u1 u2

[1,] 3 0

[2,] 2 -1

[3,] 1 -2
△

Щеодин варiант поелементної обробки векторiв реалiзуєфунк-
цiя outer(). Першi два її параметри x, y є векторами, третiй FUN
— функцiєю, у якої не менше двох параметрiв. Замiсть цих пара-
метрiв outer() пiдставляє послiдовно всi можливi пари елементiв
x i y (x замiсть першого параметра, y—замiсть другого). Отриманi
значення утворюють матрицю. Наприклад,

O
> x<-1:4

> y<-5:7

> f<-function(x,y){x^2+y^2}

> z<-outer(x,y,f)

> z

[,1] [,2] [,3]

[1,] 26 37 50

[2,] 29 40 53

[3,] 34 45 58

[4,] 41 52 65
△

Тутми створили новуфункцiю f, яка обчислює суму квадратiв двох
своїх параметрiв8 i застосували її до всiх пар елементiв векторiв

8Про створення власних функцiй див. далi, у п. 2.7.1.
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x i y. Як i функцiя apply(), outer() вмiє передавати додатковi
параметри всередину функцiї FUN.

Такi функцiї як sum() та prod() можуть обробляти пропущенi
значення (NA) по-рiзному. Можна вважати, що коли якесь значен-
ня у векторi невiдоме, то i сума невiдома. А можна вилучити всi
пропущенi значення i обчислити суму не пропущених. Вибiр ре-
алiзується за допомогою опцiї na.rm (“NA remove” — видалення
пропущених):

O
> x<-c(2,NA,1,4,3)

> sum(x)

[1] NA

> sum(x,na.rm=T)

[1] 10
△

При стандартному застосуваннi функцiї sort() значення NA
видаляються. Можна скористатись опцiєю na.last=T, щоб при
сортуваннi значення NA потрапляли у кiнець вектора. При цьому
значення NA та NaN обробляються однаково:

O
> x<-c(2,NA,1,NaN,4,NA,3,NaN)

> sort(x,na.last=T)

[1] 1 2 3 4 NA NaN NA NaN
△

2.3 Деякi кориснi функцiї

У цьому пiдроздiлi розглянемо ряд простих функцiй, що пра-
цюють з векторами, матрицями та фреймами даних. Значну части-
ну того, що роблять цi функцiї неважко запрограмувати самому,
але краще використовувати стандартнi готовi засоби: це робить
програму зрозумiлiшою, а часто — й ефективнiшою.
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2.3.1 Функцiї покрокового обчислення

У статистицi часто виникає потреба обчислювати “накопиче-
нi суми/добутки” послiдовних значень спостережуваних величин.
Якщо задана послiдовнiсть 𝑥1, 𝑥2,. . . , 𝑥𝑛, то послiдовнiстю її на-
копичених сум буде

𝑆1 = 𝑥1, 𝑆2 = 𝑥1 + 𝑥2, . . . , 𝑆𝑛 = 𝑥1 + 𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑛.

Накопиченi добутки визначаються як

𝑃1 = 𝑥1, . . . , 𝑃2 = 𝑥1 · 𝑥2 . . . , 𝑃𝑛 = 𝑥1 · 𝑥2 · · · · · 𝑥𝑛.

Для обчислення накопичених (кумулятивних) сум можна вико-
ристати функцiю cumsum(), а накопичених добуткiв — функцiю
cumprod().

Аналогiчно вводяться послiдовностi накопичених максимумiв
i мiнiмумiв, якi обчислюються функцiями cummax() i cummin():

O
> x<-c(1,-2,3,-4,5,-6,7,-8)

> names(x)<-c("a","b","c","d","e","f","g","h")

> cumsum(x)

a b c d e f g h

1 -1 2 -2 3 -3 4 -4

> cumprod(x)

a b c d e f g h

1 -2 -6 24 120 -720 -5040 40320

> cummax(x)

a b c d e f g h

1 1 3 3 5 5 7 7

> cummin(x)
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a b c d e f g h

1 -2 -2 -4 -4 -6 -6 -8

△
(Звернiть увагу, що всi цi функцiї зберiгають iмена елементiв по-
слiдовностi).

Якщо аргумент cumsum() є матрицею, то її стовпчики об’єдну-
ються в один довгий вектор, для якого i обчислюються накопиченi
суми:

O
> X<-cbind(1:5,6:10)

> cumsum(X)

[1] 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55

△
Якщо треба пiдсумовувати окремо по кожному стовпцю (або по
кожному рядку), це можна зробити, використовуючи функцiю
apply():

O
> apply(X,2,cumsum)

[,1] [,2]

[1,] 1 6

[2,] 3 13

[3,] 6 21

[4,] 10 30

[5,] 15 40

> apply(X,1,cumsum)

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]

[1,] 1 2 3 4 5

[2,] 7 9 11 13 15

△
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Дiя, обернена до обчислення кумулятивних сум— обчислення
приростiв (скiнченних рiзниць). Її можна виконати, використову-
ючи функцiю diff().

Скiнченними приростами першого порядку з лагом 𝑘 для по-
слiдовностi 𝑥𝑖 називають послiдовнiсть

𝐷1 = 𝑥1+𝑘 − 𝑥1, 𝐷2 = 𝑥2+𝑘 − 𝑥2, . . . , 𝐷𝑛−𝑘 = 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−𝑘.

Наприклад,

O
> x<-(1:8)^2

> names(x)<-c("a","b","c","d","e","f","g","h")

> diff(x)

b c d e f g h

3 5 7 9 11 13 15

> diff(x,lag=2)

c d e f g h

8 12 16 20 24 28
△

Зазначимо, що скiнченнi рiзницi першого порядку з лагом 1 для
масиву x можна отримати так:

x[-1]-x[-length(x)].
Рiзницi (прирости) порядку 𝑑 можна отримати повторивши 𝑑-

кратно операцiю взяття рiзниць першого порядку. Але у функцiї
diff() для цього використана бiльш ефективна процедура:

O
> diff(x,differences = 2)

c d e f g h

2 2 2 2 2 2

> diff(diff(x))

c d e f g h

2 2 2 2 2 2
△
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2.3.2 Впорядкування та пошук у масивах

Ми вже розглядали у п. 2.2.5 функцiю sort(), яка перестав-
ляє елементи масивiв у порядку зростання (спадання). Iнколи бу-
ває корисно переставляти не сам масив, а послiдовнiсть номерiв
його елементiв так, щоб отримана перестановка вiдповiдала по-
рядку зростання у масивi. Це робить функцiя order(). Команда
ind<-order(x) створює масив номерiв ind такий, що ind[1] це
номер найменшого елемента у масивi x, ind[2] — номер насту-
пного за порядком елемента, i.т.д.:

O
> x<-c(6,1,5,2,4,3)

> order(x)

[1] 2 4 6 5 3 1

△
(Вказавши опцiю decreasing=T отримуємо перестановку за спа-
данням).

Функцiю verb|order()| зручно використовувати, наприклад, тодi,
коли треба переставити рядки матрицi (фрейма даних) у порядку
зростання елементiв з певного її стовпця. У наступному прикладi
— перестановка за другим стовпцем:

O
> first<-c("a","b","c")

> second<-c(3,1,2)

> y<-data.frame(first,second)

> y

first second

1 a 3

2 b 1

3 c 2

> y[order(y$second),]
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first second

2 b 1

3 c 2

1 a 3

△
Для символьних рядкiв функцiя order() використовує лексико-
графiчний порядок, тому її можна використовувати для сортуван-
ня в алфавiтному порядку9.

Якщо вам потрiбен номер найбiльшого елемента масиву x, його
можна отримати як order(x)[length(x)]. Але насправдi не треба
впорядковувати всi елементи масиву для того, щоб знайти найбiль-
ший. Краще скористатись стандартною функцiєю which.max().
Вiдповiдно, для знаходження номера найменшого елемента можна
використовувати функцiю which.min():

O
> which.min(c(2,-3,4,-2))

[1] 2

△
Якщо мiнiмум у масивi досягається для кiлькох елементiв, резуль-
татом which.min() буде найменший з iндексiв, що вiдповiдають
мiнiмуму. (Аналогiчно для which.max()). Для логiчних значень
цi функцiї використовують порядок FALSE<TRUE. Тому їх можна
застосовувати для знаходження положення першого елемента ма-
сиву, для якого виконується деяка умова:

O
> x<-seq(0,pi,0.001)

> x0<-which.max(sin(x)>0.5)

> x0

[1] 525

9Точнiше, у порядку латинського алфавiту. З кирилiчними лiтерами будуть
проблеми.
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> x[x0]

[1] 0.524

> sin(x[x0])

[1] 0.5003474

△
— вперше sin(𝑥) > 1/2 на 525-му елементi масиву x.

Якщо потрiбний перелiк iндексiв всiх елементiв масиву, для
яких виконується певна умова, можна скористатись функцiєю
which():

O
> x<-seq(0,6*pi,0.5)

> which(sin(x)>0.95)

[1] 4 17 29

△
— серед елементiв масиву x лише для 4-го, 17-го i 29-го виконує-
ться умова10 sin(𝑥) > 0.95.

2.3.3 Злиття наборiв даних — merge

У статистицi часто виникає потреба об’єднувати iнформацiю з
рiзних джерел. Якщо у двох фреймах даних мiститься рiзна iнфор-
мацiя про однi i тi самi об’єкти, її можна перенести в один фрейм,
використовуючи функцiю merge() (злиття фреймiв).

У наступному прикладi маємо два фрейми weights — з да-
ними про вагу людей i heights — з даними про їхнiй зрiст. У
кожному з цих фреймiв перша змiнна — name мiстить iм’я люди-
ни, а друга (weight або height) — її вагу або зрiст. Ми хочемо

10Згiдно з стандартом, в Українi для вiддiлення дробової частини десяткових
дробiв використовується кома. У R дробова частина вiддiляється крапкою. Тому,
для зручностi читачiв у цiй книзi з цiєю метою всюди використана крапка. Автор
перепрошує за вiдхилення вiд стандарту.
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отриматифрейм, у якому кожен рядок вiдповiдатиме однiй людинi,
а змiнними будуть name, weight i height. От як це робиться:

O
> # створюємо два фрейми:

> weights<-data.frame(name=c("John","Ivan","Kate"),

+ weight=c(80,75,48))

> heights<-data.frame(name=c("Kate","Ivan","Mary"),

+ height=c(160,180,182))

> # робимо злиття фреймiв:

> merge(weights,heights,all=T)

name weight height

1 Ivan 75 180

2 John 80 NA

3 Kate 48 160

4 Mary NA 182

△
Як бачимо, набiр людей у першому i другому файлах дещо рiзний:
для John ми знаємо weight, але не знаємо height. Для Mary —
навпаки. У файл, що був утворений злиттям, ввiйшли всi люди i з
першого, i другого фрейма, а їхнi змiннi, по яких немає iнформацiї,
отримали значення NA.

Такий спосiб злиття визначений опцiєю all=T. Якщо all=F,
то у фрейм-результат будуть внесенi тiльки люди, якi описанi i у
першому, i другому фреймi11.

Змiнна, що використовується для узгодження рядкiв (у нашом
прикладi цеname) називають ключем (key). Таких змiнних може
бути декiлька (напр., iм’я, прiзвище та рiк народження). Стандар-
тно merge використовує як ключi всi змiннi, якi мають однаковi
iмена у першому та другому фреймi. При бажаннi список ключiв
можна задати опцiєю by, якщо вони мають однаковi iмена в обох

11Можна також використати опцiю all.x=T, якщо треба включити у результат
всiх людей, перелiчених у першому фреймi, а тих, хто згаданий лише у другому,
— пропустити. I навпаки — all.y=T.
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фреймах, або опцiями by.x (ключi першого фрейма) i by.y (ключi
другого фрейма). В останньому випадку першiй змiннiй зi списку
by.x буде вiдповiдати перша у by.y, другiй — друга i т.д.

Опцiя sort вказує, чи сортувати отриманий злиттям фрейм
у порядку зростання ключiв. Стандартне значення sort=T, тобто
сортування виконується.

2.4 Експорт та iмпорт даних у R

2.4.1 Експорт та iмпорт даних у внутрiшньому форматi

Iнколи буває треба зберiгти деякi результати роботи програми
уформатi R, наприклад, для використання їх iншимкористувачем R

у своїй програмi. Для цього можна скористатись функцiєю save():

O
> a<-1:10

> save(a,file="c:/rem/term/example.Rdata")
△

У цьому прикладi ми створили вектор a, а потiм записали його у
файлi example.Rdata у каталозi rem/term на диску c. (Звернiть
увагу, що при записi шляху до файла використовується символ /,
прийнятий в Unix, а не \, як це прийнято у Windows).

Функцiя save() зберiгає об’єкти у внутрiшньому кодуваннi
системи R. Прочитати записаний файл можна тiльки в R. Якщо
продивлятись його в якому-небудь текстовому редакторi, будуть
вiдображатись лише незрозумiлi символи. Для читання можна ви-
користати функцiю load():

O
> a<-0

> a

[1] 0

> load(file="c:/rem/term/example.Rdata")

> a
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[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

△
(ми спочатку надали нового значення a, а потiм вiдновили старе,
прочитавши його з файла). Об’єкти записуються разом зi своїми
iменами, тому load() розумiє без додаткових пояснень, що саме
слiд змiнити.

Якщо в одному файлi треба зберiгти багато об’єктiв, їх перелi-
чують через кому у списку параметрiв save().

Якщо файл для запису або читання треба вибрати пiд
час роботи програми iнтерактивно, використовують функцiєю
file.choose(), яка вiдкриває стандартне вiкно вибору файла.
Скажiмо, для завантаження з файла, який ви хочете обрати вручну,
можна написати:

load(file=file.choose()).

2.4.2 Експорт та iмпорт текстових таблиць

Бiльшiсть статистичних програм загального призначення має
можливостi створення та читанняфайлiв даних у виглядi текстових
таблиць. Змiст таких файлiв легко зрозумiти, проглядаючи їх у
звичайних текстових редакторах. Тому природно використовувати
такi файли для обмiну статистичними даними мiж програмами.

Нехай таблиця записана в текстовому файлi у зручному для
людського сприйняття виглядi:
Name Weight Married

Ahmad 70 T

John 82 F

Victoria 60 T

Olga 54 F

Тут у першому рядку записанi назви змiнних, а у кожному насту-
пному рядку — значення цих змiнних для певної людини. Для
читання таких таблиць використовують функцiю read.table().
Якщо таблиця записана у файлi

c:/rem/term/table.txt,
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то прочитати її можна так:

O

> tbl<-read.table(file="c:/rem/term/table.txt",

+ header=T)

> tbl

Name Weight Married

1 Ahmad 70 TRUE

2 John 82 FALSE

3 Victoria 60 TRUE

4 Olga 54 FALSE

△
(Результат читання записано у фрейм tbl. Опцiя header=T вказує
на те, що у першому рядку мiстяться назви змiнних).

Якщо один зi стовпчикiв таблицi треба прочитати як iмена
об’єктiв-рядкiв, це можна зробити, задавши опцiю row.names. У
нiй можна вказати або номер стовпчика iмен, або його назву, на-
приклад:

O

> tbl<-read.table(file="c:/rem/term/table.txt",

+ header=T,row.names="Name")

> tbl

Weight Married

Ahmad 70 TRUE

John 82 FALSE

Victoria 60 TRUE

Olga 54 FALSE

△
Записати таку таблицю на диск можна за допомогою функцiї
write.table():

write.table(tbl,file="c:/rem/term/table.txt")
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Стандартно, у першому стовпчику таблицi будуть записанi iме-
на об’єктiв-рядкiв фрейма, а у першому рядку — назви змiнних-
стовпчикiв фрейма. Якщо це не потрiбно, слiд вказати опцiї
row.names=F, col.names=F.

При читаннi з файла read.table() визначає кiлькiсть змiн-
них (стовпчикiв) у таблицi за кiлькiстю назв у першому рядку. Тип
змiнної визначається за форматом запису елементiв у вiдповiдно-
му стовпчику. Скажiмо, якщо всi елементи стовпчикамають вигляд
TRUE, FALSE або NA, то вiдповiдна змiнна отримає у прочитаному
фреймi даних тип logical. Якщо хоча б один елемент не можна
трактувати як логiчний, тип буде character, навiть, якщо всi iншi
елементи можна було б iнтерпретувати як логiчнi.

Рiзна кiлькiсть елементiв, роздiлених пробiлами у рiзних ряд-
ках таблицi, призводить до помилки читання. Якщо у файлi зустрi-
чаються символьнi рядки з пробiлами всерединi, цi рядки треба
вмiщувати у лапки, як у наступному прикладi:
Name Weight Married

Ahmad 70 T

"John R.C." 82 F

Victoria 60 T

"Olga V." 54 F

Iнший текстовийформат—csv (скор. вiд comma separated values) в
якому окремi значення змiнних роздiляються комами. Цей формат
менш зручний для людського сприйняття, нiж табличний, але вiн
дає бiльше можливостей для передачi даних рiзних типiв.

Щоб записати (або прочитати) файл у форматi csv, можна
використовувати функцiї write.csv() (read.csv). В основ-
ному вони влаштованi аналогiчно функцiям write.table() та
read.table(). (По сутi, вiдмiннiсть мiж функцiями, що обробля-
ють table та csv, полягає лише в iншому виборi стандартних значень
тих опцiй, якi регулюють вибiр символiв, що роздiляють значення.
Вибирати цi опцiї (вони описанi у help) можна самому, якщо необ-
хiдно створити або прочитати файл з нестандартного формату.

У форматi csv числа роздiляються комами, а крапка викори-
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стана для вiдокремлення дробової частини десяткового числа. У
форматi csv2 дробова частина вiддiляється комою, а як роздi-
ловий знак мiж числами використана крапка з комою — “;”. Цей
формат зручний для передачi таблиць з EXCEL, оскiльки у EXCEL
є можливiсть збереження/читання файлiв у форматi csv2, а в R такi
таблицi, як ви вже здогадались, читаються/записуються функцiями
read.csv2() i write.csv2().

Параметрfile уфункцiїread.table та подiбних їй не обов’яз-
ково має бути iменем файла на вашому комп’ютерi. Наприклад,
вказавши опцiю file="clipboard", можна прочитати таблицю,
яка розмiщена у буферi обмiну Windows (або iншої операцiйної
системи, яка працює на комп’ютерi). Зрозумiло, що цю таблицю
спочатку треба помiстити у буфер обмiну, виконавши “copy”.

Наприклад, якщо ви вiдкриєте Excel-файл, видiлите у ньому
числову таблицю i виконаєте функцiю copy, ця таблиця опиниться
у буферi обмiну. Тепер її можна прочитати i зберiгти у змiннiй x в
R, виконавши команду

x<-read.table(file="clipboard",dec=",")

(Опцiя dec="," вказує, що для вiддiлення дробової частини числа
використано кому).

Якщо вказати у file iнтернет-адресу ресурсу (URL), R прочи-
тає таблицю в iнтернетi, що розмiщена за цiєю адресою. (Звичай-
но, таблиця має бути у вiдповiдному текстовому форматi. HTML-
таблицю так не прочитати.) Наприклад, якщо виконати команди

O
fl<-"http://datasets.flowingdata.com/

crimeRatesByState2005.tsv"

crime <- read.csv(fl, header=TRUE, sep="\t")
△

то R прочитає у фрейм crime данi кримiнальної статистики 2005
року по штатах США, якi розмiщенi на навчальному сайтi Натана
Яу Flowingdata у файлi

crimeRatesByState2005.tsv12.
12Цей файл був доступний в iнтернетi у серпнi 2017 р.
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2.5 Переформатування фреймiв даних

При роботi з фреймами даних кожен рядок вiдповiдає одно-
му спостереженню (subject, case — це може бути спостережуваний
об’єкт або день, коли проводились спостереження тощо). Кожен
стовпчик трактують як змiнну, певну характеристику, що описує
спостережуваний об’єкт. Саме за цiєю схемою працює бiльшiсть
функцiй статистичного аналiзу даних. Але визначення того, що
вважати об’єктом, а що змiнною, залежить вiд точки зору. При
змiнi точки зору те, що було об’єктом, може стати характеристи-
кою об’єкта, i навпаки. При цьому виникає потреба переформату-
вати вiдповiдний фрейм даних, щоб його було зручно обробляти
стандартним способом. Для цього можна скористатись функцiя-
ми бiблiотеки tidyr. Ми розглянемо приклад застосування двох
таких функцiй.

Приклад 2.5.1. У файлi potato1.txt мiстяться данi про цi-
ни на картоплю на рiзних ринках мiста Києва13. Кожному ринку
вiдповiдає один рядок. Перший стовпчик — назва ринку, наступнi
мiстять цiну 1 кг картоплi рiзних типiв на даному ринку. Розгля-
даються чотири типи картоплi — молода бiла (new.white), молода
рожева (new.pink), стара бiла (old.white) i стара рожева. Кожному
типу вiдповiдає свiй стовпчик-змiнна. Завантажимо цей файл у
фрейм potato i надрукуємо:

O
> potato<-read.table(file="c:/rem/term/potato1.txt",

+ header=T)

> print(potato)

Market new.white new.pink old.white old.pink

1 Odessa 15.5 16.5 4.5 5.0

2 Goloseevo 17.5 18.0 5.0 5.0

3 Central 20.0 22.0 6.0 6.5
△

13Данi умовнi. Скажiмо, можна уявити, що вони вiдповiдають середнiм цiнам
кiнця травня 2016 р. у гривнях.
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Така структура фрейма доцiльна, якщо дослiдник хоче описати
зв’язок мiж цiнами на рiзнi типи картоплi. Наприклад, за ним зру-
чно провести регресiйний аналiз залежностi цiни на молоду рожеву
картоплю вiд цiн на стару бiлу. Але можуть бути й iншi варiанти
статистичних дослiджень цих даних. Скажiмо, можна вивчати пи-
тання про те, як на цiну картоплi впливають такi фактори, як її
тип i ринок, на якому вона продається. Для такого дослiдження
доцiльно окремi рядки присвятити кожному набору обставин, що
визначають цiну картоплi. Самi цiни у такому файлi мають вмiщу-
ватись в один стовпчик-змiнну, а iншi стовпчики повиннi вказувати
на обставини, що формували цiну: мiсце продажу та тип картоплi.
Цiна картоплi у цьому випадку — те, що називають залежною
(ключовою) змiнною, а всi iншi змiннi — фактори, що впливають
на залежну змiнну. Це називають “перетворенням фрейма з широ-
кого формату на довгий”. Застосуємо для цього функцiю

gather(data,key,value,...)

з бiблiотеки tidyr. Першим параметром (data) цiєї функцiї є
фрейм, який треба переформатувати. Параметр key вказує нову
назву стовпчика у переформатованому фреймi, у якому буде ство-
рений фактор з назв змiнних у старому фреймi, value—назва но-
вої залежної змiнної, у якiй зберуться значення об’єднаних старих
змiнних, замiсть ... треба перелiчити назви стовпчикiв у старому
фреймi, з яких буде формуватись нова залежна змiнна.

Для фрейма potato вiдповiдний скрипт має вигляд:

O
> library(tidyr)

> pt<-gather(potato,type,price,new.white:old.pink)

> print(pt)

Market type price

1 Odessa new.white 15.5

2 Goloseevo new.white 17.5

3 Central new.white 20.0

4 Odessa new.pink 16.5
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5 Goloseevo new.pink 18.0

6 Central new.pink 22.0

7 Odessa old.white 4.5

8 Goloseevo old.white 5.0

9 Central old.white 6.0

10 Odessa old.pink 5.0

11 Goloseevo old.pink 5.0

12 Central old.pink 6.5

△
(двокрапка у виклику gather() мiж new.white i old.pink позна-
чає, що треба взяти цi стовпчики i всi, що лежать мiж ними).

У результатi нашого перетворення назви чотирьох змiнних вiд
new.white до old.pink перетворились на значення змiнної type,
котра вказує тепер, з якого старого стовпчика була отримана вiд-
повiдна цiна у новому стовпчику price. Значення змiнної Market
також розмножились, щоб вiдповiдати кожнiй окремiй цiнi.

Але у змiннiй type зараз змiшанi двi рiзнi характеристики кар-
топлi: вiк (age: молода—стара) та колiр (color: бiла—рожева).
Щоб дослiджувати вплив кожної з цих характеристик окремо, вар-
то створити для них двi окремi змiннi.

Для цього призначена функцiя
separate(data,col,into,sep).

У цiй функцiї параметр data позначає фрейм, що переформатову-
ється, col— назва стовпчика-змiнної, яка розбивається на кiлька
нових, into—перелiк назв нових змiнних, sep—символ, що роз-
дiляє у старiй змiннiй назви нових факторiв. (Параметр sep може
також бути вектором, що складається з номерiв позицiй початкiв
назв нових факторiв у символьному рядку-назвi старого фактора).

От як це можна зробити для нашого фрейма pt:

O
> library(dplyr)

> pt2<-separate(pt,type,

+ into = c("age","color"),sep="\\.")

> print(slice(pt2,3:5))
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# A tibble: 3 x 4

Market age color price

<fctr> <chr> <chr> <dbl>

1 Central new white 20.0

2 Odessa new pink 16.5

3 Goloseevo new pink 18.0
△

(ми поклали переформатований фрейм у змiнну pt2 i вивели лише
три рядки цьогофрейма. Функцiя slice() видiляє обранi рядки—
з 3-го по 5-й з фрейма pt2. Вона визначена у бiблiотецi dplyr. По
сутi, її дiя еквiвалентна pt2[2:3,]. Можливостi її використання i
робота бiблiотеки dplyr пояснюються у пiдрозд. 2.6) J

2.6 Пiдстановки (pipes)

Розглянемо мовний засiб R, який називають pipe. Вiн вико-
ристовує оператор %>%. Це, фактично, особливий спосiб запису
виклику функцiй, який можна назвати пiдстановкою. Для викори-
стання пiдстановок потрiбно завантажити пакет dplyr.

Щоб зрозумiти, для чого використовуються пiдстановки, по-
вернемось до розгляду прикладу 2.5.1. Там ми робили перетво-
рення фрейма даних potato, розмiщуючи промiжнi результати у
фрейми pt i pt2. Це було зроблено для наочностi викладу. Взагалi,
якщо промiжнi результати не потрiбнi пiсля закiнчення перетво-
рень, їх краще залишати безiменними. Це, по-перше, прискорить
роботу комп’ютера: йому не треба буде вносити iмена змiнних у
таблицi iмен i робити вiдповiднi привласнення. По друге, завдяки
цьому людина, що розбирає роботу програми, не буде вiдволiка-
тись на з’ясування призначення змiнних, якi миттєво втрачають
змiст у процесi перетворень.

Якщо не вживати iмен для помiжних змiнних, а одразу пiдстав-
ляти результати виконання попереднього перетворення у функцiю,
що виконує наступну дiю, скрипт прикладу 2.5.1 можна оформити
так:
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O

library(tidyr)

library(dplyr)

print(

slice(

separate(

gather(

read.table(file=

"c:/rem/term/potato1.txt",header=T),

type,price,new.white:old.pink),

type,into = c("age","color"),sep="\\."),

3:5)

)

△
(Переконайтесь, що ця програма дiйсно видає такий самий остато-
чний результат, як i у прикладi 2.5.1).

Такий запис має очевиднi недолiки. Назви функцiй у програмi
розташованi у порядку, оберненому порядку їх виконання—робо-
та починається з read.table, але щоб це побачити, треба прослiд-
кувати ланцюжок викликiв вiд початку до кiнця. Математики, якi
звикли мати справу з формулами, легко з цим справляються. Спе-
цiалiстам у прикладних галузях, якi роблять статистичну обробку
своїх даних, це незручно, оскiльки суперечить їх iнтуїцiї.

Окрiм того, при такому записi важко зрозумiти, до виклику
якої функцiї належать параметри й опцiї, записанi пiсля пiдста-
новки чергового промiжного результату. Скажiмо, type i price—
це параметри gather, separate, чи slice? Для точної вiдповiдi на
це питання треба акуратно пiдрахувати дужки, що вiдкриваються
та закриваються. Для полегшення сприйняття таких ланцюгових
викликiв рiзних перетворень у бiблiотецi dplyr створена структу-
ра, яку я називатиму пiдстановка14.

14англiйська назва pipe (pipeline) —“труба” або “трубопровiд”, на мою думку,
не передає змiсту цiєї структури.
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Оператор пiдстановки має вигляд %>%. Лiворуч вiд нього запи-
сується те, що треба пiдставити, а праворуч—функцiя, у яку воно
пiдставляється як перший параметр. Всi iншi параметри функцiї
записуються, як при звичайному виклику:

O
> library(tidyr)

> library(dplyr)

> c(1:4,NA)%>%sum(na.rm=T)

[1] 10

△
(Ми пiдставили вектор (1,2,3,4,NA) у функцiю sum(), при-
чому вказали опцiю вилучення пропущених значень. Отрима-
ли суму всiх непропущених. Фактично це те саме, що виклик
sum(c(1:4,NA),na.rm=T).

От як можна записати перетворення прикладу 2.5.1, викори-
стовуючи оператор пiдстановки:

O
read.table(file="c:/rem/term/potato1.txt",header=T)%>%

gather(type,price,new.white:old.pink)%>%

separate(type,into = c("age","color"),sep="\\.")%>%

slice(3:5)%>%

print
△

Тепер функцiї записанi у порядку їх виконання: програма послi-
довно читає фрейм, переформатовує його у довгий формат, роз-
дiляє фактор type, вирiзає частину фрейма i друкує її. Додатковi
параметри кожної функцiї записанi у виклику одразу пiсля її iме-
нi. Результат попереднього перетворення завжди пiдставляється у
наступну функцiю як перший параметр.

Запис викликiв функцiй з пiдстановками доцiльний при вико-
наннi таких ланцюгiв перетворень з базами даних. Там, де програ-
ми виконують дiї математичного характеру, мабуть, краще вико-
ристовувати класичний запис. Зрозумiло, що це не є загальним
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правилом, i програмiст вiльний у виборi мовного оформлення сво-
єї програми. Але бажано не застосовувати цi два стилi уперемiш
всерединi коротких логiчних фрагментiв програми.

При застосуваннi пiдстановок технiка iндексацiї даних за допо-
могою прямих дужок з п. 2.2.2 стає незручною. Тому для видiлення
певних частин даних для дослiдження краще користуватись спецi-
альними функцiями. Одна з них — silce() з бiблiотеки dplyr,
вже була використана ранiше. Вона дозволяє вирiзати потрiбнi
рядки з фрейма даних за перелiком їхнiх номерiв. Якщо треба
вирiзати певнi стовпчики (змiннi), можна скористатись функцiєю
select(). Для того, щоб вирiзати частину даних, використовуючи
логiчнi умови, застосовують функцiю subset(). Бiльш докладно
про це можна подивитись у help R.

2.7 Програмування у R

2.7.1 Створення власних функцiй

Функцiї у R є об’єктами, тому для того, щоб ввести нову функ-
цiю, треба створити об’єкт типу function i привласнити його зна-
чення деякiй змiннiй. Наприклад, тут ми у першому рядку створю-
ємофункцiю t.sum(), а у наступному викликаємо її з параметрами
х=1:10 та t=8:

O
> t.sum<-function(x,t){sum(x[x>t])}

> t.sum(1:10,8)

[1] 19

△
Призначення цiєї функцiї зрозумiле — вона розраховує суму тих
елементiв вектора-параметра x, якi перевищують порiг, заданий
параметром t.

В загальному виглядi команда створення нової функцiї (специ-
фiкацiя) має формат
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function(список формальних параметрiв ){тiло функцiї}.
Тiло функцiї — це послiдовнiсть команд, якi будуть виконанi

при виклику функцiї. Результат останньої виконаної у тiлi функцiї
команди є значенням функцiї. Це значення i буде результатом
виразу виклику функцiї.

При виклику функцiї фактичнi значення параметрiв, заданi у
дужках пiсля iменi функцiї, пiдставляються замiсть формальних
параметрiв, вказаних у специфiкацiї функцiї. Можна використову-
вати неiменований спосiб пiдстановки, коли формальнi параметри
замiняються фактичними в порядку їхнього перелiку у специфi-
кацiї. Так зроблено у попередньому прикладi. Можна застосува-
ти iменовану пiдстановку, вказуючи iм’я формального параметра,
який треба замiнити при виклику:

O
> t.sum(t=9,x=1:10)

[1] 10

△
Виконання такого виклику нiчим не вiдрiзняється вiд попередньо-
го. Можна комбiнувати цi два способи:

O
> t.sum(1:10,t=9)

[1] 10

△
R дозволяє задавати при виклику функцiї менше параметрiв,

нiж вказано у специфiкацiї. При цьому функцiя мусить знати, яких
значень цi параметри набувають стандартно (англ. by default, тобто
коли вони не вказанi). У специфiкацiї такi стандартнi значення
можна вказати, використовуючи знак = пiсля iменi формального
параметра:

O
> t.sum<-function(x,t=0){sum(x[x>t])}

> t.sum(-5:5)
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[1] 15

> t.sum(1:10,t=9)

[1] 10
△

Тут стандартно функцiя t.sum розраховує суму додатних елемен-
тiв вектора, але порiг можна змiнити, задавши значення параметра
t явно. Параметри, для яких, зазвичай, використовуються стан-
дартнi значення, прийнято називати опцiями функцiї. Вiдмiннiсть
мiж опцiями та iншiими параметрами функцiї тiльки у способi їх
використання. Для комп’ютера опцiї нiчим не вiдрiзняються вiд
iнших параметрiв.

При заданнi стандартних значень опцiй можна використовува-
ти вирази, в якi входять iншi формальнi параметри функцiї:

O
> t.sum<-function(x,t=sum(x)/length(x)){sum(x[x>t])}

> t.sum(1:10)

[1] 40
△

Тут стандартно функцiя обчислює суму всiх елементiв x, якi пере-
вищують середнє x.

У тiлi функцiї може бути багато команд (їх можна записува-
ти в окремих рядках програми або роздiляти крапкою з комою).
Можна також використовувати змiннi, що не входять до списку
формальних параметрiв. Зокрема, функцiя t.sum() з попереднiх
прикладiв може бути реалiзована таким чином:

O
> t.sum<-function(x,t=0)

+ {

+ z<-x>t

+ sum(z)

+ }
△
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Тут z—допомiжна змiнна, що використовується у функцiї. За пра-
вилами R всi такi змiннi є локальними, тобто вони iснують лише
всерединi функцiї i знищуються при завершеннi виконання її ви-
клику. Якщо поза тiлом функцiї було введено змiнну з тим самим
iменем (глобальну змiнну), її значення не змiниться пiсля виклику
функцiї:

O
> z<-0

> t.sum(1:10,t=8)

[1] 2

> z

[1] 0

△
(Значення глобальногоz залишилось 0, незважаючина викликфун-
кцiї, в якiй локальнiй змiннiй z було зроблене привласнення).

Локальнiсть дозволяє усунути можливiсть небажаних побiчних
ефектiв (side effect), коли функцiя змiнює значення змiнних, що не
мають стосунку до її виклику. Iнколи буває необхiдно, щоб функ-
цiя мала побiчний ефект, впливаючи на певну глобальну змiнну.
Для цього можна використати глобальне привласнення <<-. При
використаннi <<- всерединi опису функцiї, комп’ютер шукає змiн-
ну, якiй треба привласнити значення, у зовнiшньому оточеннi цiєї
функцiї.

Нехай, наприклад, треба пiдрахувати, скiльки разiв вiдбувався
викликфункцiї t.sum() у програмi. Створимо для цього глобальну
змiнну n i модифiкуємо функцiю так:

O
> n<-0

> t.sum<-function(x,t=0){n<<-n+1;sum(x>t)}

> t.sum(1:10)

[1] 10
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> n

[1] 1

> t.sum(1:10)

[1] 10

> n

[1] 2
△

Тут змiнна n збiльшується на 1 при кожному виклику функцiї
t.sum.

Глобальнi привласнення рекомендується використовувати ду-
же обережно, оскiльки вониможуть зробити логiку виконанняфун-
кцiї незрозумiлою15.

Насправдi, при виклику функцiї, з усiх фактичних параметрiв
робляться копiї, i саме вони пiдставляються у функцiю замiсть
формальних параметрiв. Тому, навiть якщо в тiлi функцiї деяко-
му формальному параметру привласнюється нове значення, це не
вплине на вiдповiдний фактичний параметр у зовнiшнiй програмi:

O
> my.sort<-function(x){x<-sort(x)}

> z<-c(3,5,1)

> y<-my.sort(z)

> y

[1] 1 3 5

> z

[1] 3 5 1
△

15Цi поясненнящодо локальних i глобальних змiнних є “правильними у першо-
му наближеннi”. Для того, щоб розумiти, як працюватиме глобальне привласне-
ння у тому чи iншому випадку, потрiбне бiльш повне уявлення про органiзацiю
пошуку змiнних за їх iменами у R. Бiльш детально логiка R у роботi з об’єктами
з рiзних середовищ описана у розд. 8 [54].
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(Змiнна z не вiдсортувалась, хоча вона використана у виклику
функцiї, яка сортує свiй формальний параметр у тiлi). Цей спосiб
передачi параметрiв за значенням а не за назвою16 також запобiгає
небажаним побiчним ефектам. Всю iнформацiю, яку треба буде ви-
користовувати пiсля виконання виклику функцiї, слiд записувати
в її значення.

У списку формальних параметрiв функцiї можна використову-
вати символ ... — трикрапка. Вiн позначає, що функцiю можна
викликати з довiльною кiлькiстю параметрiв. Параметри, що сто-
ять на мiсцi ... можна використовувати у тiлi функцiї так само, як
iншi, єдина їхня вiдмiннiсть полягає в тому, що вони не мають iнди-
вiдуальних iмен. У наступному прикладi створюється функцiя, що
має один iменований параметр x та може викликатись iз довiльною
кiлькiстю iнших параметрiв. Параметр x не використовується, а всi
параметри, що пiдставляються у виклику на мiсцi ..., збираються
в один список, який i є результатом виконання функцiї:

O
> f<-function(x,...){list(...)}

> z<-f(2,1:5,"aaa",T)

> z

[[1]]

[1] 1 2 3 4 5

[[2]]

[1] "aaa"

[[3]]

[1] TRUE

> z[1]

16При передачi параметра у функцiю за назвоюфункцiя використовує безпосе-
редньо той глобальний параметр, iм’я якого їй передається. Якщо функцiя його
змiнює, то вiн залишається змiненим i пiсля виклику функцiї.
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[[1]]

[1] 1 2 3 4 5

△

2.7.2 Векторизацiя функцiй

Бiльшiсть таких елементарнихфункцiй, як sin() чи log(), при
застосуваннi домасивiв виконуються поелементно.Цю властивiсть
успадковують i формули, якi комбiнуються з таких функцiй:

O
> sin(log(1:3))+cos(1:3)

[1] 0.54030231 0.22281444 -0.09941545

△
Ця властивiсть може зберiгатись i тодi, коли введено власну функ-
цiю. Наприклад, функцiя

O
> f<-function(x){sin(log(x))+cos(x)}

△
обчислюється для векторних x без помилки:

O
> f(1:3)

[1] 0.54030231 0.22281444 -0.09941545

△
Але, якщо у тiлi функцiї зустрiчаються умовнi оператори або

iншi оператори управлiння, можливiсть поелементного виконання
втрачається:

O
> f<-function(x){if(x>0) 1 else 0 }

> f(c(2,-1,0.5))

[1] 1

△
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Для того, щоб R застосовував такi функцiї поелементно, можна
використати технiку векторизацiї:

O
> fv<-Vectorize(f)

> fv(c(2,-1,0.5))

[1] 1 0 1

△
Функцiя Vectorize() у цьому прикладi робить iз функцiї f її
векторизований варiант fv. Якщо не векторизована функцiя f не
буде використовуватись сама по собi, то її можна не називати, а
викликати Vectorize() з анонiмною функцiєю:

O
> fv<-Vectorize(function(x){if(x>0) 1 else 0 })

△
Це дасть той самий результат, що i попереднiй приклад.

При використаннi Vectorize() без додаткових опцiй, функцiя
векторизується по всiх аргументах. Наприклад:

O
> g<-function(x,t){if(x>t) 1 else 0}

> gv<-Vectorize(g)

> gv(c(1,-1,2),0)

[1] 1 0 1

> gv(c(1,-1,2),c(0,1,4))

[1] 1 0 0

△
Тут кожен елемент вектора x порiвнюється з вiдповiдним елемен-
том вектора t (якщо цi вектори рiзної довжини, коротший ви-
користовується циклiчно). Iнколи виникає потреба мати функцiї,
векторизованi лише за кiлькома своїми аргументами i не векто-
ризованi за iншими. Наприклад, якщо ми хочемо мати функцiю
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ifin(x,d), яка перевiряє, чи належать елементи вектора x iн-
тервалу d= (𝑑1, 𝑑2), то вектор d треба використовувати як єди-
ний об’єкт, а не поелементно. Для цього можна вказати в опцiї
vectorize.args список аргументiв, по яких потрiбна векториза-
цiя:

O
> ifin<-Vectorize(function(x,d)

+ {if(x>d[1]&x<d[2]) 1 else 0},

+ vectorize.args="x")

> ifin(1:6,c(2,5))

[1] 0 0 1 1 0 0

△

2.7.3 Структуриуправлiннявиконаннямпрограмумовi
R

У R порiвняно небагато мовних структур, якi забезпечують змi-
ну порядку виконання команд у програмi. Мова розроблена так,
щоб мiнiмiзувати потребу їхнього використання. Наприклад, там,
де у iнших мовах програмiст змушений використовувати цикл for,
у R можна скористатись векторними виразами. Можливiсть ви-
користання логiчних масивiв при iндексацiї та параметрiв-опцiй
зi стандартними значеннями помiтно звужує область застосуван-
ня структур умовних переходiв типу if...else. Хороший стиль
програмування у R полягає в тому, щоб не використовувати подiбнi
структури там, де можна обiйтись iншими. Однак у деяких випад-
ках саме використання цих структур робить програму ефективною,
а код зрозумiлим. Опишемо цi структури послiдовно.

Умовне виконання: if

У R є три варiанти структур, що реалiзують класичний умовний
перехiд:
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— if(умова)команда — якщо умова iстина, команда вико-
нується, iнакше — не виконується (тут i далi команда може бути
складною, тобто складатись iз послiдовностi команд, об’єднаних
фiгурними дужками);

— if(умова) команда1 else команда2— тут команда1 вико-
нується, якщо умова iстина, команда2 виконується, якщо умова—
хибна;

— ifelse( умова,команда1,команда2) — логiка виконання
така ж, як i у попередньому варiантi.

Наприклад:

O
> x<-1

> y<-2

> if(x<y) x else y

[1] 1

△
(Результатом виконання if тут буде менше з чисел 𝑥 та 𝑦).

У третьому варiантi ifelse() працює як функцiя, зокрема,
при застосуваннi до векторiв, вона дає векторнi значення:

O
> x<-c(-4,4)

> sqrt(x)

[1] NaN 2

> sqrt(ifelse(x>0,x,NA))

[1] NA 2

△
В умовах if та iнших структур управлiння можна використову-

вати логiчнi операцiї & (логiчне i) та | (логiчне або). При визначеннi
результату цих операцiй спочатку обчислюється значення виразiв
лiворуч та праворуч вiд знака операцiї, а потiм виконується сама
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операцiя. Iнколи результат операцiї можна визначити лише за зна-
ченням, що стоїть лiворуч, наприклад значення T|x завжди T, яким
би не був x. Якщо у таких випадках вам не треба обчислювати ви-
раз праворуч вiд знака операцiї, можна скористатись операцiями
&& та ||:

O
> T|(sqrt(-5)>0)

Warning in sqrt(-5): NaNs produced

[1] TRUE

> T||(sqrt(-5)>0)

[1] TRUE

△
(У другому варiантi не було спроби обчислити sqrt(-5)).

2.7.4 Вибiр з кiлькох умов: switch

Функцiя switch() дозволяє обирати один з багатьох варiан-
тiв виконання програми залежно вiд значення деякого виразу. Її
формат

switch(вираз-умова,список варiантiв).
Як приклад розглянемо застосування switch() у функцiї f(),

що обчислює суму або добуток елементiв вектора залежно вiд того,
яких значень набуває параметр type— "add" чи multiply.

O
> f <- function(x, type)

+ {

+ switch(type, add = sum(x), multiply = prod(x), NA)

+ }

> f(1:4,type="add")

[1] 10
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> f(1:4,type="multiply")

[1] 24

> f(1:4,type="x")

[1] NA

△
У цьому прикладi switch() обчислює значення виразу type, зна-
ходить далi у списку параметрiв такий параметр, назва якого вiд-
повiдає type, та обчислює вираз, що стоїть пiсля знака = для цього
параметра (тобто значення цього параметра по умовчанню). Ре-
зультат обчислення є значенням, яке дає switch().

Останнiй елемент у списку параметрiв switch у цьому при-
кладi (NA), записаний без знака =, задає дiї, котрi будуть виконанi,
якщо значення виразу-умови не дорiвнює жодному з попереднiх
варiантiв. Якщо такого останнього елемента немає, жоднi дiї не
виконуються, а значення switch дорiвнює NULL.

2.7.5 Цикли while та repeat

R, як i iншi мови програмування, використовує цикли для орга-
нiзацiї серiй повторних обчислень. Загальнийформат циклу while:

while(умова)команда
Спочатку перевiряється умова, i якщо вона дає результат TRUE,

виконується команда. Цей процес повторюється циклiчно i зупи-
няється як тiльки умова набуде значення FALSE.

У наступному прикладi цей цикл використано для наближе-
ного обчислення кореня рiвняння 𝑥 = cos(𝑥) (eps — точнiсть
обчислень):

O
> x<-1

> eps<-0.0000001

> while(abs(x-cos(x))>eps)x<-cos(x)

> x
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[1] 0.7390851

> cos(x)

[1] 0.7390852

△
Iнколи буває необхiдно розмiстити перевiрку умови не на по-

чатку циклу, а в кiнцi, або навiть по серединi. Для органiзацiї та-
ких циклiв зручно використовувати структуру repeat з командами
break та next.

Формат команди
repeat команда

де команда—це “тiло циклу”, тобто послiдовнiсть команд, якi по-
виннi виконуватись циклiчно.Щоб комп’термiг зупинитись, всере-
динi тiла циклу має бути команда break, яка перериває виконання
циклу i передає управлiння на команду, що йде одразу пiсля тiла
циклу:

O
> x<-NULL

> t<-100

> i<-0

> repeat

+ {

+ i<-i+1

+ if(i^2>t) break

+ x<-c(x,i^2)

+ }

> x

[1] 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

△
(квадрати натуральних чисел додаються до списку доти, доки вони
не перевищують порiг t).

Команда next всерединi тiла циклу перериває виконання да-
ного циклу i передає управлiння на першу команду тiла.
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2.7.6 Цикл for

Цикл for використовується тодi, коли одну i ту саму дiю тре-
ба виконати для певної послiдовностi (вектора) iндексiв. Формат
вiдповiдної структури

for(iндекс in послiдовнiсть) команда
тут iндекс — назва змiнної, що використовується для iндексацiї у
тiлi циклу; послiдовнiсть—вектор значень,що будуть пiдставленi
замiсть iндексу при виконаннi циклу; команда—тiло циклу, тобто
команда, або набiр команд, вмiщених у фiгурнi дужки, який буде
виконано для всiх значень iндексу.

Наприклад, якщо для вектора 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) треба обчисли-
ти вектор рiзниць 𝑦 = (𝑥2−𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−𝑥𝑛−1), це можна зробити,
використовуючи цикл:

O
> x<-(1:10)^2

> y<-rep(NA,length(x)-1)

> for(i in 1:(length(x)-1))y[i]<-x[i+1]-x[i]

> x

[1] 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

> y

[1] 3 5 7 9 11 13 15 17 19

△
Вектор значень, по яких буде проводитись iтерацiя у for не обо-
в’язково має складатись з цiлих чисел. Це можуть бути будь-якi
об’єкти:

O
> for(i in c("a","b","c"))cat(i)

abc

△
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(Функцiя cat() друкує свої аргументи на консолi).
Тим, хто звик програмувати на класичних мовах подiбних до

C, варто звернути увагу ще на одну особливiсть циклу for у R:

O
> for(i in 1:3){

+ cat("b: ",i)

+ i<-10

+ cat(" a: ",i,"; ")

+ }

b: 1 a: 10 ; b: 2 a: 10 ; b: 3 a: 10 ;

> cat("end",i)

end 10

△
Хоча змiнна iтерацiї i змiнюється всерединi тiла циклу, це не

впливає на значення, якi їй привласнюються на наступнiй iтерацiї.
Потреба використання циклiв for у R значно менша, нiж у бiль-

шостi класичних мов програмування, завдяки можливостям засто-
сування векторнихфункцiй та гнучкiй iндексацiї масивiв. Зокрема,
у попередньому прикладi, вектор рiзниць можна обчислити так:

O
> x[-1]-x[-length(x)]

[1] 3 5 7 9 11 13 15 17 19

△
(Нагадаємо, що вiд’ємний iндекс наказує вилучити вiдповiд-

ний елемент з вектора: x[-1] — вектор з усiх елементiв x, окрiм
першого).

Хороший стиль програмування у R вимагає не використовувати
цикли for, якщо без них можна обiйтись.
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2.8 Формули: y ˜ x

У R є ще один специфiчний клас об’єктiв — формули. За до-
помогою формул користувач повiдомляє статистичним функцiям
специфiкацю моделi, на основi якої буде проводитись обробка да-
них. Кожна функцiя може розумiти формулу по-своєму, тому до-
кладний опис використання формул вiдкладемо до вивчення вiд-
повiдних функцiй. Тут скажемо лише кiлька слiв про найбiльш
загальнi їхнi риси.

Зазвичай формули використовують там, де проводиться до-
слiдження залежностi однiєї змiнної вiд якихось iнших. Змiнну,
залежнiсть якої дослiджується, називають вiдгуком, або залежною
змiнною. Змiннi, вiд яких може залежати вiдгук — регресорами,
пояснюючими або незалежними змiнними.

У текстi програми формулу легко помiтити завдяки наявно-
стi символу ~, який можна читати як “залежить вiд”. Загальний
формат запису формул:

вiдгук ~ опис моделi залежностi вiд регресорiв
Наприклад, нехай є два вектори x i y однакової довжини. Треба

зобразити на координатнiй площинi точки з вiдповiдними коорди-
натами. Це можна зробити так:

O

> x<-seq(-1,1,0.1)

> y<-x^2

> plot(y~x)

△
Тут ми спочатку визначили x та y, а потiм викликали функцiю
рисування17, якiй передали формулу: нарисувати залежнiсть y вiд
x. Результат — на рис. 2.1.

17Див. пiдрозд. 3.2.
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Рис. 2.1. Залежнiсть y вiд x

Схожою є логiка використання формул у функцiї boxplot(),
що рисує скриньки з вусами (див. пiдрозд. 7.5), але тут дослiджу-
ється залежнiсть вiдгука вiд деякого фактора, тобто змiнна-регре-
сор може набувати лише значень з деякого скiнченного набору.

Для реалiзацiї технiки лiнiйного регресiйного аналiзу в R вико-
ристовується функцiя lm() (див. пiдрозд. 10.2). Формули дозволя-
ють зручно задавати модель регресiї для цiєї функцiї. Наприклад,
формула y~x+u+v вiдповiдає регресiйнiй моделi

𝑦𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥𝑗 + 𝑏2𝑢𝑗 + 𝑏3𝑣𝑗 + ε𝑗 ,

де 𝑏𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 3 — невiдомi коефiцiєнти регресiї, якi функ-
цiя lm() буде пiдганяти за методом найменших квадратiв, ε𝑗 —
похибки регресiї.

Таким чином, у розглянутих прикладах формула не є явним
записом форми залежностi, а лише пояснює, де взяти вiдгук, а де
— регресори.

А от при пiдгонцi нелiнiйної регресiї за допомогою функцiї
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nls()18, у формулi треба безпосередньо записати ту функцiю, яку
пiдганяють:

y~C*exp(a*x)

буде формулою для пiдгонки нелiнiйної регресiйної моделi

𝑦𝑗 = 𝐶 exp(𝑎 * 𝑥𝑗) + ε𝑗 ,

причому 𝐶 i 𝑎 будуть вважатись невiдомими коефiцiєнтами, якi
треба пiдiгнати, якщо на момент виклику функцiї

nls(y~C*exp(a*x))

об’єкти C i a не були визначенi. (Звичайно, x та y мають бути
визначеними векторами однакової довжини для того, щоб пiдгонку
можна було зробити).

Таким чином, записуючи формулу, треба завжди враховувати,
яка саме функцiя буде її використовувати.

18Див. пiдрозд. 10.5.



Роздiл 3

Базова графiка в R

Цейроздiл присвячений основним засобам графiчного вiдобра-
ження даних у R, якi далi будуть використовуватись у данiй книзi.
R має надзвичайно розвинену графiку, з якої тут описана лише
дуже мала частина. Ми познайомимось з базовими функцiями,
що дозволяють зображувати точки i лiнiї на площинi, вiдображати
тривимiрнi графiки, робити написи на рисунках.

Окрiм того, розглядаються стовпцевi та круговi дiаграми, що є
дуже поширеним засобом вiдображення статистичних даних.

Окремо розглянемо питання про вiдображення статистичної
iнформацiї на географiчнiй картi i на прикладi побачимо, як таке
вiдображення дозволяє помiчати особливостi у даних i висувати
гiпотези щодо їхньої природи.

Бiльш специфiчнi графiчнi засоби, якi дозволяють аналiзувати
розподiл одновимiрних даних, розглядаються далi у розд. 7. Вiзу-
алiзацiя залежностей мiж рiзними змiнними, що описують спосте-
реження розглянута у розд. 5.
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3.1 Стовпцевi та круговi дiаграми

Один з найбiльш популярних способiв вiдображення не дуже
великих наборiв чисел — дiаграми, на яких кожному числу вiдпо-
вiдає один стовпчик. Англiйськоюмовою такi рисунки називаються
barplot або barchart. Для їхнього вiдображення можна використо-
вувати функцiю barplot(). Наприклад, у наборi даних ldeaths

вмiщенi щомiсячнi данi про кiлькiсть смертей у Великiй Брита-
нiї вiд бронхiтiв, астми та емфiземи легенiв. Першi 12 елементiв
набору вiдповiдають 1974 р. Зобразимо їх на стовпцевiй дiаграмi:

O

> barplot(ldeaths[1:12],names.arg =month.abb)

> barplot(ldeaths[1:12],names.arg =1:12,

+ horiz=T,col=2:4)

△
Результати виконання вiдображенi на рис. 3.1 — перший виклик
barplot(), на рис. 3.2 — другий.
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Рис. 3.1. Стовпцева дiаграма вертикальна



96 Роздiл 3. Базова графiка в R

1
2

3
4

5
6

7
8

9
10

11
12

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Рис. 3.2. Стовпцева дiаграма горизонтальна

Функцiя barplot() має багато параметрiв, вкажемо лише
основнi. Перший параметр height задає висоти стовпчикiв, якщо
стовпчики вертикальнi, як на рисунку 3.1 або довжини — коли
стовпчики горизонтальнi, як на рис. 3.2. Вибiр орiєнтацiї стовпчи-
кiв задає параметр horiz (T — горизонтальнi, F — вертикальнi).
Параметр col задає колiр стовпчика, names.arg — назви, якi бу-
дуть пiдписанi пiд стовпчиками. (У першому прикладi цi назви
взятi з масиву month.abb, який мiстить скороченi iмена мiсяцiв).

Параметр main задає заголовок, що виводиться над рисунком.
Можна також задати текст пiдпису пiд рисунком — використову-
ючи параметр sub.

Параметр heightможна задати як матрицю. Це дає можливiсть
порiвнювати рiзнi набори даних на однiй дiаграмi. Наприклад, у
наборах mdeaths i fdeaths мiстяться данi про смертнiсть окремо
чоловiкiв та жiнок. Зберемо цi данi в одну матрицю i виведемо:

O
> h<-rbind(fdeaths[1:12],mdeaths[1:12])

> rownames(h)<-c("female","male")

> colnames(h)<-month.abb
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> barplot(h,sub="(a)",legend.text=T,

+ args.legend = list(x = "top",cex=2),

+ col=c("red","green"),angle=c(45,-45),

+ density=15)

> barplot(h,sub="(b)",legend.text=T,

+ args.legend = list(x = "top",cex=2,inset=0.1),

+ col=c("red","green"),angle=c(45,-45),

+ density=15,beside=T)

△
Тут перший рядок матрицi вiдповiдає жiночiй смертностi по мi-
сяцях, другий - чоловiчiй. Ми надали цим рядкам iмена female

i male, а стовпчики матрицi даних назвали скороченими iменами
мiсяцiв. Результати виконання вiдображенi на рис. 3.3 — перший
виклик barplot(), на рис. 3.4 — другий.
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Рис. 3.3. Дiаграма смертностi чоловiкiв та жiнок

У варiантi на рис. 3.3 стовпчики на дiаграмi, що вiдповiда-
ють чоловiкам, виведенi як продовження стовпчикiв для жiнок.
Це зручно тим, що одразу можна порiвнювати сумарнi смертно-
стi чоловiкiв та жiнок протягом рiзних мiсяцiв. У варiантi на рис.
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3.4 стовпчики чоловiкiв та жiнок виводяться поруч, так зручнiше
порiвнювати їх мiж собою. Вибiр iз цих варiантiв вiдображення
робить параметр beside.

Щоб пояснити читачу, де на дiаграмi виводиться який рядок
матрицi, можна вiдобразити пояснення (легенду). Текст поясне-
ння вказується у параметрi legend.text. Якщо просто задати
legend.text=T, то для пояснення будуть використанi назви ряд-
кiв матрицi height, як це зроблено у нашому випадку. Для рис. 3.3
ми задали положення легенди на рисунку, задавши конструкцiю з
опцiй

args.legend = list(x = "top",cex=2).
Тут x = "top" вказує, що легенда має бути вгорi. Можливi варi-
анти: "bottomright", "bottom", "topleft", "center"
та аналогiчнi.
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Рис. 3.4. Стовпцева дiаграма смертностi чоловiкiв та жiнок

Задавши x = "top" у списку опцiй легенди, ми збiльшили
розмiр шрифту вдвiчi порiвняно iз стандартним. Для рис. 3.4 вiд-
стань вiд середини легенди до правого поля рисунка задано опцiєю
inset.
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У функцiї barplot() є багато iнших опцiй, зокрема параме-
три density, angle, border регулюють штриховку стовпчикiв та
зображення контуру аналогiчно тому, як це робиться у функцiї
вiдображення прямокутникiв rect(). Опцiї, що керують вiдобра-
женням осей координат: axes, xlab, ylab та розмiром рисунка:
xlim, ylim аналогiчнi вiдповiдним опцiям функцiї plot() (див.
пiдрозд. 3.2).

Логiчна опцiя add вказує: треба вiдкривати нове вiкно для вiд-
ображення дiаграми (add=F), чи дiаграма вiдображається у вже
вiдкритому вiкнi доповнюючи iснуючий рисунок (add=T).

Iнколи для вiдображення даних використовують не стовпцевi, а
круговi дiаграми. Iдея полягає в тому,щоб зобразити “частки спiль-
ного пирога”, якi дiстались рiзним їдокам. Вiдповiдно англiйська
назва таких дiаграм — pie charts. Наприклад, за даними перепису
1939 р. у Києвi проживало

українцiв — 450 556,

євреїв — 224 236,

росiян — 139 495,

людей iнших нацiональностей — 27991.

Кругову дiаграму для цих даних можна зобразити так:

O

> population<-c(450556,224236,139495,27991)

> names(population)<-c("U", "J","R","O")

> pie(population,col=c("red","green","blue","yellow"),

+ density=10,angle=c(45,90,-45,-90),

+ radius=1,cex=2)

△
Результат — на рис. 3.5.
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O

Рис. 3.5. Нацiональний склад населення Києва у 1939 р.
U — українцi, J — євреї, R — росiяни, O — iншi.

Круговi дiаграми вважаються менш вiзуально сприйнятними,
нiж рисунки, складенi зi стовпчикiв, тому у серйозних дослiджен-
нях як окремий засiб графiчного вiдображення застосовуються не
часто. Зазвичай, стовпцевi дiаграми використовувати доцiльнiше.
Але круговi дiаграми завдяки своїй компактностi можуть бути зру-
чними для порiвняння великої кiлькостi наборiв даних, наприклад,
при вiдображеннi на географiчнiй картi складу населення рiзних
мiст країни тощо.

3.2 Точки та лiнiї на площинi

У R для графiчного вiдображення об’єктiв часто використову-
ється функцiя plot(). Ця функцiя є родовою (generic function),
тобто вона працює по-рiзному для рiзних класiв об’єктiв. Зараз
розглянемо простiше застосування plot() у випадку, коли треба
вiдобразити якi-небудь точки або лiнiї на площинi. У такому випад-
ку координати точок можна задати у виглядi векторних параметрiв
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функцiї:

O
> x<-sin(1:20)

> y<-cos(1:20)

> plot(x,y)
△

Результат виконання цiєї функцiї — зображення на координатнiй
площинi набору точок, у яких горизонтальнi координати взятi з
вектора x, а вертикальнi — з y (рис. 3.6). Зрозумiло, що для нор-
мальної роботифункцiї цi вектори повиннi мати однакову довжину.
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Рис. 3.6. Набiр точок, виведений функцiєю plot()

Функцiя plot() спочатку створює нове вiкно виводу, а потiм
виводить у нього об’єкти (у нашому випадку—точки). Якщо треба
додати новi об’єкти на старому рисунку, замiсть plot() краще
використати iншу функцiю1, наприклад — points(x,y,...) або
lines(x,y,...).

1Або скористатись функцiєю plot(), але перед цим встановити па-
раметр вiдображення new=T за допомогою функцiї par(). Наприклад:
par(new=T);plot(x,y).
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O

> x<--4:4

> y<-x^2

> plot(x,y,pch=2,cex=2)

> x1<-c(-1,1)

> y1<-c(10,10)

> points(x1,y1,pch=3,cex=2)

△
Опцiя pch у функцiях plot() i points() задає символ, яким

будуть вiдображатись точки на рисунку.
На рис. 3.7 — результат, що буде вiдображений пiсля викона-

ння plot(x,y,pch=2), на рис. 3.8 — як змiниться рисунок пiсля
додавання точок командою points(x1,y1,pch=3).

Якщо до рисунка треба додати лiнiї, можна скористатись фун-
кцiєю lines(x,y,...).

−4 −2 0 2 4

0
5

10
15

x

y

Рис. 3.7. Виведено plot(x,y,pch=2,cex=2)
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Рис. 3.8. Додали точки, використовуючи points(x1,y1,pch=3,cex=2)

Функцiя plot()має багато опцiй, якi дозволяють обиратифор-
мат вiдображення рисунка. Перелiчимо найбiльш вживанi.

axes—логiчна, якщоT—осi координат вiдображаються, якщо
F— нi.

xlab, ylab— символьнi, задають текст, яким будуть пiдписанi
координатнi осi.

sub— задає пiдпис знизу пiд рисунком;
main— задає заголовок над рисунком.
xlim, ylim — задають межi для значень по горизонтальнiй та

вертикальнiй осях.
asp—“aspect ratio”—спiввiдношеннямасштабних одиниць по

вертикалi та горизонталi. Якщо не задавати цю опцiю, то масштаб
по вертикалi та горизонталi буде задаватись незалежно, виходячи
iз зручностi розмiщення рисунка. Якщо задати asp=1, масштабнi
одиницi по обох осях матимуть однакову довжину.

log — вказує, по якiй осi вибрати логарифмiчний масштаб,
наприклад, log="y" задає логарифмiчний масштаб по вертикалi,
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log="xy"— по обох осях.
Наступнi опцiї можна використовувати як у plot(), так i у

points(), lines() та рядi iнших графiчних функцiй.
type— тип точок/лiнiй. Ця опцiя може набувати значень:
"p"— вiдображати лише точки;
"l" — вiдображати лише прямi лiнiї, що з’єднують заданi то-

чки;
"b" — вiдображати i точки, i лiнiї, причому лiнiї торкаються

точок;
"o"— вiдображати лiнiї, що перекривають точки;
"s", "S" — з’єднати точки ступiнчастими лiнiями, ("s" —

стрибок лiворуч, "S"— праворуч);
"h"— вiдображаються вертикальнi вiдрiзки, що з’єднують за-

данi точки з вiссю абсцис.
"n" — на рисунку буде вiдображена координатна площина, у

якiй вмiщуються всi заданi точки, але анi самi точки, анi лiнiї, що
їх з’єднують, не вiдображаються. (Ця опцiя використовується для
того, щоб пiдготувати мiсце на якому рисунок буде вiдображений
iншими функцiями).

col — колiр або кольори, яким будуть вiдображатись об’єкти
(це може бути числовий вектор, або кольори можна задавати їх
англiйськими назвами "red", "blue" тощо).

pch— символ, яким вiдображаються точки.
cex— контролює розмiр символiв.
lwd—контролюєширину лiнiй (стандартнiйширинi вiдповiдає

lwd=1).
lty — тип лiнiї. Може бути "solid", "dashed", "dotted",

"dotdash", "longdash" або "twodash". Можна також задати по-
слiдовнiстю символiв вiд 1 до 9 та вiдA до F, якi позначають довжи-
ну штриха та iнтервалу мiж штрихами у шiстнадцятковiй системi
числення: lty="2F" задає штрихову лiнiю з довжиною штриха 2
та iнтервалом мiж штрихами 15.

Наприклад, рис. 3.9 вiдобразиться в результатi виконання та-
кого скрипта:
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O

> plot(1,1,xlim=c(1,16),ylim=c(-1.5,5),

+ type="n",xlab="",ylab="",

+ xaxt="n",yaxt="n")

> points(seq(1,15,2),rep(4,8),cex=1:8,col=1:8,pch=0:7)

> text(seq(1,15,2),rep(2,8),labels=paste(0:7),

+ cex=1:8,col=1:8)

> points(seq(1,15,2),rep(0,8),pch=8:15,cex=2)

> text(seq(1,15,2)+0.7,rep(0,8),

+ labels=paste(8:15),cex=1.5)

> points(seq(1,15,2),rep(-1,8),pch=16:23,cex=2)

> text(seq(1,15,2)+0.7,rep(-1,8),

+ labels=paste(16:23),cex=1.5)

△

0 1 2 3 4 567
8 9 10 11 12 13 14 15

16 17 18 19 20 21 22 23

Рис. 3.9. Символи, розмiри та кольори

Для того, щоб вiдображати на рисунках написи у заданих точ-
ках, використовується функцiя text(x,y,labels,...). Тут век-
тори x та y задають координати точок, де розмiщується текст,
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labels — вектор символьних рядкiв, якi будуть виводитись у за-
даних точках. Для цiєї функцiї опцiя pos вказує, як розмiщується
текст щодо заданої точки (1 — пiд точкою, 2 — лiворуч, 3 — над,
4 — праворуч). ofset задає змiщення тексту щодо точки.

Опцiї cex та col задають розмiр символiв та їхнiй колiр у
text() так само, як у функцiї plot().

Iнколи буває необхiдно вiдобразити одразу кiлька наборiв то-
чок, заданих своїми координатами, що записанi у стовпчиках де-
якої матрицi. Це можна зробити, викликаючи функцiю points() у
циклi, окремо для кожного стовпчика. Але зручнiше скористатись
функцiєю matplot(), роботу якої демонструє рис. 3.10.
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Рис. 3.10. Лiнiї, виведенi функцiєю matplot()

Цей рисунок вiдображений таким скриптом:

O
> x <- seq(-3,3,0.1)

> y1 <- 0.3*x^2

> y2 <- 1.5*cos(x) + 1

> y3<- -x

> matplot(x, cbind(y1,y2,y3), type="l",
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+ col=c("red","brown","blue"),

+ lty=c("solid","dashed","dotdash"),ylab="y")

> legend("bottomleft", inset=.05,

+ legend=c("y1", "y2","y3"),

+ col=c("red","brown","blue"),

+ lty=c("solid","dashed","dotdash"),cex=1.5)

△
У цьому скриптi ми спочатку створили набiр координат по гори-
зонталi— x а потiм пiдрахували значення трьох функцiй y1, y2, y3
для цих значень x. Далi графiки цих функцiй виводяться функцiєю
matplot(). Першi два параметри цiєї функцiї—матрицi, стовпчи-
ки яких мiстять координати точок по горизонталi i по вертикалi.
Iншi параметри-опцiї мають те ж значення, що й у функцiї plot().

Далi ми використали функцiю legend(), щоб вiдобразити та-
бличку (легенду) з поясненням того, якi кольори i типи лiнiй на
графiку вiдповiдають кожнiй з функцiй y1, y2, y3. Перший пара-
метр задає положення легенди (у лiвому нижньому кутку), inset
вказує, наскiльки треба вiдсунути легенду вiд рамки, що оточує
рисунок. Параметр legend задає текст легенди, iншi параметри—
тi ж, що у функцiї matplot().

Функцiя segments(x0,y0,x1,y1) вiдображає набiр вiдрiзкiв.
У векторах x0, y0 розмiщенi 𝑥 i 𝑦 координати точок-початкiв
вiдрiзкiв, у x1, y1— точок-кiнцiв.

Аналогiчно, функцiя arrows(x0,y0,x1,y1,length,angle)

рисує стрiлки, lenght задає довжину “наконечника” стрiли, angle
— гостроту кута наконечника.

Функцiя
rect(xleft, ybottom, xright, ytop, density = NULL,

border = angle = 45,col = NA,NULL,...)

вiдображає прямокутники, координати лiвих нижнiх кутiв беру-
ться з xleft, ybottom, правих верхнiх — з xright, ytop. Пря-
мокутник може заповнюватись штриховкою, щiльнiсть цiєї штри-
ховки задається density, кут нахилу — angle, колiр — col. Па-
раметр border визначає колiр контуру прямокутника.
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Наприклад, на рис. 3.11 зображено результат виконання таких
команд:

O

> plot(c(0,10),c(0,10),type="n")

> rect(1:9,rep(1,9),2:10,2:10,

+ density=5:13,col=1:9,border=10:19)

> arrows(rep(2,4),4:8,4:8,5:9,

+ angle=20,length=0.1)

> text(rep(2,4),4:8,

+ labels=c("a","b",'c',"d","e"),pos=2)

△
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Рис. 3.11. Рисування прямокутникiв, стрiлок та написiв

Функцiя abline(a,b) рисує пряму лiнiю, що описується рiв-
нянням 𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥. Якщо треба провести вертикальну лiнiю
з горизонтальною координатою 𝑥, це можна зробити функцiєю
abline(h=x).



3.2. Точки та лiнiї на площинi 109

Для вiдображення графiкiв нелiнiйних функцiй можна викори-
стовувати функцiю
curve(expr,from=NULL,to=NULL,n=101,add=FALSE,

type="l",xname="x",xlab=xname,ylab = NULL).

Параметри цiєї функцiї:
expr — iм’я функцiї, що залежить вiд параметра x, або вираз,

що залежить вiд змiнної x;
from, to — лiвий та правий кiнцi iнтервалу змiни x, на якому

будується графiк;
n— кiлькiсть точок для зображення графiка;
add— логiчний параметр, якщо вiн TRUE, графiк будується на

старому рисунку, якщо FALSE — для рисунка вiдкривається нове
вiкно;

type, xlab, ylab— такi ж, як у функцiї plot;
xname— iм’я що використовується для осi 𝑥.
Наприклад (рис. 3.12):

O

> curve(pnorm,-3,3,add=FALSE,col="blue",lty="dashed")

> curve((x/3)^2,col="red",lty="dotted",add=TRUE)

> abline(0.5,1)

△
Тут pnorm — функцiя розподiлу для стандартного нормального
розподiлу (див. табл. 6.1).

У цьому прикладi другий виклик функцiї вiдображення кривих
— curve((x/3)^2,col="red",add=TRUE) має опцiю add=TRUE,
тобто новий рисунок не створюється, крива вiдображається на ста-
рому. При цьому не заданi параметри, що вказують дiапазон по
горизонталi (такi як from, to). У такому випадку криву рисують
через весь старий рисунок — вiд його лiвого до правого поля.
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Рис. 3.12. Рисування кривих та прямих

3.3 Елементи тривимiрної графiки

У статистицi досить часто спостережуванi данi вiдображають
у виглядi точок у просторi. Якщо кожнiй точцi вiдповiдає одне
спостереження, а змiнним — координати цiєї точки, то такий ри-
сунок називають дiаграмою розсiювання. Якщо для вiдображення
використовують лише двi змiннi, утворюється двовимiрна дiагра-
ма розсiювання, яку можна вивести на екран функцiєю plot(), як
описано вище. Для вiдображення трьох змiнних одразу використо-
вують тривимiрнi дiаграми розсiювання. Приклад такої дiаграми—
на рис. 3.13. У R дiаграми розсiювання можна виводити багатьма
рiзними способами, один з найпростiших— використання функцiї
scatterplot3d() з пакета scatterplot3d.
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Рис. 3.13. Тривимiрна дiаграма розсiювання

У виклику функцiї scatterplot3d() першi три параметри
x, y, z задають положення точок у тривимiрномупросторi. Опцiя
highlight.3d визначає, чи треба розфарбовувати точки залежно
вiд того, як вони розташованi по осi𝑂𝑥. Два наступних параметри
визначають колiр осей координат та координатної сiтки, зображе-
ної у площинi 𝑥− 𝑦. Нарештi, параметр angle визначає кут, який
будуть утворювати на двовимiрнiй проекцiї осi 𝑂𝑥 та 𝑂𝑦. (Прое-
кцiя завжди будується так, щоб вiсь 𝑂𝑥 на нiй розташовувалась
горизонтально, вiсь𝑂𝑧 —вертикально, а напрямок𝑂𝑦 на рисунку
визначається напрямком проектування. Змiнюючи angle можна
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розглядати данi “з рiзних точок зору”.
Приклад виклику цiєї функцiї, який вiдображає рис. 3.13:

O

> library(scatterplot3d)

> z <- seq(-20, 20, 0.15)

> x <- z*cos(z)

> y <- z*sin(z)

> scatterplot3d(x, y, z,

+ highlight.3d=TRUE, col.axis="blue",

+ col.grid="lightblue", main="Spiral",

+ pch=1,angle=30)

△
У скриптi спочатку створена послiдовнiсть 𝑧-координат точок, по-
тiм розрахованi вiдповiднi 𝑥- та 𝑦-координати. Пiсля цього вiдбу-
вається вiдображення цих точок функцiєю scatterplot3d().

Як бачимо, можливостi scatterplot3d() при виборi напрям-
ку проекцiї досить обмеженi. Для того, щоб мати змогу поверта-
ти зображення даних iнтерактивно, можна скористатись функцiєю
plot3d() з пакета rgl.

Наприклад, викликавши цю функцiю на даних попереднього
прикладу у такий спосiб

O

library(rgl)

plot3d(x,y,z)

△
i покрутивши отриманий рисунок мишею, можна отримати зобра-
ження з рис. 3.14.

Iнколи статистику треба вiдобразити на рисунку поведiнку де-
якої числової функцiї двовимiрного аргументу. Досить популяр-
ним засобом такого вiдображення є контурнi графiки (contour plot),
на яких зображають “лiнiї рiвня” функцiї.
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Рис. 3.14. Тривимiрний рисунок за допомогою plot3d

Лiнiя рiвня функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦), що вiдповiдає рiвню 𝑐 — це мно-
жина всiх точок на площинi з такими координатами (𝑥, 𝑦), що
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐. На контурних графiках (рис. 3.15) вiдображають лi-
нiї рiвня для рiзних рiвнiв, пiдбираючи їх так, щоб можна було
побачити горби та западини функцiї подiбно до того, як це ро-
блять на географiчних картах. У R контурнi графiки зображають,
використовуючи функцiю contour()..

Iнший варiант тривимiрного графiка — зображення його про-
екцiї на площину аналогiчно тому, як це було зроблено вище для
дiаграм розсiювання (рис. 3.16). Таке вiдображення тривимiрних
графiкiв у перспективi забезпечує функцiя persp().

I contour(), i persp() працюють не безпосередньо з функ-
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цiєю 𝑓 , яку треба вiдобразити, а iз матрицею z значень цiєї
функцiї у вузлах прямокутної сiтки, визначеної векторами ко-
ординат x, y, тобто z[i,k]=f(x[i],y[k]), i=1,...,length(x),
k=1,...,length(y). Для того, щоб розраховувати значення z,
зручно використовувати функцiю outer().
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Рис. 3.15. Контурний графiк

Приклад застосування contour() i persp() для вiдображення
функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦) = sin2 𝑥+ cos2 𝑦, коли 𝑥 ∈ (0, 5), 𝑦 ∈ (2, 7):

O
> x<-(1:50)/10

> y<-(20:70)/10

> f<-function(x,y){sin(x)^2+cos(y)^2}

> z<-outer(x,y,f)

> contour(x,y,z)

> persp(x, y, z, theta = 30, phi = 30, expand = 0.75,

+ col = "lightblue")
△

Результати виконання цього скрипта зображено на рис. 3.15 i
рис. 3.16.
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Рис. 3.16. Тривимiрний графiк

Функцiя persp() має бiльше можливостей вибору напрямку
проекцiї, нiж scatterplot3d(). В нiй цей напрямок задається
двома кутами theta (азимут) та phi (90𝑜 мiнус широта). Крiм
того, параметр expand (зазвичай, його обирають вiд 0 до 1) можна
використовувати для стиснення графiка по осi z.

3.4 Географiчнi карти

Статистична iнформацiя часто має географiчну прив’язку, то-
му для її вiдображення природно використовувати географiчнi кар-
ти. У R передбачений великий вибiр можливостей такого вiдобра-
ження. У цьому пiдроздiлi розглядаються лише два найпростiшi
приклади: вiдображення iнформацiї фарбуванням рiзних областей
рiзними кольорами та вiдображення кругових дiаграм на географi-
чних картах.

Спочатку розберемось, як у R зображати географiчнi карти. Це
можна робити багатьма рiзними способами. Для нашої мети одним
з найпростiших є використання пакетiв (бiблiотек) sp, maptools
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та raster. Вони не входять у стандартну поставку R, тому їх треба
iнсталювати на комп’ютерi звичайним способом та завантажувати
перед використанням у робочу область, використовуючи функцiю
library().

Приклад 3.4.1. Полiтична карта свiту та її частини. У па-
кетi maptools мiститься полiтична карта земної кулi пiд назвою
wrld_simpl. Для того, щоб вивести її у виглядi рисунка можна
скористатись звичайною функцiєю plot(), наприклад:

O
> library('sp')

> library('maptools')

> data(wrld_simpl)

> par(mai=c(0,0,0,0))

> par(mar=c(0,0,0,0))

> plot(wrld_simpl, xlim=c(-10,50),

+ ylim=c(-40,35), bg='white', col='khaki',

+ border='black')
△

Уцьому скриптi ми спочаткуфункцiєю data() завантажили потрi-
бну змiнну у пам’ять. Потiм задали командою par нульовий розмiр
полiв рисунка.

I, нарештi, надрукували карту функцiєю plot(), використову-
ючи параметри:

col— колiр, яким фарбується основна частина (суходiл),
bg— колiр заднього плану (background) — море,
border— колiр для границь позначених на картi країн,
xlim, ylim—межi регiону, який треба вiдобразити на картi по

горизонталi та вертикалi.
Результат зображено на рис. 3.17. (Карта вже дещо застарiла,

на нiй не вiдмiчено, наприклад, таку країну, як Пiвденний Судан).
J

На картах використовується географiчна шкала координат, го-
ризотнальна вiсь вiдповiдає довготi (longitude), вертикальна—ши-
ротi (latitude). Як вiдомо, це кутовi мiри, вони визначаються у
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градусах та хвилинах. Один градус становить 60 хвилин. У R вико-
ристовується звичайне десяткове позначення для цих координат,
тобто, скажiмо, latitude -10.5 це 10 градусiв 30 хвилин пiвденної
широти.

Рис. 3.17. Карта Африки

Карти кордонiв окремих країн також мiстяться в об’єктi
wrld_simpl. Їх можна використовувати, звертаючись по номерах
країн у списку, розташованому приблизно за алфавiтним поряд-
ком. Цей список мiститься в атрибутi wrld_simpl$NAME. Вивiвши
цей список у R, можна побачити, що Демократична республiка
Конго має номер 28, Нiгерiя — 153, Мадагаскар — 108. Нехай ми
хочемо на вже iснуючiй картi Африки вiдмiтити цi країни рiзними
кольорами: Нiгерiю— зеленим,Мадагаскар—червоним, Конго—
бiлим. Це можна зробити викликавши знову функцiю plot() з па-
раметром add=T, що означає — дорисувати новий рисунок поверх
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попереднього:
plot(wrld_simpl[c(28,153,108),],

col=c('white','green','blue'),add=T)+
Написи на картах можна наносити, використовуючи функцiю

text так, як це було описано у п. 3.2.
Приклад 3.4.2. Круговi дiаграми на картi.Покажемо, як вiд-

ображати на картах круговi дiаграми, подiбнi до тих, що описанi
у п. 3.1. Для цього ми використаємо функцiю floating.pie() з
пакета plotrix (його треба iнсталювати на комп’ютерi та заванта-
жити).

Цю функцiю можна викликати так:
floating.pie(xpos,ypos,x,col,radius)

де
xpos, ypos—координати центра кругової дiаграми на рисунку

(на картi),
x— вектор, координати якого вiдповiдають розмiрам секторiв

на круговiй дiаграмi,
col— кольори секторiв,
radius— радiус дiаграми.
Нехай, наприклад, ми хочемо для вибраних нами країн вiд-

образити круговими дiаграмами розподiл населення за релiгiйною
ознакою. Для Нiгерiї, скажiмо, маємо: 58% християн, 41%— при-
бiчники iсламу, 1% — iншi релiгiї. Програма може мати такий
вигляд:

O
> par(mai=c(0,0,0,0))

> par(mar=c(0,0,0,0))

> plot(wrld_simpl, xlim=c(-10,50),

+ ylim=c(-40,35), bg='azure2', col='white',

+ border='black')

> # Розфарбовуємо Конго, Нiгерiю, Мадагаскар

> plot(wrld_simpl[c(28,153,108),],

+ col=c('white','green','blue'),add=T)

> library(plotrix)
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> # Nigeria

> floating.pie(7,9,c(58,41,1),

+ col=c("red","yellow","magenta"),

+ radius=2.5)

> # Congo

> floating.pie(22,-4,c(79.8,11.3,8.9),

+ col=c("red","yellow","magenta"),

+ radius=2.5)

> # Madagaskar

> floating.pie(47,-18,c(41,7,52),

+ col=c("red","yellow","magenta"),

+ radius=2.5)

> legend("bottomleft",

+ legend=c("Christian","Islam","Other"),

+ fill=c("red","yellow","magenta"))

△
Спочатку рисуємо карту Африки як у попередньому прикладi,

потiм розфарбовуємо три країни i рисуємо круговi дiаграми. Оста-
ння виконана функцiя — legend() створює легенду (пояснення)
до карти. Перший параметр "bottomleft" визначає положення
легенди у лiвому нижньому кутку карти. Параметр legend — це
вектор символьних рядкiв, кожен з яких вiдповiдає одному рядку
легенди. Параметр fill задає кольори, якi будуть пояснюватись
легендою.

Результат — на рис. 3.18. J
Приклад 3.4.3. Регiони країни. Карти країн, що мiстяться у

наборi wrld_simpl, є досить грубими, вони не мiстять адмiнiстра-
тивного подiлу. Тому для того, щоб вiдображати статистику по
регiонах якої-небудь країни, потрiбнi бiльш детальнi карти. Iх мо-
жна взяти у пакетi raster. (Не забудьте його завантажити). У цьо-
му пакетi є функцiя getData(), яка завантажує з iнтернету карти
рiзних країн за їхнiми кодами ISO. Отримати перелiк всiх країн з
їхнiми кодами можна, викликавши getData('ISO3') Наприклад,
код України — UKR.
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Рис. 3.18. Карта Африки з розподiлом релiгiй

Для завантаження карти викликаємо getData():

O

> library(raster)

> ukraine <- getData('GADM', country='UKR', level=1)

△
Параметр 'GADM' показує, що карта буде завантажена з бази даних
про адмiнiстративнi кордони (є iще бази клiматичних та топографi-
чних карт). Параметр country='UKR' вказує, що буде завантажу-
ватись картаУкраїни. Параметр level визначає деталiзацiю карти.
Значенню 0 вiдповiдає карта з лише державними кордонами, 1 —
регiональнi кордони (для України — областнi, для США — шта-
тiв, для Польщi — воєводств), 2 вiдповiдає районам для України,
графствам для США, повiтам для Польщi. Можливий також 3-й
рiвень для ще дрiбнiших одиниць (гмiни у Польщi).
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Таким чином, ми завантажили картуУкраїни з границями обла-
стей i зберегли її у виглядi змiнної ukraine. Ця змiнна розмiщена
у робочiй областi R. Якщо робочу область не зберiгати наприкiн-
цi сеансу, карта загубиться. Доцiльно зберегти її окремо у файлi
для подальшого користування. Це можна зробити, використовую-
чи функцiю save():

save(ukraine,file="c:/rem/term/ukrmap.Rdata")

— зберiгає карту у виглядi об’єкта R на диску c у каталозi term
пiд назвою ukrmap.Rdata. Назва i каталог можуть бути довiльни-
ми, розширення Rdata стандартне для R, втiм, при бажаннi можна
використовувати i iншi розширення, але формат файла при цьому
не змiниться (тобто якщо вказати ukrmap.pdf, R збереже карту
у такому файлi, але не у форматi pdf, а у своєму внутрiшньому
форматi).

Для того, щоб завантажити збережену карту пiд час нової сесiї
роботи з R тепер досить набрати

load(file="c:/rem/term/ukrmap.Rdata")

Пiсля цього карта стане доступною у виглядi об’єкта з назвою
ukraine. Її можна вiдобразити, використовуючи plot().
Вiдображати карти окремих регiонiв тепер можна, викликаючи цю
функцiю, наприклад, так:

plot(ukraine[list_reg],col=list_col)

де list_reg — список номерiв регiонiв, якi треба вiдобразити,
list_col — список кольорiв, якими цi регiони будуть зафарбо-
ванi. Регiони у змiннiй ukraine розташованi в алфавiтному по-
рядку їхнiх англiйських назв. Щоб побачити цi назви i їхнiй по-
рядок, можна вивести атрибут NAME_1 змiнної ukraine, тобто
ukraine$NAME_1.

Як приклад, розглянемо вiдображення густоти населення
України у рiзних областях (рис. 3.19).

O
> library(raster)

> load(file="c:/rem/term/ukrmap.Rdata")

> dens<-read.csv(file="c:/rem/term/gustotan.csv")
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> brk<-seq(30,170,20)

> int<-8-findInterval(dens[,2],brk)

> palette(gray(0:7/7))

> par(mai=c(0,0,0,0))

> par(mar=c(0,0,0,0))

> plot(ukraine,col=int)

> plot(ukraine[c(11,20),],col="red",add=T)

> legend("bottomleft",title="Population Density",

+ legend=c("150-170","130-150","110-130",

+ "90-110","70-90","50-70","30-50"),

+ fill=gray(0:7/7))
△

Рис. 3.19. Густота населення України

Данi щодо густоти населення мiстяться у файлi gustotan.csv.
Перший стовпчик таблицi даних називається region i мiстить ан-
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глiйськi назви областей (регiонiв України) в алфавiтному порядку.
Другий — густоту населення (кiлькiсть осiб на 1 кв. км) у даному
регiонi. Цi данi коливаються у дiапазонi вiд 32.9 у Чернiгiвськiй
областi до 3442.6 у мiстi Києвi. Зрозумiло, що мiста Київ та Сева-
стополь у цьому наборi даних рiзко видiляються (є викидами), тому
при побудовi шкали густот їх краще не враховувати. Серед обла-
стей найбiльшу густоту населення має Донецька — 161.3. Тому
ми вибрали iнтервал вiд 30 до 170 i розбили його на пiдiнтервали
ширини 20. Кожному пiдiнтервалу вiдповiдає певна насиченiсть
бiлого/сiрого/чорного кольору, яким зафарбовується область. Така
палiтра кольорiв створюєтьсяфункцiєю grey(0:7/7) (0 вiдповiдає
чорний, 1 — бiлий колiр). Функцiя

palette(grey(0:7/7))

встановлює такий набiр кольорiв, як палiтру, що використовує-
ться iншими функцiями, подiбними до plot(). Щоб визначити,
який номер кольору вiдповiдає густотi населення кожної областi,
використовується функцiя findInterval, котра визначає, якому
з iнтервалiв, заданих набором точок brk, належать густоти рiзних
областей (цi густоти розмiщенi у другому стовпчикуфрейма dens).

Далi розфарбовуємо всi регiони функцiєю plot(). Щоб видi-
лити Київ та Севастополь (11-й i 20-й регiони), зафарбовуємо їх
червоним кольором, використовуючи plot() з параметром add=T,
тобто зверху попереднього рисунка. Нарештi, legend() додає по-
яснення кольорової шкали у лiвому нижньому кутку карти. J

Приклад 3.4.4. Кому подобаються джинсовiшорти.Уцьому
прикладi подивимось, яку користь може дати статистиковi вiдобра-
ження iнформацiї на картi. Iдея прикладу взята зi статтi, розмiще-
ної на сайтi газети Wasington Post [32]. Автор статтi аналiзує данi
з Google Trends2 про кiлькiсть пошукових запитiв, якi надсилали
жителi СШАдоGoogle з двома наборами ключових слiв: (1) запити
зi словами “jean shorts” (джинсовi шорти) i (2) запити зi словами
“cargo shorts” (шорти у стилю “cargo”). Google Trends дозволяє

2www.google.com/trends/ — це сайт, що показує статистику рiзних пошу-
кових запитiв, якi рiзнi користувачi iнтернету надсилають у Google.
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подивитись, скiльки запитiв надiйшло за цими словами за певний
перiод часу з кожного регiону США (або iншої країни, якщо вам
цiкаво). Отриманi данi автор вiдобразив на картi.

Я повторив цей експримент. Мої данi дещо вiдрiзняються вiд
описаних у статтi, оскiльки зiбранi за трохи iнший перiод (у ме-
не — з 01.01.2004 по 20.08.2016). Мої данi розмiщенi у файлi
shortU.txt. В ньому кожен рядок вiдповiдає одному штату США.
П’ять стовпчикiв-змiнних вказують:

n— номер штату США у списку вiдповiдної карти;
state— українська назва штату;
cargo — кiлькiсть пошукових запитiв “cargo shorts” з даного

штату;
jean— кiлькiсть запитiв “jean shorts”;
urban— вiдсоток мiських жителiв серед населення штату;
stateen — стандартне скорочене позначення штату англiй-

ською мовою.
Зафарбуємо на картi США червоним кольором (вертикальною

штриховкою) штати, у яких переважають карго-шорти i синiм (го-
ризонтальною штриховкою) — тi, де бiльше цiкавляться джинсо-
вими шортами (рис. 3.20). (Для простоти Аляска та Гаваї не вiд-
ображенi. По двох штатах — Вайомiнгу i Пiвнiчнiй Дакотi даних
немає, вони бiлi). Цей рисунок був створений таким скриптом:

O
> library(raster)

> load(file="c:/rem/term/usamap.Rdata")

> tb<-read.table("c:/rem/term/shortU.txt",header=T)

> color<-c("red","blue")

> stcol<-color[(tb$cargo<tb$jean)+1]

> angle<-c(0,90)

> stangle<-angle[(tb$cargo<tb$jean)+1]

> par(mai=c(0,0,0,0))

> par(mar=c(0,0,0,0))

> plot(usamap[tb$n,],col=stcol,ylim=c(27,43),

+ density=17,angle=stangle,
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+ xlim=c(-124,-65))

> plot(usamap,lwd=2,ylim=c(27,43),add=T)

△
Графiчнi данi для рисуваннякарти завантаженi зфайлаusamap.Rdata,
який можна створити аналогiчно описаному у попередньому при-
кладi для карти України.

Рис. 3.20. Карго-шорти проти джинсових

Як бачимо, “синi” штати, де переважають джинси, зiбрались
компактною групою, що приблизно вiдповiдає рiчковому басейну
Мiссiсiпi—Мiссурi (рис 3.21). Побачити цей ефект без вiдображе-
ння на картi навряд чи можливо. З чим вiн може бути пов’язаний?
Автор [32] каже, що у цих штатах зосереджене фермерське зем-
леробство США, тобто саме тут живуть “справжнi американцi”,
яким до вподоби справжнiй американський одяг — джинси.
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Рис. 3.21. Басейн Мiссiсiпi — Мiссурi

Щоб перевiрити гiпотезу про зв’язок мiж iнтересом до джин-
стових шортiв та фермерством, можна поглянути на карту рiвнiв
урбанiзацiї (тобто вiдсотка мiського населення) рiзнихштатiв. Для
цього скористаємось наступною програмою (рис. 3.22):

O

> library(raster)

> load(file="c:/rem/term/usamap.Rdata")

> tb<-read.table("c:/rem/term/shortU.txt",header=T)

> numc<-10

> palette(gray(0:numc/numc))

> z<-tb$urban

> colorU<-floor(numc*(z-min(z))/(max(z)-min(z)))+1

> plot(usamap[tb$n,],col=colorU,ylim=c(27,43),

+ xlim=c(-124,-65))

> plot(usamap,lwd=1.5,add=T)

△
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(Чим бiльш урбанiзований штат, тим вiн свiтлiший, найбiльш
аграрнi — темнi). Певна схожiсть цiєї карти з попередньою по-
мiтна, але помiтнi i вiдмiнностi.

Рис. 3.22. Рiвень урбанiзацiї у США

Наскiльки обґрунтована цими даними наша гiпотеза про зв’я-
зок мiж iнтересом до джинсових шортiв i наявнiстю аграрного
населення? Чи є дiйсно зв’язок мiж положенням штату у басей-
нi Мiссiсiпi-Мiссурi i популярнiстю джинсових шортiв? Вiдповiдь
непроста, повернемось до цього питання у прикладах 9.5.2 i 10.2.3.
J



Роздiл 4

Одновимiрна описова
статистика

Статистик, зазвичай, має справу з великими обсягами даних.
Їх неможливо охопити оком, важко порiвнювати з iншими анало-
гiчними наборами даних. Тому виникає потреба описати основ-
нi особливостi даних однiєю або кiлькома числовими характери-
стиками. Технiку такого опису називають описовою статистикою,
а самi числовi характеристики даних — дескриптивними1 стати-
стиками. При використаннi та аналiзi таких статистик дослiдник
намагається вивчати данi не на основi якоїсь наперед заданої те-
оретичної моделi, а виходячи зi структури самих даних. У цьому
роздiлi ми розглядаємо технiку дескриптивної статистики саме з
такої точки зору.

У роздiлах 7–10 розглядається iнший пiдхiд до статистичного
аналiзу, що спирається на використання теоретичних моделей роз-
подiлу даних. Описанi у цьому роздiлi дескриптивнi статистики
можна використовувати i при такому пiдходi, скажiмо, як оцiнки
параметрiв моделi, статистики тестiв для перевiрки гiпотез, про-

1Вiд лат. descriptio — опис. Iнколи кажуть також “описовi статистики” або
просто “статистики”.
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гнози для очiкуваних спостережень. У цьому розiдiлi ми не обго-
ворюємо такi застосування, але iнколи, для пояснення переваг тої
чи iншої статистики, ми будемо згадувати трактування даних як
кратної вибiрки — набору незалежних, однаково розподiлених
випадкових величин2. Читачi, яким така трактовка не зовсiм зро-
зумiла або здається недоречною при застосуваннi до розглядува-
них даних, можуть пропускати цi пояснення.

У цьому роздiлi обговоримо основнi дескриптивнi статистики
наборiв числових статистичних даних, у яких для кожного спосте-
реження вимiрюється одна числова характеристика (змiнна)3.

Наприклад, спостережуваними об’єктами можуть бути призов-
ники до армiї, а змiнною, що дослiджується — їх зрiст. (Властиво-
стi цiєї характеристики важливi для тих, хто займається забезпе-
ченням вiйськовослужбовцiв одягом). Iнший приклад — вимiрю-
вання температури повiтря на вулицi, якi проводяться протягом
року щодня о певнiй годинi. Тут кожне спостереження вiдповiдає
дню вимiрювання, а температура є змiнною, що дослiджується.

У випадку зросту призовникiв порядок, в якому розташованi
об’єкти у наборi несуттєвий, вiн склався випадково i не пов’язаний
з дослiджуваним явищем. Перетасувавши вимiрянi значення зро-
сту у довiльному порядку, ми не втрачаємо корисної iнформацiї.
Такi набори даних прийнято називати вибiрками.

Для вимiрювань температури порядок суттєвий: температура
на вулицi залежить вiд пори року, сьогоднiшня температура зале-
жить вiд вчорашньої i т.д. Данi, для яких важливими є такi ефе-
кти, називають часовими рядами. Зрозумiло, що перетасувавши
елементи часового ряду ми втратимо iнформацiю про цi залежно-
стi. Але iнформацiя про деякi важливi особливостi дослiджуваної
температури збережеться: якщо, наприклад, нас цiкавить найбiль-
ша температура протягом року, на порядок вимiрювань можна не
звертати уваги. При дослiдженнi таких особливостей часовi ряди

2Формальне означення кратної вибiрки див. у пiдрозд. 8.1.
3 Описова статистика багатовимiрних даних розглядається у розд. 5, а графi-

чнi засоби аналiзу одновимiрних даних — у розд. 7.
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можна (з певними застереженнями) розглядати як вибiрки.
У цьому пiдроздiлi ми зосередимось на аналiзi вибiрок, тобто

таких наборiв даних, для яких порядок спостережень несуттєвий.
Надалi ми будемо позначати 𝑋𝑗 — значення дослiджуваної

змiнної у 𝑗-му спостереженнi, 𝑛 — кiлькiсть елементiв у вибiрцi,
X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) — вибiрка.

4.1 Статистики середнього положення

Найпростiший спосiб схарактеризувати вибiрку в цiлому
одним числом полягає в тому, щоб вказати “середнє положення”,
“центр вибiрки”, навколо якого коливаються вибiрковi значення.
Iснує багато способiв визначення такого числа i, вiдповiдно, рiзнi
статистики середнього положення. Далi ми розглянемо найбiльш
поширенi з них та обговоримо їх властивостi.

Вибiркове середне—статистика, що першою спадає на думку,
коли треба визначити центр вибiрки. Для вибiркиX воно визнача-
ється за формулою

�̄� =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗 .

(У статистицi вибiркове середнє стандартно позначається тiєю ж
лiтерою, що i усереднювана змiнна з рискою над нею.)

Поширенiсть цiєї статистики пов’язана iз загальновживаним
способом мiркування на зразок: “середня врожайнiсть цього сорту
картоплi у наших умовах становить 20 т з гектара, отже, з на-
ших трьох гектарiв можна сподiватись приблизно 60 т врожаю”.
В основi такого прогнозування лежить уявлення про стабiльнiсть
середнiх за даними великого обсягу: врожай з одного куща карто-
плi змiнються унаслiдок багатьох причин. Але при усередненнi за
всiма кущами з одного гектара поля iндивiдуальнi особливостi, що
змiнюють врожай рiзних кущiв у рiзних напрямках, взаємно врiв-
новажуються й отримується результат, який має бути приблизно
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однаковим для всiх трьох гектарiв нашого поля. У теорiї ймовiр-
ностей цей ефект називають законом великих чисел i вiн є вла-
стивiстю вибiркових середнiх для даних, що описуються певними
теоретичними моделями.

Окрiм закону великих чисел у нашому мiркуваннi була викори-
стана ще “властивiсть адитивностi” врожаю: повний врожай з усiх
дiлянок дорiвнює сумi врожаїв кожної окремої дiлянки. Цю вла-
стивiсть можна також назвати подiбнiстю, або приблизною пропор-
цiйнiстю аналiзованих явищ: при зростаннi дiлянки втричi, врожай
також має зрости приблизно втричi.

Приклад 4.1.1. У деякому магазинi протягом тижня щодня
фiксували кiлькiсть покупцiв. Отриманi данi — у табл. 4.1.

Таблиця 4.1. Кiлькостi покупцiв у магазинi протягом тижня.

День пн. вт. ср. чт. пт. сб. нд.
Кiльк. покупцiв 8 12 23 14 7 92 24

Потрiбно оцiнити, скiлькох покупцiв можна очiкувати протя-
гом кварталу (90 дн.). Зрозумiло, що найпростiша оцiнка— визна-
чити середню кiлькiсть покупцiв на день i помножити її на 90. Це
можна зробити в Rтаким чином:

O
> # Середня кiлькiсть покупцiв на день:

> MeanBuy<-(8+12+23+14+7+92+24)/7

> MeanBuy

[1] 25.71429

> # Оцiнка кiлькостi покупцiв за квартал:

> 90*MeanBuy

[1] 2314.286

△
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Середнє дорiвнює 25.71429, а прогноз для кiлькостi покупцiв за
квартал4 — 2314.286. Якщо для iнших потреб цi данi використо-
вуватись не будуть, то при такому обсязi це, мабуть, найбiльш
зручний варiант обчислення вибiркового середнього.

Якщо ви збираєтесь щось iще робити з даними, то їх краще
запам’ятати в окремiй змiннiй. Тодi з ними можна буде працювати
використовуючи стандартнi функцiї R. Наприклад:

O
> NumBuy<-c(8,12,23,14,7,92,24) # запам'ятали данi

> sum(NumBuy)/7 # пiдрахували середнє

[1] 25.71429

△
— результат, звичайно, той самий, що й у попередньому варiантi.

У R також є спецiальна функцiя, що обчислює вибiрковi середнi
—

O
> mean(NumBuy)

[1] 25.71429

△
Докладнiше про роботу цiєї та iнших аналогiчних функцiй див.

у пiдрозд. 4.6. J
Iнше просте пояснення цiєї характеристики — по справедли-

востi: “якщо у всiх вiдiбрати i роздiлити порiвну, то кожен отри-
має вибiркове середнє”. Це пояснення дозволяє зрозумiти, чому у
деяких випадках вибiркове середнє замiняють iншими характери-
стиками.

4Зрозумiло, що цей приклад суто iлюстративний. Вибiрка з семи спостере-
жень обрана для того, щоб зручно було записати розрахунки. За даними такого
обсягу прогноз не може бути точним. Бiльше того, вiн спирається на припущення
про стабiльнiсть середнiх, але, якщо наш магазин торгує морозивом, то середня
кiлькiсть покупцiв у березнi має вiдрiзнятись вiд середнього за травень. Такого
роду мiркування не слiд забувати, коли працюєш з реальними даними.
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Середнє геометричне визначається для вибiрок X, у яких
значення змiнної 𝑋𝑗 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 є додатними. Воно дорiвнює

GM(X) =

⎛⎝ 𝑛∏︁
𝑗=1

𝑋𝑗

⎞⎠1/𝑛

. (4.1)

Приклад 4.1.2. (Застосування геометричного середнього у фi-
нансовiй математицi). Нехай укладено кредитну умову на 𝑛 рокiв,
у якiй боржник на початку термiну умови отримує суму 𝑆. За
перший рiк кредитування нараховується вiдсоток 𝑝1, за другий —
𝑝2 i т.д. Нарахування вiдбувається за схемою складних вiдсоткiв.
Сплата боргу з усiма вiдсотками передбачається наприкiнцi термi-
ну дiї угоди. Як визначити середнiй вiдсоток по кредитуванню за
цiєю угодою?

Що таке середнiй вiдсоток? Це таке 𝑝, що, якби ми уклали
угоду на 𝑛 рокiв з фiксованим вiдсотком 𝑝, то виплата при повер-
неннi боргу була б така сама, як i в розглянутiй угодi зi змiнними
вiдсотками.

Виплата у схемi змiнних вiдсоткiв дорiвнює

𝑆𝑛 = 𝑆

𝑛∏︁
𝑗=1

(1 + 𝑝𝑗/100),

а виплата з фiксованим вiдсотком 𝑝, вочевидь, була б

𝑆′
𝑛 = 𝑆(1 + 𝑝/100)𝑛.

Прирiвнюючи 𝑆𝑛 i 𝑆′
𝑛, отримуємо

𝑝 = 100

⎛⎝ 𝑛∏︁
𝑗=1

(1 + 𝑝𝑗/100)

⎞⎠1/𝑛

− 100. (4.2)

У цьому виразi легко побачити геометричне середнє величин
𝑋𝑗 = (1 + 𝑝𝑗/100) — приростiв боргу протягом 𝑗-го року дiї
угоди. J
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Отже, геометричне середнє природно застосовувати там, де
загальний ефект виражається не як сума, а як добуток ефектiв
окремих спостережень.

Зауважимо також, що логарифм геометричного середнього є
вибiрковим середнiм логарифмiв спостережень:

log(GM(𝑋)) = log(𝑋).

Можна сказати, що логарифмiчне перетворення даних переводить
геометричнi середнi у вибiрковi.

Приклад 4.1.3. Нехай обсяг продаж магазину за сiчень збiль-
шився порiвняно з попереднiм мiсяцем на 5%, за лютий— на 10%,
а за березень — зменшився на 5%. Яким був середнiй темп зро-
стання щомiсячного обсягу продаж протягом першого кварталу?

Нас цiкавить середнiй вiдсоток у схемi, що цiлком вiдповiдає
логiцi складних вiдсоткiв. Тому природно скористатись формулою
(4.2):

𝑝сер = 100 3
√
1.05× 1.10× 0.95− 100.

Обчислюється це у R так:

O
> 100*(1.05*1.1*0.95)^(1/3)-100

[1] 3.141916

△
або, якщо треба буде за цiєю формулою визначати середнiй вiдсо-
ток для багатьох рiзних наборiв даних:

O
> x<-c(5,10,-5) # вводимо данi

> # середнiй вiдсоток:

> 100*(prod((1+0.01*x))^(1/length(x))-1)

[1] 3.141916

△
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Отримали 3.141916. Економiсти зазвичай округлюють такi резуль-
тати, наприклад, до двох цифр пiсля коми. Це можна зробити ав-
томатично, використовуючи функцiю round():

O

> round(100*(prod((1+0.01*x))^(1/length(x))-1),2 )

[1] 3.14

△
Якщо використати для усереднення вiдсоткiв звичайне вибiр-

кове середнє, отримаємо у цьому прикладi �̄� = 3.333333. Вiдмiн-
нiсть вiд геометричного середнього невелика, але помiтна. J

Середнє гармонiчне —це величина, обернена до вибiркового
середнього обернених величин спостережень:

HM(X) =
𝑛∑︀𝑛

𝑗=1
1
𝑋𝑗

=
1

1/𝑋
. (4.3)

Гармонiчнi середнi природно застосовувати для характеризацiї се-
реднiх положень змiнних, якi самi можна визначити, як вiдноше-
ння двох характеристик одного об’єкта, якщо чисельник є менш
мiнливим, нiж знаменник.

Приклад 4.1.4. (Середнє гармонiчне у пiдрахунку mpg) Ва-
жливою характеристикою економiчностi автомобiля є шлях, що
вiн проходить, витративши одиницю об’єму пального. У країнах
з британською системою мiр ця величина визначається у мiлях
шляху на галон пального i позначається mpg.

Для визначення mpg даного автомобiля використовуються те-
стовi поїздки заданим маршрутом. Якщо довжина маршруту у мi-
лях дорiвнює 𝑆, а об’єм витраченого пального у галонах — 𝑉 , то
mpg = 𝑆/𝑉 . Для надiйностi тестовi поїздки повторюють декiль-
ка разiв одним маршрутом, отримуючи рiзнi об’єми витраченого
пального 𝑉1, 𝑉2,. . . ,𝑉𝑛. Вiдповiдно, для кожного тесту можна ви-
значити своє значення mpg𝑗 = 𝑆/𝑉𝑗 . Середнє значення mpg за
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всiма тестами природно визначити як вiдношення загальної дов-
жини пройденого в усiх тестахшляху до об’єму всього витраченого
пального:

̂︂mpg =

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑆∑︀𝑛
𝑗=1 𝑉𝑗

=
𝑛∑︀𝑛

𝑗=1 1/mpg𝑗
= HM(mpg).

Таким чином, для усереднення mpg отриманих у серiї тестових
поїздок слiд використовувати середнє гармонiчне. J

На основi схожих мiркувань рекомендується застосовувати се-
реднє гармонiчне для визначення середнього значення коефiцiєнта
цiна/прибуток (P/E, earningsmultiple) при порiвняннi iнвестицiйної
привабливостi акцiонерних компанiй [38].

Приклад 4.1.5. На склад для реалiзацiї прибула партiя харчо-
вої солi, розфасованої у пакети вагою 1 кг. Три пакети вибрали
з партiї i провели вимiрювання насипної5 густини солi, яка в них
мiстилась. Отримали такi значення для кожного пакету: 1123, 1115
i 1284 (кг/м3). Чому дорiвнює середня густина солi у дослiджених
пакетах?

Зазвичай у таких дослiдах обчислюють просто вибiркове сере-
днє (у нас воно становить 1174 кг/м3). Але можна помiтити, що в
даному випадку маса всiх зразкiв однакова, отже, вiдмiнностi гу-
стини пов’язанi з рiзним об’ємом солi у рiзних пакетах. Оскiльки
густина обернено пропорцiйна об’єму, то природно використати
гармонiчне середнє:

O
> 3/(1/1123+1/1115+1/1284)

[1] 1169.067

△
5Нагадаємо,що густина речовини—цемаса, яка припадає на одиницюоб’єму.

При визначеннi насипної густини сипких матерiалiв (пiску, цукру, меленої кави,
солi. . . ) вимiрюють той об’єм, який займає речовина, насипана вiльно без сти-
скання. Насипна густина солi залежить вiд помелу та вологостi, тобто її значення
важливе для перевiрки якостi продукту.
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або так:

O
> x<-c(1123,1115,1284)

> 1/mean(1/x)

[1] 1169.067
△

Отримали 1169.067 — помiтно менше нiж вибiркове середнє. J
Забруднення i робастнiсть. При виборi статистики для ха-

рактеризацiї середнього положення вибiрки доцiльно враховувати
можливiсть забруднень. Забрудненою називається вибiрка, у якiй
наявнi значення, що не пов’язанi з дослiджуваним явищем, а по-
трапили до неї внаслiдок помилки. Якщо таке неадекватне значен-
ня можна розпiзнати i вилучити з вибiрки, його називають “грубою
помилкою” (напр., якщо вибiрка складається зi значень ваги рiзних
людей, всi вiд’ємнi значення у нiй будуть грубими помилками).

Але бувають забруднення, якi не можна однозначно розпiзнати,
тому вони впливають на значення сумарних статистик, що обчи-
слюються за вибiркою. Якщо дослiдник не може з теоретичних
мiркувань виключити можливiсть забруднення, то для загальної
характеризацiї вибiрки бажано використовувати статистики, якi
не дуже сильно змiнюються за наявностi невеликої кiлькостi за-
бруднень. Такi статистики називають робастними (стiйкими щодо
забруднень).

Наприклад, вибiркове середне �̄� не є робастним: забруднення,
при якому змiнюється одне єдине значення у вибiрцi 𝑋 може змi-
нити �̄� як завгодно сильно, якщо змiнене значення обрати дуже
великим.

Спостереження наздвичайно великi або надзвичайно малi по-
рiвняно з основною масою спостережень, називають викидами.
Забруднення, якi є викидами, зазвичай, є небезпечними з огляду
на можливi впливи на описовi статистики6.

6Важливо розумiти, що викиди не обов’язково є наслiдком забруднення вибiр-
ки. Вони можуть виникати природним чином, як її елементи. Наприклад, вибiрки
з логнормального розподiлу (6.2.3) зазвичай мають викиди.
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Те ж можна сказати i про середнє геометричне: збiльшуючи
лише один множник у добутку (4.1), можна зробити весь добу-
ток, а отже, i середнє, як завгодно великим. А от для середнього
гармонiчного це неправильно. Дiйсно, якщо у (4.3) одне спостере-
ження, наприклад, 𝑋𝑛 спрямувати до нескiнченностi, то середнє
гармонiчне прямуватиме до

𝑛∑︀𝑛−1
𝑗=1 1/𝑋𝑗

,

тобто до величини, яка при великих 𝑛, приблизно дорiвнює гармо-
нiчному середньому, обчисленому за даними𝑋1, . . . , 𝑋𝑛−1. Тобто
наявнiсть одного великого викиду змiнює гармонiчне середнє не
дуже сильно. Але, якщо спрямувати 𝑋𝑛 до 0, то гармонiчне се-
реднє вибiрки прямуватиме до 0, тобто до величини, шо може як
завгодно сильно вiдрiзнятись вiд гармонiчного середнього поча-
ткової вибiрки. Отже, для гармонiчного середнього небезпечними
є не великi, а малi (близькi до 0) викиди.

Зрiзанi середнi. Розглянутi середнi характеристики можна
зробити стiйкими до невеликої кiлькостi забруднень, якщо засто-
сувати технiку зрiзання (truncation, trimming).

Переставимо елементи нашої вибiрки у порядку зростання:

𝑋[1] ≤ 𝑋[2] ≤ · · · ≤ 𝑋[𝑛−1] ≤ 𝑋[𝑛].

Тут𝑋[1] —найменше значення у вибiрцi,𝑋[2] —наступне за вели-
чиною, i т.д. аж до 𝑋[𝑛] — найбiльшого значення. 𝑋[𝑗] називають
𝑗-ю порядковою статистикою вибiркиX, а послiдовнiсть поряд-
кових статистик — варiацiйним рядом.

Для того, щоб знайти зрiзане середнє вибiрки з рiвнем зрiзан-
ня α, треба вiдкинути7 ⌈𝑛α/2⌉ найбiльших та ⌈𝑛α/2⌉ найменших
порядкових статистик i усереднити те, що залишилось:

TMα(𝑋) =
1

𝑛− 2⌈𝑛α/2⌉

𝑛−⌈𝑛α/2⌉∑︁
𝑗=⌈𝑛α/2⌉+1

𝑋[𝑗]. (4.4)

7Тут ⌈𝑥⌉ — найменше цiле число, що є бiльшим 𝑥 або дорiвнює 𝑥.
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Аналогiчно можна використовувати зрiзане геометричне або гар-
монiчне середнє.

Чим бiльшою вибрати частку вiдкинутих порядкових стати-
стик, тим бiльш стiйким до забрудення буде зрiзане середнє. Гра-
ничний випадок досягається, коли вiдкидають всi спосереження
крiм того одного або двох, що знаходяться по серединi варiацiй-
ного ряду. В результатi отримуємо характеристику середнього по-
ложення, яку називають вибiрковою медiаною.

Вибiркова медiана—це статистика, що обчислюється за фор-
мулою

med(𝑋) =

{︃
𝑋[(𝑛+1)/2], якщо 𝑛 непарне,
1
2(𝑋[𝑛/2] +𝑋[𝑛/2+1]), якщо 𝑛 непарне.

(4.5)

Коротко можна сказати, що медiана — це середина варiацiйного
ряду: лiворуч вiд медiани мiститься стiльки ж значень, скiльки i
праворуч.

Медiана — найбiльш робастна характеристика середнього по-
ложення у вибiрцi. Цим значною мiрою пояснюється її популяр-
нiсть у багатьох застосуваннях.

Приклад 4.1.6. Розрахуємо вибiркову медiану на даних про
кiлькостi покупцiв магазину з табл. 4.1. Впорядкуємо цю вибiрку
у порядку зростання щоб отримати варiацiйний ряд:

O
> sort(c(8,12,23,14,7,92,24))

[1] 7 8 12 14 23 24 92

△
По серединi у цьому ряду стоїть число 14. Це i є медiана.

Можна обчислитимедiану безпосередньо, використовуючи вiд-
повiдну функцiю R:

O
> x<-c(8,12,23,14,7,92,24)

> median(x)
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[1] 14

△
Отримана нами медiана помiтно менша, нiж вибiркове середнє

знайдене у прикладi 4.1.1 — 25.71429. Це пов’язано з викидом:
кiлькiсть покупцiв у суботу (92) в нас була у кiлька разiв бiльша,
нiж у будь-який iнший день. Такий викид не можна вважати за-
брудненням — природно, що по суботах в Українi люди бiльше
займаються покупками порiвняно з буднями. Тому вилучати це
число з вибiрки не варто. Бiльше того, цей ефект доцiльно було
враховувати при оцiнцi загальної кiлькостi покупцiв за квартал у
прикладi 4.1.1, оскiльки суботи будуть регулярно повторюватись
протягом кварталу.

Однак, якщо ми хочемо схарактеризувати “типову кiлькiсть”
покупцiв у магазинi протягом дня, природно використати для цьо-
го саме медiану — це кiлькiсть покупцiв у день, який лежить по
серединi мiж менш i бiльш вдалими днями нашого магазину. J

Можна сказати, що порядковi статистики, якi розташованi по-
близу середини варiацiйного ряду, є найбiльш робастними. I навпа-
ки, найбiльш чутливими до забруднень є “екстремальнi” порядковi
статистики 𝑋[1] = min(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) та 𝑋[𝑛] = max(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛).
Iнтервал [𝑋[1], 𝑋[𝑛]] називають дiапазоном вибiрки, а величину

MR(𝑋) =
𝑋[1] +𝑋[𝑛]

2

— серединою дiапазону (midrange). MR(𝑋) також є харак-
теристикою середнього положення у вибiрцi, хоча i зовсiм не ро-
бастною. Скажiмо, якщо у вибiрцi є одне забруднення, воно може
помiтно змiнити вибiркове середнє. Але при зростаннi обсягу ви-
бiрки вплив цього забруднення буде зменшуватись. Для середини
дiапазону це не так: одне значення забруднення, яке є бiльшим,
нiж всi спостережуванi значення дослiджуваної змiнної, залиши-
ться 𝑋[𝑛], скiльки б нових спостережень ми не зробили. Отже, ви-
користовувати середину дiапазону для характеризацiї середнього
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положення слiд дуже обережно.
Приклад 4.1.7.Для даних з табл. 4.1 середину дiапазонуможна

обчислити так (x визначено у попередньому прикладi):

O
> (min(x)+max(x))/2

[1] 49.5
△

—отримали 49.5. Це бiльше, нiж всi спостереження у вибiрцi крiм
одного. Навряд чи в даному випадку можна казати про вдалу ха-
рактеризацiю середнього положення. Зрозумiло, що це результат
впливу суботнього викиду.

Але, якщо нас цiкавить, скажiмо, яку можливу кiлькiсть по-
купцiв доведеться обслуговувати протягом одного дня у нашому
магазинi, таке велике значення середини дiапазону буде вказувати,
що нам треба передбачити можливий наплив клiєнтiв у окремi пi-
ковi днi. З цiєї точки зору середина дiапазону може бути корисною
характеристикою. J

Зауважимо, що у тих випадках, коли забруднень немає, се-
редина дiапазону може виявитись значно бiльш точною оцiнкою
теоретичного середнього положення, нiж вибiркове середнє (для
математичного сподiвання рiвномiрного розподiлу за кратною ви-
бiркою — див. приклад 8.4.5).

4.2 Статистики розкиду

Щоб одним числом показати, як далеко вибiрковi значення
можуть вiдхилятись вiд середнього положення, використовують
статистики розкиду.

Найбiльш популярною такою статистикою є вибiркова дис-
персiя (sample variance). Вона визначається як середнє квадратiв
вiдхилень спостережень вiд вибiркового середнього:

𝑆2(𝑋) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑋𝑗 − �̄�)2. (4.6)
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Часто використовується виправлена вибiркова дисперсiя, яка
вiдрiзняється вiд звичайної лишенормуючиммножником8 (𝑛−1)/𝑛:

𝑆2
0(𝑋) =

1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑋𝑗 − �̄�)2.

Використання виправленої вибiркової дисперсiї пов’язане з тим,
що вона є незмiщеною оцiнкою для теоретичної дисперсiї по кра-
тнiй вибiрцi. У багатьох пiдручниках та комп’ютерних програмах
𝑆2
0(𝑋) називають вибiрковою дисперсiєю, а 𝑆2(𝑋) — популяцiй-

ноюдисперсiєю, або дисперсiєю генеральної сукупностi. Вибiркову
дисперсiю iнколи позначають σ2.

Корiнь квадратний з вибiркової дисперсiї називають (вибiр-
ковим) серередньоквадратичним вiдхиленням (або вибiрковим
стандартним вiдхиленням):

𝑆(𝑋) =
√︀
𝑆2(𝑋) =

⎯⎸⎸⎷ 1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑋𝑗 − �̄�)2

i, аналогiчно,

𝑆0(𝑋) =
√︁
𝑆2
0(𝑋) =

⎯⎸⎸⎷ 1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑋𝑗 − �̄�)2.

Вибiрковимсереднiмабсолютнимвiдхиленням (mean absolute
deviation, або mean deviation) називають середнє абсолютних вiд-
хилень вибiркових значень вiд вибiркового середнього:

MAD(𝑋) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑋𝑗 − �̄�|.

8Цей множник називають поправкою Бесселя.
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Iнколи використовують також середнє абсолютне вiдхилення вiд
медiани:

MADµ(𝑋) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑋𝑗 −med(𝑋)|.

Зрозумiло, що вибiркова дисперсiя та середнє абсолютне вiд-
хилення не є робастними — одне забруднення, що лежить далеко
вiд iнших спостережень, може змiнити цi характеристики як завго-
дно сильно. Тому для забруднених вибiрок розробленi спецiальнi
робастнi характеристики розкиду, серед яких найбiльшпоширений
iнтерквартильний розмах.

Квартилi та iнтерквартильний розмах (quartiles and inter-
quartile range). Вибiркова медiана розбиває варiацiйний ряд на двi
частини однакового розмiру. Медiани кожної з цих двох частин
називають квартилями. За тою частиною, де вибiрковi значення
меншi або дорiвнюють медiанi всiєї вибiрки, визначають нижнiй
(кажуть також лiвий або перший) квартиль 𝑄1(𝑋), а за тiєю, у
якiй значення бiльшi або дорiвнюють медiанi — верхнiй (правий
або третiй) квартиль 𝑄3(𝑋). Медiану iнколи називають другим
квартилем med(𝑋) = 𝑄2(𝑋). Таким чином, квартилi розбивають
вибiрку на чотири частини приблизно однакового розмiру.

Iнтерквартильний розмах визначається як вiдстань вiд ни-
жнього до верхнього квартиля:

IQ(𝑋) = 𝑄3(𝑋)−𝑄1(𝑋).

— це одна з найбiльш популярних робастних характеристик роз-
киду вибiрки.

Iще одна робастна характеристика розкиду — медiанне абсо-
лютне вiдхилення (median absolute deviation):

MedAD(𝑋) = med({|𝑋𝑗 −med(𝑋)|, 𝑗 = 1 . . . , 𝑛}).

Ця характеристика використовується не часто.
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Шириною iнтервалу, або розмахом вибiрки (range), назива-
ють

Range(𝑋) = 𝑋[𝑛] −𝑋[1],

тобто вiдстань вiд найменшого до найбiльшого значення у вибiрцi.
Зрозумiло, що це найменш стiйка до забруднень характеристика
розкиду вибiрки.

Приклад 4.2.1. Обчислимо статистики розкиду для даних про
кiлькостi покупцiв магазину з табл. 4.1.

Почнемо з дисперсiї. Пiдрахуємо її двома способами—за озна-
ченням i, використовучи функцiю var()9:

O
> NumBuy<-c(8,12,23,14,7,92,24) # вводимо данi

> # дисперсiя за означенням:

> sum((NumBuy-mean(NumBuy))^2)/6

[1] 898.9048

> # стандартна функцiя:

> var(NumBuy)

[1] 898.9048

△
Це значення мало що може сказати адмiнiстрацiї магазину, але для
статистика дисперсiя даних вiдiграє велику роль, наприклад, при
аналiзi точностi оцiнок, побудовi довiрчих iнтервалiв тощо (див.
розд. 8).

Як ми побачимо у наступному пiдроздiлi, для характеризацiї
розкиду даних бiльш природно використовувати корiнь з дисперсiї
— середньоквадратичне вiдхилення:

O
> sqrt(var(NumBuy))

9— скорочення англ. variance— дисперсiя.
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[1] 29.98174

> sd(NumBuy) # спецiальна функцiя для с.кв. вiдхилення

[1] 29.98174
△

Отримали значення≈30. Можна сказати, що типовий розкид кiль-
костi вiдвiдувачiв нашого магазину навколо середнього значення
25.7 (див. приклад 4.1.1) становить 30 чоловiк. Це дещо дивне
твердження: виходить, що типова кiлькiсть вiдвiдувачiв коливає-
ться вiд 25.7 − 30 = −4.3 до 25.7 + 30 = 55.7. Але ж у магазину
не може бути -4.3 вiдвiдувачi. Це нетипово!

У даному випадку невдалим результатом ми завдячуємо ви-
киду у суботу: 92 вiдвiдувачi не тiльки вплинули на середнє, але
збiльшили i дисперсiю. Причому на дисперсiю i середньоквадрати-
чне вiдхилення викид мав бiльший вплив, нiж на середнє, тому що
пiднесення до квадрата видiляє особливо великi значення, робить
їх iще бiльшими порiвняно з основною масою спостережень.

Подивимось на робастну характеристику розкиду— iнтерквар-
тильний розмах. У першому варiантi розрахункiв ми знаходимо
медiани верхньої i нижньої половин вибiрки10. У другому варiантi
використовуємо спецiальну функцiю IQR():

O
> median(sort(NumBuy)[4:7])-median(sort(NumBuy)[1:4])

[1] 13.5

> IQR(NumBuy)

[1] 13.5
△

10У нашiй вибiрцi 7 елементiв, тому у “половини” потрапляє по 4 елементи:
медiана самої вибiрки входить i у “верхню половину” i у “нижню”. Це як у
дитинствi:
— Тобi яку половину пирiжка?
— Бiльшу!
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—приблизно половина даних розташована в серединi варiацiйного
ряду, лежить у смузi шириною 13.5. Це бiльш-менш адекватний
показник розкиду для наших даних.

Нарештi, ширина дiапазону становить

O
> max(NumBuy)-min(NumBuy)

[1] 85

△
— 85 покупцiв. Цей показник дозволяє побачити, до якої аритмiї
потоку покупцiв треба пiдготуватись персоналу магазину. J

4.3 Алгебраїчнi властивостi
описових статистик

Чому однi статистики доцiльно використовувати саме для ха-
рактеризацiї середнього положення, а iншi — для опису розкиду?
Якi властивостi повинна мати статистика, щоб задовiльно описува-
ти середнє положення у вибiрцi? У цьому пiдроздiлi ми спробуємо
неформально пояснити це.

Почнемо зi статистик середнього положення.
Приклад 4.3.1. Нехай данi складаються з вимiрювань темпе-

ратури плавлення деякої речовини, отриманих у чотирьох експе-
риментах11: −110∘С, −111∘С, −117∘С, −118∘С. Ми хочемо оха-
рактеризувати середнє положення навколо якого коливаються ви-
мiрювання. Чи можна використати для цього, скажiмо, середнє
гармонiчне? Воно дорiвнює −113.8903∘С:

O
> x<-c(-110,-111,-117,-118)

> 4/sum(1/x) # середнє гармонiйне у шкалi Цельсiя:

11Цифри умовнi, але це мiг би бути етиловий спирт (етанол). Його температура
плавлення за звичайних умов −114.15∘С.
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[1] -113.8903

△
На перший погляд, результат має природний вигляд. Але згада-

єм, що температури можна вимiрювати не тiльки у градусах Цель-
сiя, а i в iнших шкалах, наприклад—Кельвiна (K). Для перерахун-
ку температури з шкали ∘C у шкалу K треба додати 273.15:

𝑡K = 𝑡C + 273.15.

Як повинно змiнитись середнє положення у вибiрцi, якщо ми пере-
йдемо у шкалу К? Природно було б, щоб воно також збiльшилось
на 273.15, як i кожен елемент вибiрки. Але нi:

O
> y<-x+273.15

> y # значення темпереатур у шкалi Кельвiна:

[1] 163.15 162.15 156.15 155.15

> 4/sum(1/y) # середнє гармонiчне у шкалi Кельвiна:

[1] 159.0715

> 4/sum(1/y)-4/sum(1/x) # зсув середнього гармонiчного:

[1] 272.9618

△
— зсув вийшов на 272.9618.
А якщо на роль середнього положення у вибiрцi використову-

вати вибiркове середнє, то воно буде зсуватись точно так само, як
зсунувся початок вiдлiку на шкалi вимiрювання:

O
> sum(y)/4-sum(x)/4

[1] 273.15
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△
Отже, гармонiчне середнє недоцiльно використовувати для

усереднення даних, якi можуть вимiрюватись у рiзних шкалах, що
вiдрiзняються положенням початку вимiрювання. J

Сформулюємо це у загальному випадку. Нехай, для довiль-
ної вибiрки X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛), 𝑇 (X) — деяка статистика (тобто
функцiя вiдX). Для 𝑐 ∈ R позначимоX+𝑐 = (𝑋1+𝑐, . . . ,𝑋𝑛+𝑐).

Статистику 𝑇 називають еквiварiантною вiдносно додаван-
ня12, якщо для всiх 𝑐 ∈ R i всiх можливих вибiрокX:

𝑇 (X+ 𝑐) = 𝑇 (X) + 𝑐.

Iнакше кажучи, еквiварiантна статистика зсувається так само, як
зсуваються всi елементи вибiрки.

Легко перевiрити, що вибiркове середнє, зрiзане середнє, ви-
бiркова медiана i середина дiапазону є статистиками еквiварiан-
тними вiдносно зсуву. Їх можна використовувати для визначення
середнього положення спостережень, якi вимiрюються “вiдносно
довiльно вибраного початку вiдлiку”. (Як температура, координа-
ти у просторi, астрономiчний час тощо)13.

Геометричне та гармонiчне середнє не є еквiварiантними вiд-
носно зсуву. Чи випливає з цього, що їх не можна використовувати
як статистики середнього положення? Це залежить вiд того, що
має описувати статистика. У прикладi 4.1.2 ми бачили, що геоме-
тричне середнє природне при усередненнi складних вiдсоткiв. Але
вiдсотки — це характеристика, яка має абсолютний початок вiд-
лiку — 0%. Вiн вiдповiдає вiдсутностi змiн. Якщо початок вiдлiку
перенести в iншу точку, вiдсоток перестане бути вiдсотком. Отже,
у цьому випадку вiдсутнiсть еквiварiантностi не є недолiком.

Крiм положення початку шкали вiдлiку можуть вiдрiзнятись
також масштабною одиницею. Наприклад, вагу можна вимiрювати

12Або еквiварiантною вiдносно зсуву шкали вимiрювання.
13Шкалу вимiрювання, у якої положення 0 можна обирати довiльно, називають

iнтервальною шкалою.
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у кiлограмах, а можна — у тонах. При переходi вiд кiлограмiв до
тон всi спостережуванi значення у вибiрцi зменшаться у 1000 разiв.
Природно, щоб i значення середнього положення також зменши-
лось на цей коефiцiєнт.

Статистика 𝑇 (X) називається еквiварiантною вiдносно мно-
ження14, якщо для всiх 𝑎 > 0 i всiх можливихX:

𝑇 (𝑎X) = 𝑎𝑇 (X).

Розглянутi у пiдрозд. 4.1 статистики еквiварiантнi вiдносно множе-
ння. Отже, кожну з них можна використовувати для усереднення
даних, якi можна вимiрювати у рiзних одиницях вимiрювання.

Таким чином, для статистик середнього положення природно
вимагати еквiварiантностi вiдносно додавання i множення.

Перейдемо тепер до статистик розкиду. Якщо всi елементи ви-
бiрки збiльшити вдвiчi, то i розкид їх збiльшиться вдвiчi. Тобто
вiд статистик розкиду природно вимагати еквiварiантностi вiдно-
сно множення. Саме з цих мiркувань замiсть вибiркової дисперсiї
використовують корiнь з неї — вибiркове середньоквадратичне
вiдхилення. Дiйсно,

𝑆2(𝑎X) = 𝑎2𝑆2(X)

— сталий множник виноситься з пiд знака дисперсiї з квадратом,
тобто дисперсiя не є еквiварiантною вiдносно множення. А для
середньоквадратичного вiдхилення 𝑆(𝑎X) = 𝑎𝑆(X) при всiх до-
датних 𝑎.

Всi iншi характеристики розкиду, розглянутi у пiдрозд. 4.2, є
еквiварiантними вiдносно множення.

Додавання одного й того числа до всiх спостережень у вибiрцi
на розкид, вочевидь, не впливає. Отже, статистика розкиду 𝑇 має
бути iнварiантною вiдносно додавання:

𝑇 (X+ 𝑐) = 𝑇 (X)

14Еквiварiантною вiдносно змiни масштабу.
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для всiх 𝑐 ∈ R i всiх можливих вибiрокX. Всi статистики розкиду,
якi ми розглядали, задовольнять цю умову.

4.4 Статистики форми розподiлу

Грубо кажучи, все, що не є середнiм положенням чи розки-
дом, можна назвати формою розподiлу вибiрки. Ми розглянемо
тут кiлька популярних статистик, що використовуються для опису
форми розподiлу.

Коефiцiєнт варiацiї для вибiркиX—це середньоквадратичне
вiдхилення, подiлене на вибiркове середнє:

CV(X) =
𝑆(X)

X̄
.

(Iнколи CV вказують у вiдсотках, тобто домножають на 100). Цю
статистику рекомендується використовувати лише для спостере-
жень, якi можуть набувати тiльки додатних значень. Вона показує,
наскiльки великим є розкид вибiрки порiвняно з середнiм значен-
ням. Iнколи кажуть, що це вiдносна характеристика розкиду.

Застосування коефiцiєнта варiацiї базується на припущеннi
про приблизну пропорцiйнiсть дослiджуваних явищ, подiбну до
тої, яку ми обговорювали, розглядаючи вибiрковi середнi.

Нехай, наприклад, ми дослiджуємо розкид цiн на каву пев-
ного бренду у рiзних магазинах однiєї країни. При дослiдженнi
США цiни будуть у доларах, при дослiдженнi Японiї — у єнах.
Оскiльки долар коштує приблизно 100 єн15, можна сподiватись,
що i середнi японськi цiни в єнах будуть десь у 100 разiв вищi.
Але природно очiкувати, що i розкид японських цiн буде бiльшим,
нiж американських: рiзниця цiн у 5 єн, це зовсiм не те, що рiзни-
ця у 5 дол. Якщо вiдмiнностi цiн цiлком визначаються валютним
курсом, то японське середньоквадратичне вiдхилення має бути у
100 разiв бiльшим, нiж американське. При переходi вiд доларiв до

15103.1370 за курсом Google 07.10.2016 o 18:03.
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єн множник 100 у чисельнику i знаменнику коефiцiєнта варiацiї
скоротиться, тобто CV японських i американстких цiн мають бути
приблизно однаковими.

Звичайно, для порiвняння можна було б перерахувати всi цiни
в однiй валютi i потiм порiвнювати, наприклад, середньоквадрати-
чнi вiдхилення. Але при такому пiдходi виникає питання про вибiр
курсу валют (офiцiйний, бiржовий, поточний, середнiй за остан-
нiй рiк. . . ). Використання CV для порiвняння знiмає такi питання
“стандартизацiї шкали”, оскiльки CV — безрозмiрна величина.

Таким чином, близькiсть коефiцiєнтiв розсiювання цiн для рiз-
них країн — очiкуване явище, а от при виявленнi вiдмiнностей
це могло б свiдчити про якiсь специфiчнi вiдмiнностi економiк
вiдповiдних країн. З аналогiчних мiркувань коефiцiєнти варiацiї
використовують у клiматологiї, наприклад, при аналiзi коливань
рiчкових стокiв.

Зауважимо, що CV(X) не змiнюється при змiнi масштабу ви-
мiрювання (є iнварiантною вiдносно множення), але змiнюється
при змiнi початку вiдлiку шкали. Тому, наприклад, CV темпера-
тур, вимiряних у градусах Цельсiя, буде вiдрiзнятись вiд CV тих
самих температур у градусах Кельвiна. Вiдповiдно, застосовувати
CV для опису таких даних слiд обережно.

Коефiцiєнти варiацiї часто використовують для порiвняння то-
чностi рiзних методiв вимiрювання медико-бiологiчних показникiв
стану органiзму, психометричних шкал, що характеризують осо-
бистiсть тощо. Наприклад, однiєю з загальних характеристик ро-
боти iмунної системи органiзму є швидкiсть осiдання еритроцитiв
(ШОЕ). Iснують рiзнi методики його вимiрювання: методи Вестер-
грена (стандартна) та Вiнтробе базуються на вимiрюваннi глибини,
на яку осiдають еритроцити у капiлярi протягом одної години, ав-
томатичнi системи, якi використовують ценрифугування (дають
результат за 5 хв) та iн. При аналiзi роботи таких методiв одну
порцiю кровi роздiляють на кiлька зразкiв, якi аналiзують окремо.
Пiсля цього визначають коефiцiєнт варiацiї значень ШОС, отри-
маних за цими зразками. Чим менший CV для даного методу, тим
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метод точнiший. Такий пiдхiд дозволяє порiвнювати точнiсть без-
посереднiх вимiрювань без зведення їх до єдиної стандартизованої
шкали.

Асиметрiя (skewness) вибiркиX = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) визначається
як

γ1(X) =
1

𝑆(X)3
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑋𝑗 − �̄�)3.

Ця величина показує, наскiльки симетрично розташованi вибiрковi
данi навколо свого середнього значення. Якщо симетрiя iдеальна
(для кожного 𝑗 знайдеться таке 𝑖,що𝑋𝑗−�̄� = �̄�−𝑋𝑖) то асиметрiя
дорiвнює 0.

Нормування на𝑆(X)3 введено для того, щоб асиметрiя була iн-
варiантною вiдносно масштабування. Крiм того, завдяки вiднiман-
ню �̄� вона є також iнварiантною вiдносно вибору початку вiдлiку.
В цьому розумiннi асиметрiя є типовим представником характе-
ристик форми розподiлу: їх зазвичай визначають так, щоб вони
не змiнювались при лiнiйних змiнах шкали вимiрювання. При та-
кому пiдходi характеристики форми доповнюють iнформацiю про
розподiл вибiркових даних, яку дають характеристики середнього
положення та розкиду.

4.5 Групування та навантаження

Групування. Серед даних у вибiрцi можуть зустрiчатись одна-
ковi значення. Якщо рiзних значень, яких набуває змiнна, порiвня-
но небагато, i бiльшiсть з них зустрiчаєтся у вибiрцi кiлька разiв, то
зручно не виписувати всю вибiрку, а перелiчити цi рiзнi значення
i вказати їхнi частоти (кiлькiсть повторень). Запис вибiрки у тако-
му виглядi називають групуванням, а саму вибiрку — групованою
(grouped).

Нехай 𝑥1 < · · · < 𝑥𝐾 — всi рiзнi значення, яких може набу-
вати дослiджувана змiнна (варiанти), 𝐾 — кiлькiсть цих значень.
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Абсолютна частота 𝑛𝑖 варiанти 𝑥𝑖 у вибiрцi𝑋 = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛)—
це кiлькiсть номерiв16 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, для яких 𝑋𝑗 = 𝑥𝑖.

Групованi данi можна записувати у виглядi таблицi, яку нази-
вають рядом розподiлу вибiрки:

Варiанти 𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝐾
Частоти 𝑛1 𝑛2 . . . 𝑛𝐾

“Групованi вибiрки” природно виникають, наприклад, тодi, ко-
ли дослiджувана величина є цiлочисловою за своїм змiстом. Ска-
жiмо, це може бути кiлькiсть бракованих виробiв, виявлених на
контролi протягом одного дня виробництва. У iнших випадках
групування виникає внаслiдок обмеженої точностi вимiрювання
дослiджуваних величин: якщо довжину комах вимiрювати лiнiй-
кою, на якiй є лише мiлiметровi подiлки, то результат вимiрювання
у мiлiметрах буде цiлим числом, хоча справжнi довжини можуть
набувати будь-яких додатних значень.

Нарештi, iнколи виникає потреба17 провести “примусове гру-
пування” (grouping, або binning18), коли данi спецiально огру-
блюють. У цьому випадку весь iнтервал [𝑎, 𝑏] можливих зна-
чень змiнної розбивають на 𝐾 пiдiнтервалiв 𝐴𝑘 = [𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘), де
𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝐾 = 𝑏 — деякi точки. (Напр., при рiв-
номiрному розбиттi беруть 𝑡𝑘 = 𝑎 + 𝑘ℎ, де ℎ = (𝑏 − 𝑎)/𝐾 —
ширина iнтервалу розбиття). Якщо спостережуване значення 𝑋𝑗

потрапляє в iнтервал 𝐴𝑘, його замiняють на значення середини
цього iнтервалу 𝑥𝑘 = (𝑡𝑘 + 𝑡𝑘−1)/2. Утворену огрублену вибiрку
групують. Зрозумiло, що в такiй вибiрцi 𝑛𝑘 — це кiлькiсть тих
спостережень, якi потрапили в iнтервал 𝐴𝑘.

Статистики групованих вибiрок.
Вибiркове середнє за групованою вибiркою можна обчислити

16Кiлькiсть об’єктiв у вибiрцi
17Наприклад, при побудовi гiстограм, див. пiдрозд. 7.1, або при застосуваннi

тестiв типу 𝜒2, див. пiдрозд. 9.6.
18iнтервали розбиття називають bins— кошики, вiдповiдно, примусово групо-

вану вибiрку — binned sample.
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так:

�̄�𝑤 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗 =
1

𝑛

𝐾∑︁
𝑘=1

𝑛𝑘𝑥𝑘 =
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑤𝑘𝑥𝑘,

де 𝑤𝑘 = 𝑛𝑘/𝑛 — ваговi коефiцiєнти19.
Аналогiчно, середнє геометричне обчислюється за формулою

GM𝑤(𝑋) =

(︃
𝐾∏︁
𝑘=1

(𝑥𝑘)
𝑛𝑘

)︃1/𝑛

=

𝐾∏︁
𝑘=1

(𝑥𝑘)
𝑤𝑘 .

Дещо складнiше визначити медiану групованої вибiрки. Для цьо-
го треба знайти таке значення 𝑘, для якого

∑︀
𝑖:𝑥𝑖<𝑥𝑘

𝑤𝑖 < 1/2 i∑︀
𝑖:𝑥𝑖>𝑥𝑘

𝑤𝑖 ≤ 1/2. Тодi 𝑥𝑘 буде вибiрковою медiаною групова-
ної вибiрки. (При такому означеннi вибiркова медiана, обчислена
за примусово групованою вибiркою, може трохи вiдрiзнятись вiд
медiани, обчисленої без групування).

Груповане середнє абсолютне вiдхилення можна обчислювати
як

MAD𝑤(𝑋) =
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑤𝑘|𝑥𝑘 − �̄�𝑤|.

Групована вибiркова дисперсiя має вигляд

𝑆2
𝑤(𝑋) =

𝐾∑︁
𝑘=1

𝑤𝑘(𝑥𝑘 − �̄�𝑤)
2.

Якщо вибiрка є природно групованою (наприклад, коли змiнна
набуває лише цiлочислових значень) то 𝑆2

𝑤(𝑋) це в те ж саме,
що звичайна вибiркова дисперсiя. Але, якщо данi були огрубленi
примусовим групуванням, то групована дисперсiя є огрубленням
справжньої вибiркової. Якщо розбиття при групуваннi було рiв-
номiрним, можна ввести спецiальну поправку, яка дозволяє бiльш

19Навантаження, ваги, weights.
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точно наблизити справжню дисперсiю:

𝑆2
𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑋) = 𝑆2

𝑤(𝑋) +
ℎ2

12
, (4.7)

де ℎ — ширина iнтервалу розбиття. Величина ℎ2/12 називається
поправкою Шеппарда (Sheppard’s correction).

Навантаженi статистики. Навантаженi середнi вигляду

�̄�𝑤 =
∑︁
𝑘

𝑤𝑘𝑋𝑘

природно використовувати не тiльки для групованих даних. Такi
суми виникають при аналiзi iнших статистичних даних.

Приклад 4.5.1. Нормою прибутку пiдприємства називають
прибуток, отриманий ним протягом року, дiлений на обсяг капiта-
лу, iнвестованого у це пiдприємство. Нехай результатом спостере-
жень 𝑛 пiдприємств є розмiр прибутку 𝑝𝑗 та розмiр iнвестованого
капiталу 𝑐𝑗 для 𝑗-го обстеженого пiдприємства (𝑗 = 1, . . . , 𝑛). Як
визначити середню норму прибутку цих пiдприємств?

Можливi два варiанти. По-перше, можна обчислити норми при-
бутку по кожному пiдприємству окремо:

𝑟𝑗 =
𝑝𝑗
𝑐𝑗

й усереднити їх, отримавши

𝑟 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗 .

По-друге, можна знайти сумарний прибуток всiх обстежених пiд-
приємств одразу i роздiлити його на сумарний капiтал цих пiдпри-
ємств:

𝑟𝑤 =

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑝𝑗∑︀𝑛
𝑗=1 𝑐𝑗

=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑤𝑗𝑟𝑗 ,
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де

𝑤𝑗 =
𝑐𝑗∑︀𝑛
𝑖=1 𝑐𝑖

.

Тобто у цьому випадку ми отримали навантажене середнє з ваго-
вими коефiцiєнтами, пропорцiйними капiталам пiдприємств. Це i
зрозумiло, можна сподiватись, що чим бiльший капiтал пiдприєм-
ства, тим бiльшим повинен бути його внесок у економiку, отже,
при пiдсумовуваннi його варто враховувати з бiльшою вагою.

Який варiант середнього є бiльш “правильним” для цих даних?
Вiдповiдь залежить вiд задачi, яка стоїть перед дослiдником. Якщо
дослiдження проводиться, наприклад, для мiнiстерства фiнансiв,
яке хоче оцiнити можливий майбутнiй прибуток пiдприємств кра-
їни залежно вiд вкладених iнвестицiй, то слiд орiєнтуватись на на-
вантажене середнє. Якщо дослiдження виконується дляфiскальної
служби, яка має на метi виявити пiдприємства з аномальними зна-
ченнями норми прибутку, то, можливо, бiльш правильним орiєнти-
ром нормального пiдприємства буде просте вибiркове середнє. А
можливо, для визначення середнього положення норми прибутку
у цьому випадку краще скористатись вибiрковою медiаною. J

Iснує багато iнших задач, у яких природним буде застосування
навантажених середнiх. Для повного розумiння того, чому у цих
задачах навантаження набуває певної форми, треба описати вiдпо-
вiднi данi певними ймовiрнiсними моделями, якi обговорюються
пiзнiше. Тому тут ми лише побiжно згадаємо найбiльш поширенi
варiанти навантажень.

Приклад 4.5.2. Нехай проводяться вимiрювання однiєї i тiєї ж
фiзичної величини рiзними приладами. Позначимо 𝑋𝑗 — резуль-
тат вимiрювання 𝑗-м приладом, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Точнiсть вимiрювань
рiзна у рiзних приладiв. Дисперсiя похибки20 𝑗-го приладу дорiв-
нює σ2𝑗 . Можна довести, що у цьому випадку найбiльш точною

20Маємо на увазi дисперсiю, вказану у паспортi приладу, яка характеризує
точнiсть вимiрювань цим приладом, визначену при його сертифiкацiї.
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оцiнкою справжнього значення вимiрюваної величини21 є

�̄�σ =
1∑︀𝑛

𝑗=1 1/σ
2
𝑗

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗

σ2𝑗
=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑤𝑗𝑋𝑗 ,

де

𝑤𝑗 =
1/σ2𝑗∑︀𝑛
𝑖=1 1/σ

2
𝑖

.

Iнтуїтивний змiст цiєї формули зрозумiлий: чим бiльша диспер-
сiя похибки, тим менша точнiсть вiдповiдного вимiрювання, тому
спостереження, що мають бiльшi дисперсiї, включаються у сумар-
ну оцiнку з меншими коефiцiєнтами. J

Приклад 4.5.3.Нехай дослiджуванi об’єкти мають рiзнi шанси
потрапити до вибiрки, причому цi шанси пов’язанi з характеристи-
кою, що дослiджується. Такi вибiрки називають змiщеними.

Наприклад, об’єктами можуть бути риби, виловленi у ставку,
а характеристикою — довжина рибини. Чим бiльшою є рибина,
тим бiльше у неї шансiв потрапити до рибальської сiтки. Якщо
метою дослiдження є оцiнювання середньої довжини риб у ставку,
то середнє довжин виловлених риб буде завищеною оцiнкою цiєї
характеристики. Тобто оцiнка за змiщеною вибiркою є змiщеною.

Для виправлення вибiркового змiщення використовують на-
вантаженi середнi з ваговими коефiцiєнтами, обернено пропорцiй-
ними ймовiрностi того, що дане спостереження потрапить до ви-
бiрки. Такi ваговi коефiцiєнти називають коефiцiєнтами Горвiца
— Томпсона. J

Окрiм навантажених середнiх можуть використовуватись та-
кож iншi навантаженi статистики, такi як навантажена медiана або
навантажена дисперсiя. Формули для цих статистик використову-
ються такi ж, як наведено вище для групованих даних, але ваговi
коефiцiєнти мають iнший змiст.

21Це оцiнка методу найбiльшої вiрогiдностi у випадку нормального розподiлу
даних, див. приклад 8.3.3. Її дисперсiя найменша в класї всiх лiнiйних незмiщених
оцiнок.
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Iнколи змiстовнi ваговi коефiцiєнти у формулах для наванта-
жених статистик не є нормованими, тобто їх сума не дорiвнює 1.
У такому випадку нормують саму статистику. Наприклад, якщо∑︀𝑛

𝑗=1𝑤𝑗 ̸= 1, то навантажене вибiркове середнє слiд обчислювати
за формулою

�̄� =
1∑︀𝑛

𝑗=1𝑤𝑗

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑤𝑗𝑋𝑗 ,

а навантажене геометричне середнє — за формулою

GM(𝑋) =

⎛⎝ 𝑛∏︁
𝑗=1

(𝑋𝑗)
𝑤𝑗

⎞⎠1/
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑤𝑗

.

4.6 Обчислення описових статистик у R

Обчислення бiльшостi основних описових статистик у R реа-
лiзовано у виглядi функцiй однотипної структури. Для менш по-
ширених статистик часто можна написати просту команду, яка їх
обчислює. Зведення за цими функцiями наведено у табл. 4.2.
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Таблиця 4.2. Функцiї для обчислення описових статистик

Статистика Позначення Функцiя
Вибiркове середнє �̄� mean(x)

Геометричне середнє GM(𝑋) prod(x)^(1/length(x))

Гармонiйне середнє HM(𝑋) 1/mean(1/x)

Зрiзане середнє TM2𝑎(𝑋) mean(x,trim=a)

Медiана med(𝑋) median(x)

Виправлена вибiрко-
ва дисперсiя

𝑆2
0(𝑋) var(x)

Середньоквадратичне
вiдхилення

𝑆0(𝑋) sd(x)

Середнє абсолютне
вiдхилення

MAD(𝑋) mean(abs(x-mean(x)))

Iнтерквартильний
розмах

IQ(𝑋) IQR(x)

У всiх цих функцiй першим параметром x є вибiрка, за якою
обчислюється вiдповiдна статистика. Цей параметр може бути чи-
словим вектором або матрицею. В обох випадках результатом ви-
конання функцiї є одне число — значення вiдповiдної статистики
розраховане за всiма елементами x. Винятком iз цього правила
є функцiя var. Якщо її аргументом x є матриця, вона обчислює
матрицю вибiркових коварiацiй22 для стовпчикiв x.

Наприклад:

O
> x=cbind(1:3,4:6)

> x

[,1] [,2]

[1,] 1 4

[2,] 2 5

[3,] 3 6

22Означення вибiркових коварiацiй i коварiацiйної матрицi див. пiдрозд. 5.2.
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> mean(x)

[1] 3.5

> sd(x)

[1] 1.870829

> var(x)

[,1] [,2]

[1,] 1 1

[2,] 1 1

△
Iнколи необхiдно обчислити середнi значення по кожному

стовпчику матрицi окремо. Це можна зробити, використовуючи
функцiю colMeans(). Результатом розрахунку є iменований век-
тор значень статистик для всiх змiнних. Функцiю colMeans() мо-
жна також застосовувати до фреймiв даних:

O
> x<-c(1:5)

> y<-rep(3,5)

> z<-x<y

> dat<-data.frame(x,y,z)

> colMeans(dat)

x y z

3.0 3.0 0.4

△
(звичайна функцiя mean() видає повiдомлення про помилку при
застосуваннi до фреймiв). Якщо на змiнних фрейма треба розра-
хувати якiсь iншi статистики крiм середнього, можна скористатись
функцiєю apply()— див. приклад 4.6.1.

У всiх розглянутих функцiй є також логiчний параметр-опцiя
na.rm. Якщо вказати na.rm=T, то перед розрахунком статистики
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з вибiрки будуть вилучатись всi пропущенi значення (статистика
розраховується тiльки за не пропущеними). Стандартно na.rm=F,
у цьому випадку за наявностi пропущених значень у вибiрцi зна-
ченням функцiї також буде NA.

У R є функцiя mad(). Але вона обчислює не MAD(𝑋) — сере-
днє абсолютне вiдхилення, як можна було б сподiватись, а медiанне
абсолютне вiдхилення — MedAD(𝑋) у наших позначеннях. У цiй
функцiї є параметр constant — константа, на яку домножається
розраховане медiанне абсолютне вiдхилення. Стандартне значен-
ня constant=1.4826. При використаннi такого множника mad(x),
буде консистентною оцiнкою для середньоквадратичного вiдхиле-
ння вибiрки з нормальним розподiлом. Якщо потрiбне справжнє
значення MedAD(𝑋), слiд задати constant=1.

У стандартнiй поставцiRнемає окремихфункцiй для обчислен-
ня навантажених статистик. Але бiльшiсть з них неважко записати,
безпосередньо використовуючи формули для їхного обчислення:

O
> x<-1:5 # вибiрка

> w<-c(2,2,2,1,1) # ваговi коефiцiєнти

> #

> # навантажене вибiркове середнє:

> sum(x*w)/sum(w)

[1] 2.625

> # навантажене гармонiчне середнє:

> (prod(x^w))^(1/sum(w))

[1] 2.27597

△
Складнiше запрограмувати навантажену медiану. Якщо ваго-

вi коефiцiєнти набувають лише цiлих значень, це можна зробити
вiдтворивши початкову вибiрку за навантаженою i застосувавши
звичайну функцiю median():
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O
> x<-1:5 # вибiрка

> w<-c(2,2,2,1,1) # ваговi коефiцiєнти

> #

> median(rep(x,w)) # навантажена медiана

[1] 2.5
△

Тут функцiя rep(x,w) кожен елемент 𝑥𝑗 вибiрки x розмножила
𝑤𝑗 разiв. Пiсля цього median() обчислила медiану цiєї розмноже-
ної вибiрки. Можна сказати, що ми трактували нашу вибiрку як
груповану i за цiєю групованою вибiркою вiдновили початкову (iз
повторами).

Зрозумiло, що такий спосiб розрахунку навантаженої медiани
є дуже неефективним, особливо коли ваговi коефiцiєнти великi.
У пакетi laeken є функцiя , котра обчислює навантажену медiану
при довiльних вагових коефiцiєнтах.

Часто описовi статистики використовуються, коли треба по-
рiвняти багато вибiрок однотипних даних. Якщо цi вибiрки зiбранi
у матрицю, то виникає потреба розраховувати статистики окремо
для кожного стовпчика (або рядка) матрицi. Це можна зробити,
використовуючи функцiю apply() так, як описано у п. 2.2.5.

Приклад4.6.1.Наприклад, змiнна fmмiстить значення концен-
трацiй формальдегiду (мг на м3) в атмосферному повiтрi, вимiрянi
на Бесарабськiй площi мiста Києва у рiзнi години доби (о 1-й, 7-й,
13-й i 19-й годинах) за перiод з 15 по 21 жовтня 2015 р. (данi з сайта
ЦГО України http://www.cgo.kiev.ua/). Рядок матрицi вiдпо-
вiдає однiй добi спостережень, стовпчик — певнiй годинi доби.
Нас може цiкавити, наскiльки змiнюються концентрацiї протягом
доби i наскiльки вони змiнюються при вимiрюваннi у певний час у
рiзнi днi спостережень. Вибравши на роль характеристики розки-
ду середньоквадратичне вiдхилення, обчислимо його по кожному
рядку i кожному стовпчику. Для цього спочатку запишемо числовi
данi у змiнну fm, а потiм застосуємо функцiю sd() за допомогою
функцiї apply():
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O
> # Концентрацiї формальдегiду по днях

> d15=c(0.005,0.008,0.010,0.005)

> d16=c(0.004,0.005,0.015,0.008)

> d17=c(0.004,0.010,0.012,0.009)

> d18=c(NA,NA,NA,NA)

> d19=c(0.008,0.011,0.014,0.015)

> d20=c(0.009,0.011,0.014,0.007)

> d21=c(0.007,0.009,NA,NA)

> # Створюємо матрицю концентрацiй:

> fm=rbind(d15,d16,d17,d18,d19,d20,d21)

> colnames(fm)<-(c("t01","t07","t13","t19"))

> apply(fm,1,sd,na.rm=T)

d15 d16 d17 d18

0.002449490 0.004966555 0.003403430 NA

d19 d20 d21

0.003162278 0.002986079 0.001414214

> apply(fm,2,sd,na.rm=T)

t01 t07 t13 t19

0.002136976 0.002280351 0.002000000 0.003768289
△

Бачимо, що у рiзнi днi та у рiзних мiсцях розкид даних може
вiдрiзнятись вдвiчi. J

Як параметр fun у функцiї apply() можна використовувати
не тiльки iм’я функцiї, а i її опис. Наприклад, якщо за даними fm

треба пiдрахувати гармонiчнi середнi за кожну добу спостережень,
це можна зробити так:

O
apply(fm,1,function(x)(prod(x)^(1/length(x))))

△
Iнколи буває, що всi данi для аналiзу зiбранi в одному фреймi,

причому дослiджувана характеристика є однiєю зi змiнних цього
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фрейма. Розбиття на окремi пiдвибiрки треба зробити за iнши-
ми змiнними-факторами, що характеризують приналежнiсть до-
слiджуваних об’єктiв до рiзних груп. У таких випадках зручно ви-
користовуватифункцiю . Вона призначена для застосування певної
функцiї-статистики окремо до кожної пiдвибiрки, заданої комбi-
нацiєю певних факторiв. Значенням функцiї є таблиця значень
статистики для всiх можливих комбiнацiй факторiв.

Приклад 4.6.2. У фреймi даних ToothGrowth мiстяться данi
про дослiдження впливу рiзних дiєт на швидкiсть росту зубiв у
свиней. Всього у фреймi 60 спостережень, кожне вiдповiдає однiй
свинi. Змiнна len вказує довжину зубiв, sup — харчову добавку,
яку використовували для внесення у рацiон свинi вiтамiну С (VC
— хiмiчна аскорбiнова кислота, OJ — помаранчовий сiк), dose
—щоденна доза вiтамiну, яку отримувала свиня iз цiєю добавкою
(лише три варiанти доз: 0.5, 1 або 2 мг). Нас цiкавить, як вiдрiзняю-
ться середнi значення та середньоквадратичнi вiдхилення len при
рiзних комбiнацiях факторiв sup i dose.

O
> # Таблиця вибiркових середнiх:

> tapply(ToothGrowth$len,

+ list(ToothGrowth$supp,ToothGrowth$dose),mean)

0.5 1 2

OJ 13.23 22.70 26.06

VC 7.98 16.77 26.14

> # Таблиця середньоквадратичних вiдхилень:

> tapply(ToothGrowth$len,

+ list(ToothGrowth$supp,ToothGrowth$dose),sd)

0.5 1 2

OJ 4.459709 3.910953 2.655058

VC 2.746634 2.515309 4.797731
△

J



Роздiл 5

Опис залежностей

У попередньому роздiлi ми розглянули данi, в яких кожно-
му спостереженню вiдповiдає одна числова величина — змiнна. У
бiльшостi прикладних статистичних дослiдженнях кожен спосте-
режуваний об’єкт характеризується кiлькома рiзними змiнними,
причому дослiднику треба описати залежнiсть мiж цими змiнни-
ми. Такi задачi вивчає статистика багатовимiрних даних. У цьому
роздiлi ми розглянемо багатовимiрну описову статистику, тобто
будемо намагатись дослiджувати залежностi, не виходячи з якоїсь
теоретичної моделi, а намагаючись виявити внутрiшню структу-
ру даних. Дослiдження залежностей мiж числовими змiнними на
основi регресiйних моделей розглядається далi у розд. 10. Метод
перевiрки залежностi мiж двома змiнними не числової природи
описано у п. 9.6.4.

5.1 Дiаграми розсiювання

Нехай є фрейм (набiр) даних, в якому мiстяться значення рiз-
них числових змiнних (характеристик) для 𝑛 об’єктiв1. Перше,

1У фреймi можуть бути також i данi не числової природи, але зараз нас цiка-
вить, у першу чергу, робота з числовими змiнними.
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з чого варто почати дослiдження — це подивитись на данi. Якщо
об’єктiв багато, проглядання числової таблицi мало що допомагає.

Значно краще дають уявлення про особливостi даних рисун-
ки, на яких кожному об’єкту вiдповiдає точка на площинi з ко-
ординатами, визначеними певними змiнними цього об’єкта. Такi
рисунки у статистицi називають дiаграмами розсiювання (англ.
scatterplot).

Проста дiаграма розсiювання утворюється, коли з двох змiн-
них, що описують об’єкт, перша вiдкладається по горизонталi, а
друга — по вертикалi.

Приклад 5.1.1.Фрейм даних faithful, що входить у стандар-
тну поставку R, мiстить данi про виверження одного гейзера з Йе-
лоустонського парку у США2. У даних для 272 послiдовних вивер-
жень гейзера записано тривалiсть виверження (змiнна eruptions) i
тривалiсть iнтервалу до наступного виверження (змiнна waiting).
Нас може цiкавити, чи є залежнiсть мiж цими змiнними.

Побудуємо дiаграму розсiювання, вiдкладаючи eruptions по
горизонталi, а waiting— по вертикалi3 (рис. 5.1):

O

> # Дiаграма розсiювання:

> plot(faithful$waiting~faithful$eruptions,

+ xlab="erruptions", ylab="waiting")

> # Пiдгонка прямою:

> abline(lm(faithful$waiting~faithful$eruptions),

> col="red")

△

2Цей гейзер має назву Old Faithful geyser. Вiн є одним з найбiльших та попу-
лярнiших у парку.

3Вiдображення точок на площинi функцiєю plot() описано у пiдрозд. 3.2.
Опис функцiї lm() (пiдгонка рiвняння прямої, шо описує залежнiсть мiж змiнни-
ми “в середньому”, за методом найменших квадратiв) вiдкладемо на потiм (див.
пiдрозд. 10.2.).
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Рис. 5.1. Дiаграма розсiювання Old Faithful geyser

На рис. 5.1 видно, що строгої залежностi мiж дослiджувани-
ми змiнними немає, але бiльшим значенням waiting вiдповiдають
в середньому бiльшi erruptions. Це приклад статистичної зале-
жностi мiж змiнними. Точки на дiаграмi розташовуються навколо
червоної прямої, тобто наша залежнiсть “приблизно лiнiйна”, не
видно особливостей, якi вимагали б застосування нелiнiйних мо-
делей для опису залежностi.

На рис. 5.1 також помiтно, що точки досить чiтко роздiляються
на двi групи — одна лiворуч внизу, друга — праворуч вгорi. Мiж
ними лежать кiлька точок, якi важко вiднести до певної групи. Але
бiльшiсть класифiкується однозначно. Такi окремi групи спосте-
режень називають кластерами. Цiкаво, що проведена нами пряма
досить добре вiдображає залежнiсть мiж змiнними в обох класте-
рах одразу, хоча б на перший погляд. Наскiльки можна довiряти
цьому першому погляду, ми обговоримо пiзнiше, у прикладi 10.4.3.
J

Якщо треба проаналiзувати бiльше нiж двi змiннi, використо-
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вуються так званi матричнi дiаграми розсiювання (matrix plot).
На матричнiй дiаграмi зображаються попарнi дiаграми розсi-

ювання всiх пар числових змiнних. Дiаграми розташовуються на
рисунку у виглядi матрицi, кожен рядок якої вiдповiдає однiй змiн-
нiй вiдкладенiй по вертикалi, а кожен стовпчик — змiннiй по го-
ризонталi. Назва вiдповiдної змiнної вказується у дiагональному
елементi матрицi.

Найпростiше вiдобразити матричну дiаграму просто викликав-
ши функцiю plot() з першим параметром — фреймом даних, якi
треба вiдобразити. При цьому кожна пара вiдображається на двох
дiаграмах, симетричних вiдносно дiагоналi матрицi. Якщо вам до-
сить однiєї дiаграми на кожну пару, можна залишити лише частину
матрицi, яка розташована над дiагоналлю. У наступному прикладi
показано, як це робиться за допомогою функцiї pairs()

Приклад 5.1.2. Розглянемо знову данi про розмiри квiтiв-
пiвникiв (Iris) з прикладу 2.2.1. У фреймi iris мiстяться данi про
150 квiток. Для кожної квiтки першi чотири змiннi є числовими
(позначають рiзнi розмiри), а п’ята (Species) вказує один з трьох
видiв пiвникiв, якому належить дана квiтка. Зобразимо вiдповiдну
матричну дiаграму (рис. 5.2):

O
> # вибираємо кольори для рисування рiзних видiв:

> color<-c("red","green","blue")

> # рисуємо дiаграму перших чотирьох змiнних iris:

> pairs(iris[,1:4],col=color[as.numeric(iris[,5])],

+ lower.panel = NULL,

+ pch=as.numeric(iris[,5]))

> # Наступна команда дозволяє рисувати легенду

> # за межами основного рисунка:

> par(xpd=TRUE)

> # рисуємо легенду:

> legend(0.02,0.4,title="Species:",

+ legend=c('setosa', 'versicolor', 'virginica'),

+ pch=c(1,2,3), # символи для рiзних видiв
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+ col=color)
△

4.5 6.0 7.5

4.
5

6.
0

7.
5

Sepal.Length

2.0 3.0 4.0 1 3 5 7 0.5 1.5 2.5

4.
5

6.
0

7.
5

Sepal.Width

2.
0

3.
0

4.
0

Petal.Length

1
3

5
7

0.5 1.5 2.5

0.
5

1.
5

2.
5

Petal.Width

Species:

setosa

versicolor

virginica

Рис. 5.2. Матрична дiаграма для квiтiв-iрисiв

На дiаграмах розсiювання рiзними кольорами та рiзними сим-
волами вiдмiченi точки, що вiдповiдають квiтам рiзних видiв. Лiво-
руч внизу виведено легенду, що пояснює, яким видам вiдповiдають
цi символи i кольори. Тепер одразу можна бачити, що червонi кола,
що вiдповiдають квiтам виду setosa, скупчились у окремий кластер-
хмарку, яка помiтно вiдрiзняється за характеристиками вiд iнших
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видiв. Хмарки точок для видiв versicolor (зеленi трикутники) i vi-
rginica (синi хрестики) частково перекриваються, але також явно
вiдрiзняються за розташуванням.Отже, залежностьмiжчисловими
характеристиками рiзних видiв iрисiв краще дослiджувати окремо,
не об’єднуючи їх в одну вибiрку.

Наприклад, на дiаграмi у третьому прямокутнику у верхньо-
му рядку по горизонталi вiдкладено довжину пелюсток (змiнна
Petal.Length), а по вертикалi — довжину чашолисткiв (змiнна
Sepal.Length). Хмари точок для versicolor i virginica помiтно ви-
тягнутi вздовж прямих, що проходять пiд помiтним кутом до гори-
зонталi. Це свiдчить про залежнiсть мiж цими характеристиками
у даних видiв пiвникiв. Нiяких особливостей, що вимагали б нелi-
нiйної моделi для опису такої залежностi непомiтно. (Виразнi не-
лiнiйностi на дiаграмах розсiювання можна побачити на рис. 10.14
i 10.22). Не помiтнi i викиди, тобто окремi точки, якi вiдхилялися
б вiд основної маси спостережень. (Приклади дiаграм розсiювання
з викидами — на рис. 10.6 i 10.8).

За хмарою точок для setosa жодної виразної залежностi мiж
Petal.Length i Sepal.Length не помiтно. Можливо, нам заважа-
ють її побачити точки для iнших видiв, через якi setosa скупчились
у лiвому нижньому кутку рисунка? Нарисуємо їх на окремiй дiа-
грамi розсiювання (рис. 5.3):

O
> setosa<-iris[iris$Species=="setosa",]

> plot(setosa$Sepal.Length~setosa$Petal.Length,

+ xlab="petal length",ylab="sepal length")

> abline(lm(setosa$Sepal.Length~setosa$Petal.Length),

+ col="red")
△

Червона пряма на рис. 5.3 вiдповiдає залежностi середньої дов-
жини пелюстки вiд значення довжини чашолисткiв. Точки показу-
ють значення цих характеристик для конкретних квiток. Бачимо,
що розкид довжини пелюстки навколо середнього значення зна-
чно переважає змiну цього середнього пiд впливом змiни довжини
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чашолистка. (Рухаючись вздовж червоної лiнiї злiва направо ми
пiднiмемося значно менше, нiж розкиданi точки навколо). Отже,
якщо залежнiсть мiж змiнними i є, вона мало помiтна на фонi їх
розкиду. Строго горизонтальна лiнiя вiдповiдала б повнiй вiдсу-
тностi залежностi. Спостережуване незначне вiдхилення вiд го-
ризонтальностi може бути наслiдком випадкових коливань. Для
перевiрки цього слiд застосувати вiдповiдний статистичний тест,
про що див. далi у прикладi 5.5.1.
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Рис. 5.3. Дiаграма розсiювання для iрисiв виду setosa

J
Матричнi дiаграми можна будувати не тiльки з використанням

plot() i pairs(). Спецiальнi функцiї для цього є у рiзних бiблiо-
теках R. Вони дозволяють виводити бiльше важливої iнформацiї
на таких дiаграмах. Застосування функцiї scatterplotMatrix()
з бiблiотеки car розглядається у прикладi 10.2.1.

Матричнi дiаграми розумно використовувати, якщо треба до-
слiдити залежнiсть невеликої кiлькостi змiнних — трьох-п’яти, в
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усякому випадку, не бiльше десяти. Коли дослiджуються данi з
десятками або сотнями змiнних, доцiльно спочатку спробувати
вибрати серед них найбiльш залежнi, а вже потiм аналiзувати за-
лежнiсть мiж вибраними. Для цього потрiбна якась проста числова
характеристика залежностi двох змiнних. Такими характеристика-
ми є коефiцiєнти кореляцiї, що розглядаються у наступних пiдроз-
дiлах.

5.2 Коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона

Найбiльш популярною мiрою залежностi мiж двома змiнними
є (парний) коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона (Pearson correlation)4.
У цьому пiдроздiлi ми спочатку дамо його формальне означен-
ня, коротко опишемо основнi властивостi, потiм покажемо, як вiн
обчислюється в R, а вже потiм спробуємо пояснити, яку саме зале-
жнiсть вiн описує.

Означення коварiацiї i кореляцiї. Нехай для кожного спо-
стережуваного об’єкта вимiрюються двi числовi характеристики-
змiннi —𝑋 i 𝑌 . Позначимо𝑋𝑗 , 𝑌𝑗 — значення цих характеристик
для 𝑗-го об’єкта у вибiрцi (𝑗 = 1, . . . , 𝑛).

Вибiрковою коварiацiєю (sample covariance) змiнних 𝑋 i 𝑌
називають величину

cov(𝑋,𝑌 ) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑋𝑗 − �̄�)(𝑌𝑗 − 𝑌 ),

де �̄� , 𝑌 — середнi значення вiдповiдних змiнних, 𝑛 — обсяг ви-
бiрки.

4Iснує багато iнших коефiцiєнтiв кореляцiї, але, якщо цей термiн вживається
без додаткових означень або просто кажуть “кореляцiя дорiвнює”, то, у бiльшостi
випадкiв, йдеться саме про парний коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона.
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Виправленою вибiрковою коварiацiєю називають5

cov0(𝑋,𝑌 ) =
1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑋𝑗 − �̄�)(𝑌𝑗 − 𝑌 ),

Коефiцiєнтом кореляцiї Пiрсона називають

𝑟(𝑋,𝑌 ) =
cov(𝑋,𝑌 )√︀
𝑆2(𝑋)𝑆2(𝑌 )

=
cov0(𝑋,𝑌 )√︀
𝑆2
0(𝑋)𝑆2

0(𝑌 )
,

де 𝑆2(𝑋), 𝑆2(𝑌 ) — вибiрковi дисперсiї 𝑋 i 𝑌 , 𝑆2
0(𝑋), 𝑆2

0(𝑌 ) —
виправленi вибiрковi дисперсiї (див. (4.6)).

Властивостi коефiцiєнтiв кореляцiї Пiрсона.
1. Коефiцiєнт кореляцiї за абсолютним значенням не переви-

щує одиницю:
|𝑟(𝑋,𝑌 )| ≤ 1.

2. Коефiцiєнт кореляцiї дорiвнює ±1 тодi i тiльки тодi, коли мiж
𝑋 i 𝑌 у вибiрцi iснує строга лiнiйна залежнiсть, тобто є такi числа
𝑏0, 𝑏1, що

𝑌𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1𝑋𝑗 .

(У цьому випадку всi точки на дiаграмi розсiювання будуть лежати
на однiй прямiй). Знак 𝑟(𝑋,𝑌 ) вiдповiдає знаку 𝑏1.

3. Коефiцiєнт кореляцiї не змiнюється при лiнiйнiй зростаю-
чiй змiнi шкали вимiрювання𝑋 i 𝑌 : якщо, наприклад, розглянути
𝑋 ′

𝑗 = 𝑎1𝑋𝑗 + 𝑎0, 𝑎1 > 0, то 𝑟(𝑋 ′, 𝑌 ) = 𝑟(𝑋,𝑌 ). (Можна сказа-
ти, що 𝑟(𝑋,𝑌 ) є еквiварiантним вiдносно додавання i множення
по обох своїх аргументах — пор. пiдрозд. 4.3). (Якщо 𝑎1 < 0,
кореляцiя змiнює знак: 𝑟(𝑋 ′, 𝑌 ) = −𝑟(𝑋,𝑌 )).

4. Якщо змiннi𝑋 i 𝑌 незалежнi, то, при великих обсягах вибiр-
ки, 𝑟(𝑋,𝑌 ) буде близьким до 0. Незалежнiсть тут треба розумiти у
статистичному значеннi: вважається, що 𝑌 i𝑋 —незалежнi, якщо
знання 𝑋 нiяк не допомагає прогнозувати значення 𝑌 .

5Виправлена вибiркова коварiацiя є незмiщеною оцiнкою для теоретичної
коварiацiї за кратною вибiркою.
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Зауважимо, що коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона не є робастною
статистикою: одне забруднення-викид може сильно змiнити його.
Тому для аналiзу залежностi за забрудненими даними краще кори-
стуватись iншими статистиками.

Обчислення кореляцiй. У R коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона
мiж змiнними 𝑋 i 𝑌 можна обчислювати викорстовуючи функ-
цiю cor(). Вектори значень𝑋 i 𝑌 при цьому вказують як перший
i другий аргументи функцiї.

Приклад 5.2.1. У прикладi 3.4.4 ми розглянули коливання iн-
тересу до джинсових i карго-шортiв у рiзних штатах США. З по-
рiвняння на географiчних картах виявилось, що перевага iнтересу
до джинсових шортiв може бути пов’язана з низьким рiвнем урба-
нiзацiї штату. Подивимось, як корельованi цi показники.

Данi вiзьмемо з файла shortU.txt, де у змiннiй urban мiстя-
ться рiвнi урбанiзацiї штатiв, у змiннiй jean — кiлькiсть гугл-
запитiв на джинсовi шорти, у cargo — кiлькiсть запитiв на карго-
шорти у даному штатi.

Для порiвняння з urban створимо змiнну
x<-jean/(jean+cargo)

— частка iнтересу до джинсових шортiв у загальному iнтересi
до шортiв. Обчислимо коефiцiєнт кореляцiї:

O
> tb<-read.table("c:/rem/term/shortU.txt",header=T)

> x<-tb$jean/(tb$jean+tb$cargo)

> cor(x,tb$urban)

[1] -0.3234017

△
Отримали кореляцiю 𝑟 = −0.3234017. Це невелике значення,

але помiтно вiдмiнне вiд 0. Воно вiд’ємне, тобто зростання урба-
нiзацiї штату в середньому приводить до зменшення iнтересу до
джинсових шортiв.

Чи можна впевнено сказати, що ми встановили наявнiсть зале-
жностi мiж iнтересом до джинсовихшортiв i урбанiзацiєю?Нi. Таке
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значення коефiцiєнта кореляцiї могло б бути наслiдком випадко-
вих коливань у даних, що не пов’язанi зi справжньою залежнiстю.
Наскiльки це ймовiрно? Ми повернемось до цього питання у при-
кладах 10.1.2 i 10.2.3. J

Часто кожен об’єкт у вибiрцi описується не двома, а значно
бiльшою кiлькiстю змiнних. У цьому випадку для аналiзу залежно-
стей знаходять попарнi кореляцiї для всiх можливих пар змiнних.
Отриманi значення записують у виглядi таблицi, яку називають
вибiрковою кореляцiйною матрицею.

Позначимо змiннi, що описують об’єкт 𝑋1, . . .𝑋𝑑. Тодi коре-
ляцiйна матриця цього набору змiнних — це матриця складена з
попарних коефiцiєнтiв кореляцiї Пiрсона6:

R =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑟(𝑋1, 𝑋1) 𝑟(𝑋1, 𝑋2) . . . 𝑟(𝑋1, 𝑋𝑑)
𝑟(𝑋2, 𝑋1) 𝑟(𝑋2, 𝑋2) . . . 𝑟(𝑋2, 𝑋𝑑)

...
... . . . ...

𝑟(𝑋𝑑, 𝑋1) 𝑟(𝑋𝑑, 𝑋2) . . . 𝑟(𝑋𝑑, 𝑋𝑑)

⎞⎟⎟⎟⎠
Для обчислення кореляцiйної матрицi також можна використати
функцiю cor(), причому досить передати їй один параметр —
фрейм даних, для змiнних якого розраховуються кореляцiї.

Приклад 5.2.2. Обчислимо кореляцiйну матрицю за даними
про розмiри квiтiв-пiвникiв з прикладу 5.1.2. У даному прикладi
обмежимось обчисленням для квiтiв виду Setosa.

O
> cor(iris[iris$Species=="setosa",1:4])

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length

Sepal.Length 1.0000000 0.7425467 0.2671758

Sepal.Width 0.7425467 1.0000000 0.1777000

Petal.Length 0.2671758 0.1777000 1.0000000

Petal.Width 0.2780984 0.2327520 0.3316300

6Аналогiчну матрицю, складену з попарних коварiацiй, називають вибiрковою
коварiацiйною матрицею.
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Petal.Width

Sepal.Length 0.2780984

Sepal.Width 0.2327520

Petal.Length 0.3316300

Petal.Width 1.0000000

△
З таблицi бачимо, що всi кореляцiї додатнi — при зростаннi

одного з вимiрiв квiтки, в середньому, зростають i iншi. (Цього i
слiд було сподiватись, пiвники — досить пропорцiйнi квiти). Най-
бiльш корельованими виявились ширина i довжина чашолистка —
кореляцiя 0.7425467. (Такий рiвень кореляцiї свiдчить про чiтко
виражену залежнiсть). Для ширини i довжини пелюстки кореляцiя
вдвiчi менша— 0.3316300. (Подивившись на квiтку пiвника, легко
зрозумiти — чому). Кореляцiї мiж характеристиками чашолистка
i характеристиками пелюсток iще меншi, хоча однозначно назвати
їх незначущими не можна. J

Iнколи буває необхiдно обчислити попарнi кореляцiї всiх змiн-
них одного набору з усiма змiнними iншого. Це також можна зро-
бити, використовуючи функцiю cor(). Наприклад,
cor(iris[iris$Species=="setosa",1:2],

iris[iris$Species=="setosa",3:4])

пiдраховує кореляцiї мiж характеристиками чашолисткiв i хара-
ктеристиками пелюсток Iris Setosa (перевiрте).

Трактовка кореляцiй. Розберемось тепер, як саме кореляцiя
Пiрсона характеризує залежнiсть мiж змiнними. Ми розглянемо
три трактовки 𝑟(𝑋,𝑌 ).

1. Якщо треба характеризувати залежнiсть мiж двома змiнни-
ми 𝑋𝑗 , 𝑌𝑗 , що описують об’єкти у вибiрцi, то природно обрати
мiру залежностi так, щоб вона не змiнювалась при змiнi одиниць
вимiрювання цих змiнних. Тобто мiра залежностi має бути iнва-
рiантною вiдносно множення. Аналогiчно, природно вимагати i
iнварiантностi вiдносно додавання. Тому зручно перейти вiд поча-
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ткових змiнних до нормованих:

�̃�𝑗 =
𝑋𝑗 − �̄�

𝑆(𝑋)
, 𝑌𝑗 =

𝑌𝑗 − 𝑌

𝑆(𝑌 )
.

(Ми вiдняли вiд кожного значення середнє за всiма спостережен-
нями i роздiлили на стандартне вiдхилення. Можна сказати, що ми
вибрали шкалу вимiрювання наших змiнних так, щоб у нiй вони
мали нульове середнє й одиничну дисперсiю).

Мiру залежностi можна тепер визначати спецiально для нор-
мованих змiнних. Для цього спробуємо спрогнозувати 𝑌𝑗 , викори-
стовуючи як прогноз 𝑏𝑋𝑗 , де 𝑏 — число, яке нам треба пiдiбрати
так, щоб прогноз вийшов найточнiшим. Точнiсть будемо вимiрюва-
ти середнiм квадратiв вiдхилень прогнозу вiд справжнiх значень,
тобто шукатимем таке 𝑏, при якому

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑌𝑗 − 𝑏�̃�𝑗)
2 = 1− 2𝑏𝑟(�̃�, 𝑌 ) + 𝑏2

буде найменшою. (Нагадаємо, що 𝑛 — кiлькiсть спостережень у
вибiрцi).

Можна показати, що мiнiмум досягається якраз при
𝑏 = 𝑟(�̃�, 𝑌 ) = 𝑟(𝑋,𝑌 ).
Отже коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона мiж двома змiнними — це

найкращий коефiцiєнт пропорцiйностi для прогнозування однi-
єї нормованої змiнної за допомогою другої. Якщо, наприклад,
𝑟(𝑋,𝑌 ) = 0.5, то при зростаннi �̃� в 6 разiв, 𝑌 зросте прибли-
зно втричi.

2. Нехай ми використовуємо безпосередньо 𝑋𝑗 для прогнозу-
вання 𝑌𝑗 за лiнiйною формулою

𝑌𝑗 ≈ 𝑏1𝑋𝑗 + 𝑏0.

Пiдгонку коефiцiєнтiв прогнозу зробимо за методом найменших
квадратiв (див. пiдрозд. 10.1). Отримаємо прогноз

𝑌𝑗 = �̂�1𝑋𝑗 + �̂�0,
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де �̂�0, �̂�1 — пiдiгнанi значення коефiцiєнтiв.
Точнiсть отриманого прогнозу характеризується вiдношенням

дисперсiї його помилок до дисперсiї прогнозованої змiнної:

𝑆2(𝑌 − 𝑌 )

𝑆2(𝑌 )
=

∑︀𝑛
𝑗=1(𝑌𝑗 − 𝑌𝑗)

2∑︀𝑛
𝑗=1(𝑌𝑗 − 𝑌 )2

= 1− (𝑟(𝑋,𝑌 ))2.

Таким чином, квадрат коефiцiєнта кореляцiї характеризує то-
чнiсть лiнiйного прогнозу однiєї змiнної за другою. Чим ближчий
(𝑟(𝑋,𝑌 ))2 до 1, тим менший розкид помилки прогнозу порiвняно
з розкидом прогнозованої змiнної.

3. Розглянемо центрованi вектори даних X′ = (𝑋 ′
1, . . . , 𝑋

′
𝑛),

Y = (𝑌 ′
1 , . . . , 𝑌

′
𝑛), де

𝑋 ′
𝑗 = 𝑋𝑗 − �̄�, 𝑌 ′

𝑗 = 𝑌𝑗 − 𝑌 .

(Нормувати дисперсiями не будемо). Тодi

𝑟(𝑋,𝑌 ) =
⟨X′,Y′⟩

‖X′‖ · ‖Y′‖
= cos(α),

де ⟨X′,Y′⟩ — скалярний добуток векторiв X′, Y′ у 𝑛-вимiрному
просторi R𝑛, ‖ · ‖ позначає довжину (евклiдову норму) вектора в
R𝑛, α— кут мiж векторамиX′ iY′ в R𝑛.

Отже, коефiцiєнт кореляцiї визначає кут мiж центрованими ве-
кторами змiнних у просторi спостережень. 𝑟(𝑋,𝑌 ) = 0 вiдповiдає
ортогональностi (перпендикулярностi) векторiвX′ iY′. Значення
𝑟(𝑋,𝑌 ) = ±1 свiдчать про те, що векториX′ i Y′ колiнеарнi.

Як бачимо, всi розглянутi трактування коефiцiєнта кореляцiї
Пiрсона пов’язанi з розглядом залежностi “схожої на лiнiйну”. I
дiйсно, якщо мiж змiнними є сильна нелiнiйна залежнiсть, кореля-
цiя Пiрсона може її не помiтити.

Приклад 5.2.3. Нехай 𝑋𝑗 — арифметична прогресiя вiд -1 до
1 з 𝑛 елементiв, а 𝑌𝑗 = (𝑋𝑗)

2. Вочевидь, мiж 𝑋 i 𝑌 є строга
функцiональна залежнiсть. Але 𝑟(𝑋,𝑌 ) = 0 для будь-якого 𝑛.
Наприклад:
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O
> n<-1000

> X<-seq(from=-1,to=1,length.out =n)

> Y<-X^2

> cor(X,Y)

[1] -3.261627e-17

△
З цього не треба робити висновок, що кореляцiя Пiрсона зовсiм
не бачить нелiнiйних залежностей. Але для аналiзу таких залежно-
стей її треба застосовувати обережно.

Ми повернемось до розгляду цього питання у п. 9.7.3. J

5.3 Вiзуалiзацiя кореляцiй

Якщо треба дослiдити залежнiсть мiж багатьма рiзними змiн-
ними, то аналiз таблицi попарних кореляцiй (кореляцiйної матрицi)
стає нетривiальною проблемою. Для цього зручно користуватись
спецiальними методами вiдображення кореляцiй на вiдповiдних
рисунках. Ми розглянемо два призначенi для цього засоби R —
карту кореляцiй i кореляцiйну мережу.

Карта кореляцiй—це зображення кореляцiй на площинi клi-
тинками рiзного кольору. Для цього зручно використовуватифунк-
цiю corrplot() з бiблiотеки corrplot. Як це робиться ми пока-
жемо у наступних прикладах.

Приклад 5.3.1. У стандартну поставку R входить фрейм даних
mtcars, що мiстить данi про характеристики 32 моделей автомобi-
лiв7, такi як кiлькiсть цилiндрiв (cyl) та потужнiсть двигуна (hp),
кiлькiсть карбюраторiв (carb) тощо. Для того, щоб проаналiзу-
вати залежностi мiж цими змiнними, обчислимо матрицю попар-
них кореляцiй Пiрсона i вiдобразимо їх карту, використовуючи
corrplot(). Результат вiдображення — на рис. 5.4.

7Данi досить старi, тому робити з них висновки про сучаснi моделi не варто.
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Рис. 5.4. Карта кореляцiй фрейма mtcar

Рисунок 5.4 вiдображений таким скриптом:

O
> library(corrplot)

> M <- cor(mtcars)

> corrplot(M, method="color"

+ ,cl.cex=1,cl.align.text="l",#*

+ col=gray((7:0)/7) #*

+ )
△

На цьому рисунку кожнiй парi змiнних вiдповiдає квадратик. Ко-
лiр, яким вiн зафарбований, вибрано залежно вiд кореляцiї. Шка-
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ла вiдповiностi кольорiв та кореляцiй вiдображена праворуч вiд
основної дiаграми. На нiй чорний колiр вiдповiдає кореляцiям,
близьким до 1, бiлий — близьким до -1. Такий варiант визначе-
ний опцiєю col=gray((7:0)/7). При роботi на комп’ютерi краще
застосовувати рiзнокольорову шкалу. Для цього вилучiть з наве-
деного вище скрипта рядки, вiдмiченi #*.

Ви отримаєте рисунок, аналогiчний рис. 5.4, але тепер додатнiй
кореляцiї вiдповiдає синiй, вiд’ємнiй — брунатний. Чим сильнiша
кореляцiя, тим насиченiший колiр. На рисунку видно, наприклад,
що змiннi disp, cyl i hp утворюють групу з сильною додатною
кореляцiєю мiж собою. А змiннi qsec, vs, am i gear — негативно
корельованi з цiєю групою. Змiнна mpg сильно негативно корельо-
вана з disp– hp i помiрно додатно корельована з групою qsec–gear
i т.д. Для спецiалiста з дизайну автомобiлiв це може бути корисною
iнформацiєю.

При цьому рисунок є симетричним вiдносно головної дiагона-
лi, а на самiй дiагоналi завжди стоять клiтинки, що вiдповiдають 1:
кореляцiя змiнної з собою — абсолютна. Тому для аналiзу досить
виводити лише трикутник над (або пiд) дiагоналлю. Це дозволяє
об’єднати графiчну iнформацiю з числовою, як це зроблено у тако-
му прикладi за допомогою функцiї corrplot.mixed() (рис. 5.5):

O
> corrplot.mixed(M)

△
Тут кружечки над дiагоналлю вiдтворюють кореляцiї не тiльки на-
сиченiстю кольору, а й розмiром. А пiд дiагоналлю записанi числовi
значення кореляцiй. Використовуючи опцiї upper i lower можна
замовити функцiї corrplot.mixed() виводити над та пiд дiаго-
наллю числа, кружечки, квадратики, елiпси. На мiй погляд, така
картинка iнформативнiша, нiж попередня.

Однак прихильники рис. 5.4 скажуть, що на ньому краще помi-
тнi великi синi квадрати навколо дiагоналi, що вiдповiдають групам
(кластерам) сильно корельованих змiнних. Так, але це дає змогу
видiлити групу лише, якщо змiннi, якi до неї входять, розташованi
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у фреймi поруч. Наприклад, mpg природно об’єднати в одну групу
з disp, cyl i hp, але у фреймi стовпчик mpg розташований дале-
ко вiд iнших змiнних групи, тому помiтити це за рисунком не так
просто.

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

mpg

cyl

disp

hp

drat

wt

qsec

vs

am

gear

carb

−0.85

−0.85

−0.78

0.68

−0.87

0.42

0.66

0.6

0.48

−0.55

0.9

0.83

−0.7

0.78

−0.59

−0.81

−0.52

−0.49

0.53

0.79

−0.71

0.89

−0.43

−0.71

−0.59

−0.56

0.39

−0.45

0.66

−0.71

−0.72

−0.24

−0.13

0.75

−0.71

0.09

0.44

0.71

0.7

−0.09

−0.17

−0.55

−0.69

−0.58

0.43

0.74

−0.23

−0.21

−0.66

0.17

0.21

−0.57

0.79

0.06 0.27

Рис. 5.5. Мiшаний графiк кореляцiй для фрейма mtcar

Щоб спростити цю задачу, у функцiях corrplot.mixed() i
corrplot() можна змiнити порядок, в якому змiннi вiдображаю-
ться на дiаграмi. Це робиться опцiєю order. Значення цiєї опцiї
"original" (як у фреймi) та "alphabet" (у алфавiтному поряд-
ку) тривiальнi. Але можна задати також значення "AOE", "FPC",
"hclust", що вiдповiдають рiзним евристичним процедурам по-
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шуку найбiльш вiдповiдного порядку змiнних, щоб сильно коре-
льованi розташовувались поруч. Першi два значення вiдповiдають
алгоритмам, що використовують спектральний розклад коварiа-
цiйної матрицi, третiй— "hclust" безпосередньо шукає кластери
змiнних методом iєрархiчної кластеризацiї. Користувач може пе-
репробувати їх всi й обрати той, який дасть найбiльшпереконливий
результат.

При використаннi order="hclust" у corrplot() можна вка-
зати опцiю

addrect=кiлькiсть кластерiв
—тодi на рисунку буде видiлена вiдповiдна кiлькiсть кластерiв,

знайдених методом iєрархiчної кластеризацiї.
У нашому прикладi з даними mtcars це можна зробити так:

O
> corrplot.mixed(M,order="hclust")

> corrplot(M,order="hclust",addrect=3)
△

(результат на рис. 5.6). Якщо задати addrect=2, то два нижнi кла-
стери на нижньому рисунку об’єднаються в один великий квадрат.
Бачимо, що змiннi досить впевнено розбились на два (можливо,
три) кластери, всерединi яких вони майже всi позитивно корельо-
ванi мiж собою. А кореляцiї мiж кластерами переважно негативнi.
J

Приклад 5.3.2. Повернемось до даних про квiти-пiвники з
фрейма iris, що розглядались у прикладi 5.1.2. Щоб порiвняти
вiдмiнностi кореляцiй мiж розмiрами квiтки у квiтiв рiзних видiв
використйте такий скрипт:

O
> Spec<-c("setosa","versicolor","virginica")

> for(sp in Spec){

+ corrplot(cor(iris[iris$Species==sp,1:4]),

+ type="upper",cl.pos="n",diag=F); title(sub=sp)

+ }
△
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Рис. 5.6. Мiшаний графiк кореляцiй для фрейма mtcar з перестановкою
змiнних та видiленням кластерiв
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На отриманому рисунку можна буде побачити, що кореляцiї
для видiв versicolor i virginica досить схожi та помiтно вiдрiзняю-
ться вiд кореляцiй для setosa.

J
Кореляцiйнi мережi (correlation networks). Iнший спосiб вiд-

образити кореляцiї — це граф, в якому кожнiй змiннiй вiдповiдає
одна вершина, а величина та знак кореляцiї передаються кольором i
товщиною ребер. Такi графи називають кореляцiйними мережами.

Для зображення кореляцiйної мережi можна скористатисьфун-
кцiєю qgraph() з бiблiотеки qgraph. Цiй функцiї треба передати
кореляцiйну матрицю, що буде вiдображатись. Якщо не вказувати
iнших параметрiв, то на графi вершини будуть розташованi по ко-
лу, в тому ж порядку, в якому змiннi йдуть у фреймi даних. Можна
також задати свої власнi значення для координат вершин.

Приклад 5.3.3.Кореляцiї для даних mtcars, що розглядались у
прикладi 5.3.1, можна вiдобразити за допомогою наступного скри-
пта:

O
> library("qgraph")

> # рахуємо кореляцiї для даних про автомобiлi:

> M <- cor(mtcars)

> qgraph(M,negDashed=TRUE) # виводимо верхнiй рисунок

> #

> # список номерiв груп:

> grp<-as.factor(c(3,1,1,1,3,1,2,2,3,3,1))

> # виводимо нижнiй рисунок:

> qgraph(M,negDashed=TRUE,layout="groups",

+ groups=grp,minimum=0.5)
△

Результат — на рис. 5.7). Як бачимо, функцiя qgraph() скоро-
тила назви змiнних до трьох лiтер. Це необхiдно для того,щоб вони
вмiщувались у кружечках-вершинах графа. Якщо вам не подобаю-
ться автоматичнi скорочення, можна задати власнi iмена вершин у
опцiї nodeNames.
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Рис. 5.7. Кореляцiйна мережа для фрейма mtcar
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На рис. 5.7 зверху — граф, який qgraph() створює автома-
тично, якщо їй передати лише матрицю кореляцiй. Розiбратись у
ньому досить важко. (На кольоровому рисунку додатним кореля-
цiям вiдповiдають зеленi ребра на графi, вiд’ємним — брунатнi.
Для кращого сприйняття чорно-бiлого варiанту ми задали опцiю
negDashed=TRUE, яка вказує, що ребра мiж вiд’ємно корельовани-
ми змiнними вiдображаються переривчастими лiнiями.)

Для зручностi сприйняття доцiльно згрупувати вершини-змiннi
приблизно так, як ми зробили на рис 5.6. Там ми видiлили три
групи, всерединi яких майже всi кореляцiї додатнi, а кореляцiї мiж
групами — вiд’ємнi. Для вiдображення такого групованого графа
функцiєю qgraph() можна задати опцiї:

layout="groups"— яка вказує, що граф буде розбито на гру-
пи, причому елементи кожної групи знову розташовуються по колу;

groups—склад груп: це може бути вектор факторiв, якi вiдпо-
вiдають рiзним групам, або список кiлькох цiлочислових векторiв,
де у кожному векторi вказуються номери змiнних, що належать
вiдповiднiй групi.

На рис. 5.7 (знизу) ми задали три групи, що вiдповiдають гру-
пам з рис. 5.6. Крiм того, для зручностi сприйняття, на цьому графi
вiдображаються лише “сильнi” кореляцiї, тобто такi, якi за абсо-
лютною величиною перевищують 0.5. Це зроблено за допомогою
опцiї minimum.

У опцiї layout можна також задати безпосередньо коорди-
нати вершин на площинi у виглядi матрицi з двома стовпчика-
ми (координати по горизонталi i вертикалi), кожен рядок якої
вiдповiдає однiй вершинi. Iще одне можливе значення цiєї опцiї
layout="spring" вiдповiдає автоматичному вибору положень
вершин у такий спосiб, щоб структура графа найкраще сприйма-
лась вiзуально (використовується алгоритм Фрухтермана — Рейн-
голда [28]). Читач може самостiйно перевiрити, який результат
дасть виконання команди

qgraph(M,layout="spring",minimum=0.5)

J
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Рисунки з кореляцiйноюмережею значно компактнiшi, нiж кар-
ти кореляцiй, якi ми розглянули вище. Однак розiбратись в них мо-
же бути важче, хоча деякi риси системи залежностей вiн дозволяє
вiдобразити бiльш опукло.

Приклад 5.3.4. Скрипт для порiвняння кореляцiй довжин
трьох видiв квiтiв-пiвникiв за допомогою кореляцiйних мереж мо-
жна записати так:

O
> library("qgraph")

> Spec<-c("setosa","versicolor","virginica")

> for(sp in Spec){

+ qgraph(cor(iris[iris$Species==sp,1:4]))

+ text(-0.75,1,sp,cex=1.5)

+ }

△
Результат — на рис. 5.8. J

5.4 Ранги та ранговi кореляцiї

Як ми бачили у пiдрозд. 5.2, коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона при-
значений для виявлення залежностей, подiбних до лiнiйних. Якщо
залежнiсть, котру намагаються виявити, не є лiнiйною, використан-
ня цього коефiцiєнта може бути недоречним. Крiм того, 𝑟 Пiрсона
не є робастною характеристикою: один викид може рiзко змiнити
висновки, зробленi на основi цього коефiцiєнта.

Тому досить часто для аналiзу залежностей використовують
iншi коефiцiєнти кореляцiї, що базуються на рангах спостережень.
Такi коефiцiєнти називають ранговими. Далi ми спочатку введемо
поняття рангу, а потiм розглянемо два вiдповiдних коефiцiєнта: ρ
Спiрмена i τ Кендалла.

Ранги. Нехай для об’єктiв у вибiрцi спостерiгається деяка чи-
слова характеристика (змiнна) 𝑋 . Позначимо 𝑋𝑗 — значення цiєї
характеристики у 𝑗-того об’єкта.
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Рис. 5.8. Порiвняння кореляцiй розмiрiв для пiвникiв
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Спочатку введемо означення рангiв для випадку, коли всi спо-
стережуванi значення 𝑋𝑗 — рiзнi.

Рангом𝑅𝑋
𝑗 𝑗-го об’єктащодо змiнної𝑋 називають номер цього

об’єкта у вибiрцi, впорядкованiй за зростанням 𝑋 .
Наприклад, нехай спостерiгаються такi значення:

𝑗 1 2 3 4 5
𝑋 3.5 -1.2 4.8 1.2 0

Пiсля перестановки в порядку зростання отримаємо такий варiа-
цiйний ряд:

-1.2; 0; 1.2; 3.5; 4.8.
У ньому елемент, який у початковiй невпорядкованiй вибiрцi мав
номер 1, опинився на 3-му мiсцi. Отже, 𝑅𝑋

1 = 3. Аналогiчно,
𝑅𝑋

2 = 1, 𝑅𝑋
3 = 5.

Якщо у вибiрцi присутнi кiлька елементiв з однаковими зна-
ченнями змiнної 𝑋 , то при перестановцi у порядку зростання їх
можна поставити на рiзнi мiсця. У цьому випадку кажуть, що їх
ранги пов’язанi (англ tied ranks). Зазвичай, пов’язанi ранги замiня-
ють на їхнє середнє значення.

Наприклад, нехай спостерiгається така вибiрка.
𝑗 1 2 3 4 5
𝑋 0 2 0 2 0

У цiй вибiрцi перший, третiй i п’ятий елементи — пов’язанi. Їх
можна розташувати на перших трьох мiсцях у варiацiйному рядi в
довiльному порядку. Тобто їх ранги мали б бути 1, 2, 3. Середнє
цих рангiв — 2. Тому всiм об’єктам з номерами 1, 3, 5 присвоюють
ранг 2. Аналогiчно, другому та четвертому об’єктам присвоюють
ранг 4.5 = (4 + 5)/2. Остаточно маємо наступну таблицю рангiв.

𝑗 1 2 3 4 5
𝑅𝑋

𝑗 2 4.5 2 4.5 2
Якщо для кожного об’єкта у вибiрцi спостерiгаються декiлька

змiнних, вiн може мати рiзнi ранги за рiзними змiнними.
ρ Спiрмена. Нехай для кожного з 𝑛 об’єктiв у вибiрцi спосте-

рiгаються змiннi 𝑋 i 𝑌 . Ранговий коефiцiєнт кореляцiї Спiрмена
(англ. Spearman’s rank correlation) визначається як коефiцiєнт ко-
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реляцiї Пiрсона мiж рангами спостережень:

ρ(𝑋.𝑌 ) = 𝑟(𝑅𝑋 , 𝑅𝑌 ) =

∑︀𝑛
𝑗=1(𝑅

𝑋
𝑗 − �̄�𝑋)(𝑅𝑌

𝑗 − �̄�𝑌 )√︁∑︀𝑛
𝑗=1(𝑅

𝑋
𝑗 − �̄�𝑋)2

∑︀𝑛
𝑗=1(𝑅

𝑌
𝑗 − �̄�𝑌 )

,

(5.1)
де �̄�𝑋 , �̄�𝑌 — середнi значення рангiв за 𝑋 i 𝑌 по всiй вибiрцi.

Якщо пов’язанi ранги вiдсутнi, то 𝑅𝑋
𝑗 , при 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, про-

бiгають всi цiлi значення вiд 1 до 𝑛 по одному разу. Тому у цьому
випадку �̄�𝑋 = �̄�𝑌 = (𝑛+ 1)/2 i

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑅𝑋
𝑗 − �̄�𝑋)2 =

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑅𝑌
𝑗 − �̄�𝑌 )2 =

(𝑛− 1)𝑛(𝑛+ 1)

12
.

Використовуючи цей факт легко отримати, що за вiдсутностi по-
в’язаних рангiв,

ρ(𝑋.𝑌 ) = 1−
6
∑︀𝑛

𝑗=1(𝑅
𝑋
𝑗 −𝑅𝑌

𝑗 )

𝑛(𝑛2 − 1)
. (5.2)

Ця формула бiльш популярна, нiж (5.1), але вона не дає правиль-
них результатiв, якщо є пов’язанi ранги. У цьому випадку для
обчислення ρ слiд користуватись (5.1).

У R для обчислення коефiцiєнта Спiрмена можна скористатись
функцiєю cor (див. пiдрозд. 5.2), вказавши в нiй опцiю

method = "spearman".
Приклад 5.4.1.Уприкладi 5.2.1 ми використали коефiцiєнт ко-

реляцiї Пiрсона для вимiрювання рiвня залежностi мiж iнтересом
до джинсових шортiв i рiвнем урбанiзацiї у рiзних штатах США.
Скористаємось тепер для цього коефiцiєнтом ρ Спiрмена.

O
> tb<-read.table("c:/rem/term/shortU.txt",

> header=T)

> x<-tb$jean/(tb$jean+tb$cargo)

> cor(x,tb$urban,method = "spearman")
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[1] -0.4387847

△
J
τКенделла (англ.Kendall’s tau coefficient). Як показуєформула

(5.2), у коефiцiєнтi ρ Спiрмена пiдсумовуються квадрати рiзниць
мiж рангами об’єкта за першою та другою змiнними. Чим бiльшi
цi рiзницi, тим бiльше ρ. Кореляцiя Кендалла побудована на iн-
шiй iдеї: вона тим бiльша, чим бiльше пар дослiджуваних об’єктiв
розташовано в однаковому порядку по першiй i другiй змiннiй.

Точнiше, нехай пов’язанi ранги вiдсутнi. Переберемо всi пари
iндексiв (𝑖, 𝑗), де 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛. Будемо казати, що пара (𝑖, 𝑗)
узгоджена за змiнними 𝑋 та 𝑌 , якщо

(𝑋𝑖 −𝑋𝑗)(𝑌𝑖 − 𝑌𝑗) > 0,

тобто за порядком зростання 𝑋 елементи цiєї пари розташова-
нi так само, як i за порядком зростання 𝑌 . Якщо порядок за 𝑋
протилежний порядку за 𝑌 , тобто

(𝑋𝑖 −𝑋𝑗)(𝑌𝑖 − 𝑌𝑗) < 0,

будемо казати, що пара (𝑖, 𝑗) не узгоджена.
Позначимо кiлькiсть усiх узгоджених пар 𝑛+, а всiх неузго-

джених — 𝑛−. Тодi 𝑛+ + 𝑛− = 𝑛(𝑛− 1)/2 = 𝑛0 — кiлькiсть всiх
можливих пар iндексiв.

КореляцiяКендалламiж𝑋 i𝑌 (за вiдсутностi зв’язаних рангiв)
визначається як

τ(𝑋,𝑌 ) =
𝑛+ − 𝑛−

𝑛0
,

тобто це нормована рiзниця мiж кiлькiстю узгоджених i неузго-
джених пар. Нормування (дiлення на 𝑛0) обрано так, щоб значення
τ(𝑋,𝑌 ) за абсолютною величиною не перевищувало 1.

Iснує багато узагальнень коефiцiєнта Кендалла на випадок
пов’язаних рангiв. Ми обмежимось одним з них (найбiльш попу-
лярним), який позначають τ𝑏 (читається “тау-бе Кендалла”).
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Отже, нехай у вибiрцi наявнi пов’язанi ранги. Позначимо 𝑡1,. . . ,
𝑡𝑘—кiлькостi елементiв у групах з пов’язанимирангамипо змiннiй
𝑋 . (Тобто у вибiрцi наявнi точно 𝑡1 елементiв у яких 𝑋 набуває
одне i те ж фiксоване значення, 𝑡2 елементiв, у яких 𝑋 має iнше
фiксоване значення i т.д.) 𝑢1,. . . ,𝑢𝑚 — аналогiчно, по змiннiй 𝑌 .

𝑛1 =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑡𝑖(𝑡𝑖 − 1)/2,

𝑛2 =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑢𝑖(𝑢𝑖 − 1)/2,

𝑛+, 𝑛− — кiлькостi узгоджених та неузгоджених пар (при цьому,
якщо ранги по хоча б однiй змiннiй у парi пов’язанi, така па-
ра не враховується нi серед узгоджених, нi серед неузгоджених),
𝑛0 = 𝑛(𝑛− 1)/2. Тодi

τ𝑏(𝑋,𝑌 ) =
𝑛+ − 𝑛−√︀

(𝑛0 − 𝑛1)(𝑛0 − 𝑛2)
.

(Нормування знову обрано так, щоб максимальне i мiнiмальне зна-
чення коефiцiєнта кореляцiї дорiвнювали ±1).

Для обчислення τ у R можна скористатись функцiєю cor(),
вказавши опцiю method="kendall"

Приклад 5.4.2.Продовжуючи приклад прикладi 5.4.1 обчисли-
мо коефiцiєнт кореляцiї Кендала для залежностi мiж iнтересом до
джинсових шортiв i рiвнем урбанiзацiї у рiзних штатах США.

O
> cor(x,tb$urban,method = "kendall")

[1] -0.2869042
△

J
Таким чином, для цього прикладу ми отримали кореляцiю Пiр-

сона 𝑟 = −0.3234017, кореляцiю Спiрмена ρ = −0.4387847 i ко-
реляцiю Кендалла τ = −0.2869042.
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Звичайно, виникає питання, яку з цих кореляцiй доцiльно обра-
ти для характеризацiї залежностi мiж рiвнем урбанiзацiї штату та
зацiкавленням джинсовими шортами серед його жителiв?

Взагалi, як правильно обирати коефiцiєнт кореляцiї? Для то-
го, щоб зрозумiти це, порiвняємо їх властивостi. Для кореляцiї
Пiрсона основнi властивостi перелiченi на с. 173.

Властивостi рангових коефiцiєнтiв кореляцiї.Наступнi вла-
стивостi однаковi для кореляцiй Спiрмена i Кендалла.

1. Коефiцiєнт кореляцiї за абсолютним значенням не переви-
щує одиницю:

−1 ≤ ρ(𝑋,𝑌 ), τ(𝑋,𝑌 ) ≤ 1.

2. Ранговий коефiцiєнт кореляцiї дорiвнює ±1 тодi i тiльки тодi,
коли залежнiсть мiж 𝑋 i 𝑌 у вибiрцi є монотонною. Якщо коефi-
цiєнт дорiвнює 1, ця залежнiсть — зростаюча, тобто з 𝑋𝑖 < 𝑋𝑗

випливає 𝑌𝑖 ≤ 𝑌𝑗 . Якщо коефiцiєнт дорiвнює -1, залежнiсть —
спадна: з 𝑋𝑖 < 𝑋𝑗 випливає 𝑌𝑖 ≥ 𝑌𝑗 .

3. Ранговi коефiцiєнти кореляцiї не змiнюються при моно-
тоннiй змiнi шкали вимiрювання 𝑋 i 𝑌 : якщо, наприклад, роз-
глянути 𝑋 ′

𝑗 = 𝑓(𝑋𝑗), де 𝑓 — строго зростаюча функцiя, то
ρ(𝑋 ′, 𝑌 ) = ρ(𝑋,𝑌 ) i τ(𝑋 ′, 𝑌 ) = τ(𝑋,𝑌 ). (Якщо 𝑓 — монотонно
спадна функцiя, кореляцiя змiнить знак).

Наприклад, ранговi коефiцiєнти не змiнюються при переходi
до логарифмiчної шкали вимiрювання.

4. Якщо змiннi𝑋 i𝑌 незалежнi, то при великих обсягах вибiрки
коефiцiєнт кореляцiї буде близьким до 0. Незалежнiсть тут треба
розумiти у статистичному значеннi: вважається, що 𝑌 i 𝑋 — не-
залежнi, якщо знання𝑋 нiяк не допомагає прогнозувати значення
𝑌 8.

5. Коефiцiєнти Спiрмена i Кендалла є робастними: наявнiсть
забруднень-викидiв не може дуже сильно вплинути на значення ко-
ефiцiєнта. При цьому τКендалла є бiльш стiйкимщодо забруднень,

8Бiльш формальне визначення поняття незалежностi i того, як воно пов’язане
з коефiцiєнтами кореляцiї, ми розглянемо далi.
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нiж ρ Спiрмена.
Проiлюструємо це наступним прикладом.
Приклад 5.4.3.Нехай незабруднена вибiрка складається зi зна-

чень (𝑋𝑗 , 𝑌𝑗) таких, що 𝑌𝑗 = 1−𝑋𝑗 ,𝑋𝑗 = 0.1(𝑗−1), 𝑗 = 1, . . . , 11.
Зрозумiло, що всi розглянутi нами кореляцiї (𝑟 Пiрсона, ρ Спiрме-
на, τ Кендалла) для такої вибiрки будуть дорiвнювати −1.

Внесемо у вибiрку забруднення, а саме, змiнимо значення для
5-го елемента на 𝑋 ′

𝑗 = 𝑐, 𝑌 ′
𝑗 = 𝑐, де 𝑐 — деяке число. Всi iншi

елементи вибiрки залишимо без змiн. Якщо взяти 𝑐 достатньо ве-
ликим, можна зробити 𝑟(𝑋 ′, 𝑌 ′) як завгодно близьким до 1. Отже
висновок про кореляцiю мiж 𝑋 i 𝑌 може змiнитись на протиле-
жний завдяки змiнi одного елемента вибiрки. Коефiцiєнти Спiр-
мена i Кендела, звичайно, також змiняться, але не так радикально:
τ не можна зробити бiльшим нiж −0.6363636, а ρ — бiльшим
нiж −0.5, яке б велике 𝑐 ми нi обрали. Тобто негативна кореляцiя
мiж основною масою спостережень буде помiчена обома цими ко-
ефiцiєнтами, причому коефiцiєнт Кендалла виявляє дещо бiльшу
стiйкiсть щодо забруднень.

У наступному скриптi-iлюстрацiї 𝑐 = 3:

O
> x<-seq(0,1,0.1)

> y<-1-x

> plot(x,y)

> cor(x,y)

[1] -1

> x[5]<-3

> y[5]<-3

> cor(x,y)

[1] 0.6783182

> plot(x,y)

> cor(x,y,method = "kendall")
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[1] -0.6363636

> cor(x,y,method = "spearman")

[1] -0.5

△
J
Дiаграми розсiювання даних вiдображенi цим скриптом див.

рис. 5.9.
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Рис. 5.9. Кореляцiя без викиду (лiворуч) i з (праворуч)

Рекомендацiї з використання коефiцiєнтiв кореляцiї.
1. Якщо у вас є теоретична модель даних, за якою змiннi по-

в’язанi лiнiйною залежнiстю, розмитою невеликими випадковими
вiдхиленнями (напр., внаслiдок похибок вимiрювання), то для по-
шуку таких залежностейможна рекомендувати кореляцiюПiрсона.

2. Кореляцiю Пiрсона доцiльно також використовувати для ха-
рактеризацiї сили залежностi, якщо на дiаграмi розсiювання не
помiтно iнших залежностей, крiм лiнiйних.

3. Якщо у даних можливi забруднення-викиди, краще викори-
стовувати кореляцiю Кендалла, оскiльки вона є найбiльш роба-
стною серед популярних коефiцiєнтiв кореляцiї. Кореляцiя Спiр-
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мена також стiйка щодо забруднень i її можна використовувати у
такому випадку, якщо для цього є якiсь додатковi причини.

4. Ранговi кореляцiї природно використовувати для аналiзу да-
них, якщо шкала вимiрювань деяких змiнних визначена лише “з
точнiстю до порядку” (порядкова шкала). Наприклад, рiвень ро-
зумового розвитку людей (IQ) прийнято визначати у балах, що
коливаються в межах вiд 60 до 140. Можна стверджувати, що лю-
дина з IQ 120 є бiльш iнтелектуально розвиненою, нiж та, що має
IQ 80. Але навряд чи має якийсь сенс твердження, що перша лю-
дина у 1.5 раза розумнiша, нiж друга. Тобто сам IQ можна було б
вимiрювати i в iнших одиницях, важливий тiльки порядок на цiй
шкалi.

5. При виборi коефiцiєнта кореляцiї важливу роль вiдiграє тра-
дицiя у данiй предметнiй областi. Наприклад, у психологiчних до-
слiдженнях з початкуXX ст. прийнято використовувати кореляцiю
Спiрмена. Зрозумiло, що порiвнювати новi науковi чи практичнi
результати зi старими психологам зручнiше, якщо для аналiзу но-
вих використовується та ж технiка, яка була застосована у попере-
днiх роботах. Тому перехiд на нову технiку кореляцiйного аналiзу
не варто проводити без достатньо поважних причин. Якщо у тако-
му випадку статистик вважає потрiбним використати кореляцiйну
технiку, вiдмiнну вiд звичної для його замовникiв, краще зробити
одразу два варiанти: старий i новий. I пояснити, чим новий варiант
кращий старого.

5.5 Сила i значущiсть кореляцiї

Коефiцiєнти кореляцiї використовують для того, щоб побачи-
ти, наскiльки сильною є залежнiсть мiж двома змiнними. У деяких
пiдручниках можна навiть знайти таку або подiбну таблицю для
визначення сили кореляцiї за значенням коефiцiєнта:

|𝑟(𝑋,𝑌 )| = 1 — змiннi пов’язанi лiнiйною функцiональною
залежнiстю;
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0.95 ≤ |𝑟(𝑋,𝑌 )| < 1—зв’язок дуже сильний, майже функцiо-
нальний;

0.75 ≤ |𝑟(𝑋,𝑌 )| < 0.95— зв’язок тiсний (сильний);
0.5 ≤ |𝑟(𝑋,𝑌 )| < 0.75— зв’язок середнiй (помiрний);
0.2 ≤ |𝑟(𝑋,𝑌 )| < 0.5— зв’язок слабкий;
|𝑟(𝑋,𝑌 )| < 0.2 — зв’язку майже немає.
(див. [19])9

Якогось серйозного наукового змiсту такi таблицi не мають,
вони призначенi для тих користувачiв, яким зручнiше оперува-
ти словесними назвами, нiж числами. Але з їхнiм використанням
пов’язана певна небезпека. Iнколи вiд замовника статистичного
аналiзу при обговореннi результатiв можна почути: “Тут кореляцiя
0.485, а менi сказали, що такi кореляцiї слабкi i нiкого не цiкавлять.
Чи не можна якось порахувати так, щоб вийшло бiльше 0.5?” Така
постановка питання є, вочевидь, цiлком неприйнятною.

З iншого боку, сама лише сильна корельованiсть двох змiнних
не обов’язково свiдчить про наявнiсть зв’язку мiж ними. Напри-
клад, якщо вибiрка складається лише з двох елементiв (𝑛 = 2), то
всi вибiрковi кореляцiї мiж змiнними дорiвнюватимуть ±1.10 Але,
звичайно, звiдси не можна робити висновки про залежностi мiж
змiнними. Зрозумiло, за двома спостереженнями взагалi не можна
робити будь-якi обґрунтованi статистичнi висновки. Однак при ве-
ликiй кiлькостi спостережень навiть порiвняно невеликi значення
коефiцiєнта кореляцiї можуть переконливо свiдчити про наявнiсть
залежностi мiж змiнними.

9У росiйськомовному iнтернетi такi таблицi можна зустрiти пiд назвою “шка-
ла Чеддока”. При спробi знайти оригiнал англiйською мовою, гугл на запит
“Chaddock correlation” видає чимало англомовних статей авторiв з росiйськими
прiзвищами, надрукованих у смiттєвих псевдо-мiжнародних журналах. Гiпотети-
чним автором “шкали” мiг би бути Charles Gilbert Chaddock, якого можна знайти
у вiкiпедiї. Вiн був американським невропатологом i психiатром XIX ст., зокре-
ма, написав роботу “A suggestion for the statistical classification of insanity”, але
кореляцiї там не згадуються. Втiм, у деяких росiйських статтях ця ж або подiбна
табличка фiгурує пiд назвами “шкала Чертока” або “шкала Е.П.Голубкова”.

10Якщо значення дослiджуваних змiнних рiзнi на рiзних елементах вибiрки.
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Таким чином, при виявленнi залежностей за допомогою коефi-
цiєнтiв кореляцiї, слiд враховувати не тiльки величину коефiцiєн-
та, а i кiлькiсть спостережень, за якими вiн розрахований. Для цьо-
го застосовується стандартна схема тестiв перевiрки статистичних
гiпотез, описана у пiдрозд. 9.1. Тут ми лише спрощено пояснимо її
застосування в аналiзi кореляцiй. Бiльш докладно див. у п. 9.7.2.

Для простоти розглянемо тест для перевiрки значущостi коре-
ляцiї з використанням коефiцiєнта кореляцiї Пiрсона 𝑟(𝑋,𝑌 ) (для
iнших коефiцiєнтiв процедура аналогiчна).

Значущiсть кореляцiї визначається для певного рiвня значущо-
стi11 α. Рiвень значущостi — це ймовiрнiсть12, з якою наша проце-
дура перевiрки буде помилково виявляти залежнiсть змiнних, якi
насправдi є незалежними. Величину α обирає замовник статисти-
чного дослiдження, виходячи з того, наскiльки небезпечними для
нього є такi помилки. Наприклад, якщо покласти α = 0.05 (це кла-
сичний вибiр для бiологiї, соцiологiї, медицини та психологiї), то
в середньому 1 раз на 20 випадкiв, коли залежностi мiж змiнними
насправдi немає, наша процедура помилково її виявить.

За значенням α визначається порiг тесту 𝐶α. Цей порiг є най-
меншим числом 𝐶 таким, щоб за вiдсутностi залежностi мiж 𝑋 i
𝑌 ймовiрнiсть того, що |𝑟(𝑋,𝑌 )| > 𝐶 не перевищувала α.

Тестова процедура має вигляд:

Якщо |𝑟(𝑋,𝑌 )| > 𝐶α — вважаємо, що значуща залежнiсть
мiж 𝑋 i 𝑌 виявлена.
Якщо |𝑟(𝑋,𝑌 )| ≤ 𝐶α—вважаємо,що залежнiсть не виявлена
(статистичнi данi не пiдтверджують гiпотезу про залежнiсть).

Чим меншим вибрати α, тим бiльшим буде 𝐶α, тобто тим бiль-
шою має бути кореляцiя, щоб тестова процедура визнала її зна-

11significance level.
12Тобто середнє значення, навколо якого коливаються вiдноснi частоти поми-

лок при застосуваннi тестової процедури.
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чущою. Тому, вибираючи менше α, ми зменшуємо ймовiрнiсть по-
милково виявити залежностi, яких немає, але перестаємо бачити
не дуже сильнi залежностi, якi насправдi є.

Порогове значення 𝐶α залежить також вiд 𝑛 — кiлькостi еле-
ментiв у вибiрцi. Iз зростанням 𝑛 порiг𝐶α зменшується. Тобто чим
бiльший обсяг вибiрки, тимменшоюможе бути значуща кореляцiя.

На комп’ютерах зазвичай використовується iнша процедура
для реалiзацiї таких тестiв. А саме, розглянемо порiг 𝐶α = 𝐶(α)
як функцiю вiд можливих значень α на iнтервалi [0, 1]. Позначимо
𝑝(𝐶)—функцiю, обернену до𝐶(α) на цьому iнтервалi: 𝑝(𝐶α) = α.
Оскiльки 𝐶(α) — спадна функцiя, то i 𝑝(𝐶) також буде спадною.
Тому нерiвнiсть

|𝑟(𝑋,𝑌 )| > 𝐶α

еквiвалентна нерiвностi

𝑝(|𝑟(𝑋,𝑌 )|) < α.

Величина 𝑝 = 𝑝(|𝑟(𝑋,𝑌 )|) називається досягнутим рiвнем зна-
чущостi13 для перевiрки незалежностi змiнних𝑋 i𝑌 за допомогою
кореляцiй Пiрсона.

З використанням досягнутого рiвня значущостi тестову про-
цедуру можна оформити так:

Якщо 𝑝 < α— вважаємо, що значуща залежнiсть мiж 𝑋 i 𝑌
виявлена.
Якщо 𝑝 ≥ α— вважаємо, що залежнiсть не виявлена (стати-
стичнi данi не пiдтверджують гiпотезу про залежнiсть).

Зрозумiло, що ця процедура цiлком еквiвалентна попереднiй:
на однакових даних обидвi процедури будуть давати однаковi ре-
зультати. Тому кажуть, що цi процедури реалiзують один i той
самий статистичний тест.

13significance, або p-value.
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Зручнiсть використання досягнутого рiвня значущостi 𝑝 поля-
гає в тому, що його можна порiвнювати з будь-яким рiвнем зна-
чущостi α, заданим користувачем. Зокрема, якщо при публiкацiї
дослiдник вказує, яке 𝑝 вiн отримав за своїми даними, то читач мо-
же сам порiвняти це значення з тим α, яке вiн вважає прийнятним,
не роблячи додаткових обчислень.

При використаннi коефiцiєнтiв Спiрмена i Кендалла тестовi
процедури будуються за тiєю ж схемою, але, звичайно, пороговi
значення 𝐶α розраховуються за iншими формулами.

У R розраховувати досягнутi рiвнi значущостi i робити перевiр-
ку залежностi на основi кореляцiй можна, використовуючи функ-
цiю cor.test(). Першi два параметри цiєї функцiї — x, y — це
змiннi, за якими розраховується кореляцiя (мають бути векторами
однакової довжини). Опцiя method дозволяє обрати тип коефiцiєн-
та кореляцiї: "pearson" (стандартно), "kendall" або "spearman".

Досягнутий рiвень значущостi для перевiрки залежностi функ-
цiя вказує у результатi виконання в атрибутi $p.value.

Приклад 5.5.1.У прикладi 5.1.2 ми розглянули залежнiсть мiж
довжиною пелюсток i чашолисткiв у квiтiв-пiвникiв виду setosa. На
рис. 5.3 видно, що виразної залежностi мiж цими змiнними немає.
Але пряма, яку ми пiдiгнали за методом найменших квадратiв для
опису залежностей “в середньому” начеб-то показує, що iз зроста-
нням довжини пелюсток зростає i середня довжина чашолисткiв.

Чи можна вважати цю залежнiсть значущою?
Обчислимо кореляцiї мiж цими змiнними:

O
> x<-iris[iris$Species=="setosa","Petal.Length"]

> y<-iris[iris$Species=="setosa","Sepal.Length"]

> cor(x,y)

[1] 0.2671758

> cor(x,y,method = "kendall")

[1] 0.2173273
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> cor(x,y,method = "spearman")

[1] 0.2788849

△
Отримали кореляцiї 𝑟(𝑋,𝑌 ) = 0.2671758, τ(𝑋,𝑌 ) = 0.2173273,
ρ(𝑋,𝑌 ) = 0.2788849. Всi значення коефiцiєнтiв вiдповiдають ва-
рiанту “зв’язок слабкий” з таблицi, що наведена на початку цього
пiдроздiлу.

Застосуємо тепер статистичнi тести, якi ми тiлькищорозгляну-
ли. Виберемо стандартний рiвень значущостiα = 0.05. Розрахуємо
досягнутi рiвнi значущостi:

O
> cor.test(x,y)$p.value

[1] 0.06069778

> cor.test(x,y,method = "kendall")$p.value

[1] 0.0447895

> cor.test(x,y,method = "spearman")$p.value

[1] 0.04985095

△
Бачимо, що досягнутий рiвень значущостi, розрахований на

основi коефiцiєнта Пiрсона 𝑟, дорiвнює 𝑝𝑟 = 0.06069778 > 0.05,
тобто кореляцiю слiд визнати незначущою: така кореляцiя не до-
зволяє стверджувати, що мiж змiнними є якась залежнiсть. На
основi коефiцiєнта Кендалла τ отримуємо 𝑝τ = 0.0447895 < α.
Тобто якщо робити висновки на основi τ, слiд визнати кореля-
цiю значущою14. На основi ρ Спiрмена ми знову мусимо прийняти
незначущiсть кореляцiї: 𝑝ρ = 0.04985095.

14Хоча 𝑟(𝑋,𝑌 ) > τ(𝑋,𝑌 )!
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Такий результат дещо спантеличує. Але слiд розумiти, жоден,
навiть найбiльш адекватний статистичний тест не гарантує вiд по-
милок: ми можемо лише сподiватись, що помилок не буде занадто
багато.

У даному випадку можна сказати, що спостережень явно не
вистачає для того, щоб зробити остаточний висновок: чи є така
кореляцiя свiдченням справжньої залежностi мiж змiнними, чи во-
на виникла внаслiдок випадкового збiгу обставин саме у цiй вибiрцi
i не буде виявлятись на iнших спостереженнях. J

Коли структуру залежностей змiнних вiдображають у виглядi
кореляцiйної мережi, ребра графа, що вiдповiдають незначущим
кореляцiям доцiльно не вiдображати. У функцiї qgraph, яку ми
розглядали в пiдрозд. 5.3, є для цього спецiальна опцiя minimum.
Якщо кореляцiя мiж змiнними менша, нiж значення, вказане у
minimum (стандартно — 0), то цi змiннi на графi не з’єднуються
ребром. Можна також вказати minimum="sig", тодi не будуть вiд-
мiчатись незначущi кореляцiї. У цьому випадку, для того, щоб
функцiя працювала правильно, їй треба задати iще опцiї alpha —
рiвень значущостi i sampleSize — обсяг вибiрки, за якою були
розрахованi кореляцiї.

Приклад 5.5.2. От як можна змiнити скрипт з прикладу 5.3.4,
щоб на кореляцiйнiй мережi виводились лише кореляцiї (Пiрсона)
значущi з рiвнем α = 0.05:

O
> library("qgraph")

> Spec<-c("setosa","versicolor","virginica")

> for(sp in Spec){

+ qgraph(cor(iris[iris$Species==sp,1:4]),

+ minimum="sig",alpha=0.05,

+ sampleSize=

+ nrow(iris[iris$Species==sp,1:4]))

+ text(-0.75,1,sp,cex=1.5)

+ }
△
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Результат — на рис. 5.10.
Вiдрiзаючи ребра, що вiдповiдають не значущим кореляцiям,

ми привертаємо бiльше уваги до значущих. Зокрема, це полегшує
порiвняння кореляцiйної структури для рiзних наборiв даних.Щоб
переконатись у цьому, порiвняйте рис. 5.8 з рис. 5.10. J

Описанi у цьомупiдроздiлi тести є дужепопулярними, але ними
не вичерпуються технiки порiвняння залежностей мiж змiнними.
Про iншi пiдходи до аналiзу залежностей див. у пiдрозд. 9.7 i 9.7.3.
На основi описаних у цих пiдроздiлах пiдходiв також можна бу-
дувати графи, що описують наявнiсть i силу виявленої залежностi
мiж парами дослiджуваних змiнних.
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Рис. 5.10. Порiвняння кореляцiй розмiрiв для пiвникiв



Роздiл 6

Основнi ймовiрнiснi
розподiли

У цьому роздiлi обговоримо теоретичнi моделi, якими у мате-
матичнiй статистицi описують розподiли даних i те, як обчислення
за цими теоретичними моделями можна проводити в R. Крiм того,
у пiдрозд. 6.5 ми побачимо, як можна створювати штучнi данi, якi
задовольняють такi теоретичнi моделi. Штучно згенерованi данi
часто використовуються для перевiрки якостi статистичних ал-
горитмiв. У наступних роздiлах книги описанi моделi розподiлiв
застосовуються для аналiзу статистичних даних.

Я намагався писати цей роздiл так,щоб йогоможна було читати
з мiнiмальними уявленнями про теорiю ймовiрностей. За потреби
читач може звернутись до Додатка Б де нагадуються основнi поня-
ття що стосуються ймовiрностей, випадкових величин, розподiлiв
та математичних сподiвань. Бiльш докладно про цi та iншi поняття
теорiї ймовiрностей можна прочитати у книгах [2, 9, 18]
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6.1 Загальнi поняття та схема
використання основних розподiлiв у R

Уматематичнiй статистицi данi прийнято розглядати як випад-
ковi об’єкти — випадковi величини або вектори, процеси, поля,
множини. . . Cтатистичнi характеристики даних природно опису-
вати в термiнах iмовiрнiсних розподiлiв цих об’єктiв.

Розподiл будь-якої випадкової величини (в.в.) ξ можна задати,
вказуючи функцiю розподiлу (ф.р.), тобто 𝐹ξ(𝑥) = P{ξ ≤ 𝑥}.
Якщо iснує така функцiя 𝑓ξ(𝑥), що 𝐹ξ(𝑥) =

r 𝑥
−∞ 𝑓ξ(𝑡)𝑑𝑡 при всiх

𝑥 ∈ R, то кажуть, що розподiл є абсолютно неперервним, а 𝑓ξ,
називаютьщiльнiстю розподiлу.Щiльнiсть також однозначно задає
розподiл.

Якщо розподiл є дискретним, тобто iснує злiченний набiр
𝑇 = {𝑡1, 𝑡2, . . . , } ∈ R, такий, що P{ξ ∈ 𝑇} = 1, то функцiю
𝑓ξ(𝑥) = P{ξ = 𝑥} можна трактувати як щiльнiсть розподiлу ξ
вiдносно лiчильної мiри. Цю функцiю iнколи також називають роз-
подiлом (або рядом розподiлу) дискретної випадкової величини
(probability mass function).

Квантилем 𝑄ξ(α) розподiлу випадкової величини ξ рiвня
α називають найменше серед чисел1 𝑥, для яких 𝐹ξ(𝑥) ≥ α.
Якщо iснує функцiя 𝐹−1

ξ (𝑥), обернена до функцiї розподiлу, то
𝑄ξ(α) = 𝐹−1

ξ (α).
Для опису розподiлу даних та функцiй вiд них (статистик) ча-

сто використовуються параметричнi моделi, у яких функцiя роз-
подiлу вважається вiдомою з точнiстю до деяких параметрiв. У на-
ступних пiдроздiлах цього роздiлу найбiльш вживанi моделi роз-
подiлiв розглянутi детальнiше. Зараз ми обмежимось загальною
схемою органiзацiї ймовiрнiсних обчислень за допомогою R.

У R для ряду найбiльш поширених параметричних моделей
реалiзованiфункцiї, що обчислюютьфункцiю розподiлу,щiльнiсть,
квантилi для заданого розподiлу та генерують псевдовипадкову

1Точнiше, 𝑄ξ(α) = inf{𝑥 ∈ R : 𝐹ξ(𝑥) ≥ α}.
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величину iз заданимрозподiлом.Цiфункцiї органiзованi за єдиною
схемою (табл. 6.1).

Таблиця 6.1. Iмена функцiй для основних iмовiрнiсних розподiлiв

Розподiл Мнемонiка Параметри
бета beta shape1, shape2
бiномiальний binom size, prob
гамма gamma shape, rate
геометричний geom prob
гiпергеометричний hyper m, n, k
експоненцiйний exp rate
Кошi cauchy location, scale
логiстичний logis location scale
логнормальний lnorm meanlog, sdlog
негативний бiномiальний nbinom size, prob
нормальний norm mean, sd
Пуассона pois lambda
рiвномiрний unif min, max
Вейбула weibull shape, scale
Вiлкоксона wilcox m,n
𝜒2 chisq df
F-Фiшера f df1, df2
T-Стьюдента t df

Iм’я функцiї утворюється з мнемонiки — скороченого iменi
розподiлу та префiкса, який вказує, що обчислює дана функцiя.
Префiкси можуть бути такими:

p — обчислення функцiї розподiлу (probability). Наприклад,
pnorm(1.96) — функцiя стандартного нормального розподiлу у
точцi 1.96 (п. 6.2.1);

d — обчислення щiльностi (density) розподiлу (для абсолютно
неперервних випадкових величин) або ймовiрностi поптрапляння
у точку (для дискретних). Наприклад,
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dbinom(1,size=1,prob=0.5) — ймовiрнiсть того, що випад-
кова величина з бiномiальним розподiлом дорiвнює 1, якщо ймо-
вiрнiсть успiху 0.5, а кiлькiсть випробувань — 1 (п. 6.3.1);

q — обчислення квантиля (quantile) заданого рiвня: значен-
ням функцiї qnorm(c(0.025,0.975)) буде вектор квантилiв рiв-
ня 0.025 i 0.975 для стандартного нормального розподiлу, тобто
(-1.959964, 1.959964);

r — генерацiя псевдовипадкових чисел (random number) iз за-
даним розподiлом: rnorm(100) генерує 100 псевдовипадкових зна-
чень, що моделюють вибiрку з незалежних стандартних нормаль-
них випадкових величин.

У функцiй з префiксами p, d i q першим параметром є вектор
значень аргументiв, для яких треба обчислити вiдповiдну функцiю
(функцiя розподiлу, щiльнiсть, квантиль). У функцiй з префiксом
r (псевдовипадкових генераторiв) перший аргумент — розмiр ви-
бiрки, тобто кiлькiсть генерованих величин.

Наступнi параметри є параметрами розподiлу. Вони рiзнi для
рiзних розподiлiв (див. третiй стовпчик табл. 6.1), але однаковi
для всiх функцiй, пов’язаних з даним розподiлом. Наприклад, для
нормального розподiлу, параметри mean та sd вказують матема-
тичне сподiвання та стандартне вiдхилення (корiнь квадратний з
дисперсiї).

У всiх функцiй з префiксом p i q є логiчний параметр-опцiя
lower.tail. Його стандартне значення — FALSE. Якщо задати
lower.tail=T, то p-функцiя буде замiсть функцiї розподiлу обчи-
слювати функцiю виживання P{ξ > 𝑥} = 1 − 𝐹ξ(𝑥), а q-функцiя
— верхнiй квантиль, тобто 𝑄ξ(1− α).

Якщо у функцiї p задати опцiю log.p=T, то вони будуть обчи-
слювати логарифм функцiї розподiлу:

O
> pnorm(-1.96,log.p=T)

[1] -3.688964

> log(pnorm(-1.96))
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[1] -3.688964

△
(Насправдi pnorm(-1.96,log.p=T) не обчислює спочатку ф.р.,
а потiм її логарифм, а одразу шукає цей логарифм за спецiаль-
ним алгоритмом наближеного обчислення. Тому такий варiант
виклику функцiї працює швидше i дає точнiший результат нiж
log(pnorm(-1.96)), хоча для бiльшостi застосувань рiзниця май-
же непомiтна).

6.2 Неперервнi розподiли на прямiй

Уцьому пiдроздiлi розглядаються найбiльш вживанi розподiли,
шо описують поведiнку випадкових величин, якi можуть набува-
ти довiльних числових значеннь на всiй прямiй, або на деякому
iнтервалi (неперервних випадкових величин).

6.2.1 Одновимiрний гауссiв (нормальний)
розподiл

Гауссiв (нормальний) розподiл2 є, мабуть, найбiльш вживаною
моделлю розподiлу неперервної випадкової величини. Кажуть, що
в.в. ξ має нормальний розподiл з параметрами µ, σ2 (позначається
ξ ∼ 𝑁(µ,σ2)), якщо щiльнiсть розподiлу ξ має вигляд

𝑓ξ(𝑥) = 𝑓(𝑥;µ,σ) =
1√
2πσ

exp

(︂
−(𝑥− µ)2

2σ2

)︂
.

Гауссiв розподiл з параметрами µ = 0, σ2 = 1 називають стандарт-
ним. Його щiльнiсть позначають

ϕ(𝑥) =
1√
2π

𝑒−𝑥2/2.

2Gaussuian, normal.
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Функцiя розподiлу ξ не записується аналiтично

𝐹ξ(𝑥) = 𝐹 (𝑥,µ,σ) =
w 𝑥

−∞
𝑓(𝑡,µ,σ)𝑑𝑡,

але її можна виразити через стандартну функцiю нормального
розподiлу3

Φ(𝑥) = 𝐹 (𝑥, 0, 1) =
1√
2π

w 𝑥

−∞
exp

(︂
− 𝑡2

2

)︂
𝑑𝑡.

Для будь-яких µ ∈ R i σ > 0

𝐹 (𝑥,µ,σ2) = Φ

(︂
𝑥− µ
σ

)︂
.

Якщо ξ ∼ 𝑁(µ,σ2), параметр µ є математичним сподiванням
та медiаною розподiлу ξ, σ2 — дисперсiя ξ. Графiки щiльностей
нормального розподiлу при рiзних значеннях параметрiв зображе-
но на рис. 6.1. Графiки на рис. 6.1 побудованi таким скриптом:

O
> plot(c(-4,4),c(0,0.8),type="n",xlab="x",ylab="")

> curve(dnorm(x,mean=0,sd=1),-4,4,lwd=2,add=T)

> curve(dnorm(x,mean=0,sd=0.5),-4,4,col="red",

+ lwd=2,lty="dashed",add=T)

> curve(dnorm(x,mean=0,sd=1.5),-4,4,col="brown",

+ lwd=2,lty="longdash",add=T)

> curve(dnorm(x,mean=1,sd=1),-4,4,col="blue",

+ lwd=2,lty="dotdash",add=T)

> legend(-4,0.75,

+ legend=c("N(0,1)","N(0,0.25)",

3 Ця функцiя виражається через спецiальну функцiю erf (гауссова функцiя
помилок, iнтеграл помилок): Φ(𝑥) = (1 + erf(𝑥/

√
2))/2, де

erf(𝑥) =
2√
π

w 𝑥

0
𝑒−𝑡2𝑑𝑡.
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+ "N(0,1.75)","N(1,1)"),

+ lty=c("solid","dashed","longdash","dotdash"),

+ lwd=c(2,2,2,2),

+ col=c(1,"red","brown","blue"))

△

Рис. 6.1. Щiльнiсть нормального розподiлу

На графiках видно, що параметр µ визначає положення точки
максимуму (пiка) гауссової щiльностi, а σ2 — гостроту пiка (чим
менше σ2, тим пiк гострiший).

У R мнемонiка нормального розподiлу— norm, параметр µ по-
значається як mean—середнє, σ—як sd (скорочення вiд standard
deviation — середньоквадратичне вiдхилення).

Важливоюособливiстю гауссового розподiлу є те,що сума кiль-
кох незалежних гауссових випадкових величин також є гауссовою.
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Точнiше, якщо ξ𝑖 ∼ 𝑁(µ𝑖,σ𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 — незалежнi, то

𝑛∑︁
𝑖=1

ξ𝑖 ∼ 𝑁

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

µ𝑖,
𝑛∑︁

𝑖=1

σ2𝑖

)︃
.

Своєю популярностi у статистицi гауссiв розподiл завдячує цен-
тральнiй граничнiй теоремi. Грубо кажучи, ця теорема стверджує,
що сума великої кiлькостi незалежних випадкових величин, дис-
персiї яких не дуже сильно вiдрiзняються, має приблизно гауссiв
розподiл. Таким чином, цей розподiл природно застосовувати для
опису випадкової поведiнки таких величин, якi складаються пiд
дiєю багатьох рiзних факторiв, не дуже залежних мiж собою, якщо
їхнi впливи на дану величину пiдсумовуються.

Наприклад, при стрiльбi з лука у мiшень вiдхилення точки, в
яку влучить стрiла, вiд центра мiшенi утворюється внаслiдок не-
точного прицiлювання, коливань тiла стрiлка при стрiльбi, поривiв
вiтру тощо. Таких факторiв багато, вони мало пов’язанi один з
одним, а їхнi впливи накладаються, створюючи результат — коор-
динату по горизонталi (або вертикалi), точки потрапляння стрiли
у мiшень. Тому таку координату природно спробувати описати га-
уссовим розподiлом.

Зовсiм не обов’язково, щоб результати реальних стрiльб дiй-
сно описувались цим розподiлом. Чому може виникати вiдхилення
вiд гауссового розподiлу? Негауссовiсть часто виникає, якщо одна
причина серед тих, що формують спостереження, є значно впли-
вовiшою, нiж iншi. Скажiмо, стрiлок може цiлитись, заплющуючи
праве або лiве око. Якщо вiн лiвим оком бачить значно краще, нiж
правим, то рiзнi варiанти заплющування очей будуть приводити до
рiзних розподiлiв координат точки потрапляння. Якщо спостерiга-
ти цi результати разом, не знаючи, яке око заплющував стрiлок при
кожному конкретному пострiлi, то ми отримаємо сумiш двох набо-
рiв спостережень з рiзними розподiлами: для лiвого i правого ока
окремо (про сумiшi див. п. 6.4.3). Навiть, коли розподiл кожного з
цих наборiв є гауссовим, розподiл їх сумiшi не буде гауссовим.
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Аналiз спостережень, що описуються гауссовим розподiлом—
один з найбiльш розвинених роздiлiв математичної статистики. У
цiй книзi оцiнюванню за гауссовими спостереженнями присвяченi
приклади 8.4.2, 8.4.3, 8.5.3, а перевiрцi гiпотез — пiдрозд. 9.5.

Багато розподiлiв, пов’язаних з гауссовим (пiвнормальний, ло-
гнормальний, хi-квадрат, T-Стьюдента, F-Фiшера), розглянемо да-
лi. Крiм того, особливого розгляду заслуговує багатовимiрний га-
уссiв розподiл.

6.2.2 Пiвнормальний розподiл

Пiвнормальним (half-normal) називають розподiл, який має
випадкова величина η = |ξ| де ξ ∼ 𝑁(0,σ2). Позначення
η ∼ HalfN(σ2). Цей розподiл природно застосовувати для мо-
делювання поведiнки величин, що визначаються як вiдхилення чо-
гось, що має нормальний розподiл, вiд середнього положення, без
урахування напрямку вiдхилення.

Щiльнiсть пiвнормального розподiлу

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥,σ) =

{︃ √
2

σ
√
π
exp

(︁
− 𝑥2

2σ2

)︁
при 𝑥 ≥ 0,

0 при 𝑥 < 0.

Функцiя розподiлу

𝐹 (𝑥) = 𝐹 (𝑥;σ2) =

{︃
2Φ(𝑥/σ)− 1 при 𝑥 > 0

0 при 𝑥 < 0.

Iнколи для параметризацiї пiвнормальних розподiлiв замiсть пара-
метра σ2 використовують

ϑ =

√
π

σ
√
2
.

Математичне сподiвання та дисперсiя пiвнормального розпо-
дiлу

Eη =
σ
√
2√
π

=
1

ϑ
, Dη =

(︂
1− 2

π

)︂
σ2.
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Медiана

med(η) = σΦ−1(3/4).

6.2.3 Логнормальний розподiл

Логнормальним (log-normal) називають розподiл, який має ви-
падкова величина η = 𝑒ξ, де ξ ∼ 𝑁(µ,σ2). Iнакше кажучи, лога-
рифм логнормальної величини має нормальний розподiл. Позна-
чення η ∼ LN(µ,σ2).

Щiльнiсть розподiлу логнормальної величини з параметрами
(µ,σ2):

𝑓η(𝑥) = 𝑓(𝑥;µ,σ) =

{︃
1

𝑥σ
√
2π

exp
(︁
− log 𝑥−µ)2

2σ2

)︁
при 𝑥 > 0,

0 при 𝑥 ≤ 0.

Графiки цiєї щiльностi при рiзних значеннях параметрiв зображенi
на рис. 6.2.

Функцiя розподiлу:

𝐹η(𝑥) =

{︃
Φ
(︁
log 𝑥−µ
σ

)︁
при 𝑥 > 0,

0 при 𝑥 ≤ 0.

Математичне сподiвання, дисперсiя i медiана:

Eη = exp(µ+ σ2/2), Dη = (𝑒σ
2 − 1)𝑒2µ+σ

2
, med(η) = 𝑒µ.

У R логнормальний розподiл має iм’я (мнемонiку) lnorm, його
параметри µ— meanlog, σ— sdlog.
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Рис. 6.2. Щiльнiсть логнормального розподiлу

Поширенiсть логнормального розподiлу серед моделей реаль-
них даних пояснюється центральною граничною теоремою аналогi-
чно тому, як це було для гауссового розподiлу. Дiйсно, якщо деяка
спостережувана величина η формується як добуток великої кiль-
костi незалежних випадкових величин, то її логарифм буде сумою
логарифмiв спiвмножникiв. Отже, внаслiдок центральної грани-
чної теореми можна сподiватись, що розподiл log η буде близьким
до гауссового, а розподiл самого η— логнормальним.

Таким чином, якщо впливи рiзних причин, щоформують дослi-
джувану величину додаються, можна очiкувати нормального роз-
подiлу, а якщо перемножаються— логнормального. Зрозумiло, що
у бiльшостi реальних дослiджень конкретний спосiб взаємодiї рiз-
них причин не описується такими простимиформулами, як сума чи
добуток. Це лише дуже спрощений спосiб мiркувань, що можуть
навести на iдею вибору вiдповiдного розподiлу. Зокрема, можна
сподiватись логнормальностi там, де розмiр, досягнутий ранiше,
пiдсилює можливостi подальшого зростання.
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Наприклад, якщо дослiджувана змiнна — розмiр капiталу рiз-
них пiдприємств деякої галузi, томожна припускати,щоцей розмiр
складається пiд дiєю багатьох причин i змiнюється з часом. Але,
якщо пiдприємство має капiтал в 1 тис. грн., навiть у сприятливих
умовах, йому важче протягом року збiльшити цей капiтал на 10
тис., нiж пiдприємству, що має капiтал 1 млн. грн. Також i втра-
ти пiд впливом несприятливих обставин у бiльшого пiдприємства
будуть бiльшi. Досягнутий пiдприємством розмiр пiдсилює вплив
випадкових причин. У цьому прикладi природно характеризувати
прирости не “на стiльки-то гривень”, а “у стiльки-то разiв”, тобто
внески випадкових впливiв перемножаються а не додаються. Отже,
скорiше слiд сподiватись логнормального розподiлу для розмiру
капiталiв.

Логнормальний розподiл належить до класу розподiлiв, що по-
роджують викиди. Тобто для вибiрки з логнормальним розподiлом
типовою є наявнiсть викидiв навiть тодi, коли забруднень сторон-
нiми спостереженнями немає.

Далi у прикладi 10.2.2 ми побачимо, що у регресiйнiй формулi,
яка пов’язує вагу i довжину оселедцiв, похибки мають логнормаль-
ний розподiл.

6.2.4 Експоненцiйний i гамма розподiли
та розподiл Лапласа

Експоненцiйним (показниковим, exponential) називають розпо-
дiл випадкової величини ξ зi щiльнiстю

𝑓ξ(𝑥) = 𝑓(𝑥; λ) =

{︃
λ𝑒−λ𝑥 при 𝑥 ≥ 0,

0 при 𝑥 < 0,

де λ > 0 — параметр, що називається iнтенсивнiстю (rate в R).
Позначення4 Exp(λ)

4Iнколи використовують параметризацiю експоненцiйних розподiлiв параме-
тром ϑ = 1/λ, який дорiвнює математичному сподiванню експоненцiйної ви-
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Функцiя розподiлу:

𝐹ξ(𝑥) = 𝐹 (𝑥; λ) =

{︃
1− 𝑒−λ𝑥 при 𝑥 ≥ 0,

0 при 𝑥 < 0.

Таким чином, експоненцiйно розподiленi випадковi величини
можуть набувати лише додатних значеннь.

Експоненцiйний розподiл часто використовують для опису ча-
су очiкування яких-небуть подiй.Це пов’язано з властивiстю вiдсу-
тностi пiслядiї, яку серед неперервних розподiлiв має лише експо-
ненцiйний. А саме, нехай час очiкування ξ деякої подiї. Припусти-
мо, що пройшов час 𝑡, але подiя не вiдбулась. Яким буде розподiл
величини (ξ− 𝑡)—часу очiкування, який залишився? Якщо ξ має
експоненцiйний розподiл, то розподiл залишкового часу чекання
той самий, що й у ξ:

P{ξ− 𝑡 < 𝑥 | ξ ≥ 𝑡} = P{ξ < 𝑥}.

Наприклад, нехай ξ — час вiд вкручування до перегоряння еле-
ктричної лампочки. Якщо перегоряння вiдбувається внаслiдок дiї
таких випадкових зовнiшнiх причин, як стрибки напруги у мере-
жi, що не пов’язанi з тривалiстю роботи лампочки, то природно
сподiватись саме вiдсутностi пiслядiї: скiльки б часу не довелось
лампочцi пропрацювати, а шансiв перегорiти протягом найближ-
чої години буде стiльки ж, як коли вона була зовсiм нова. У цьому
випадку розподiл ξ має бути експоненцiйним5.

Зрозумiло, що у реальних лампочок крiм випадкових зовнi-
шнiх причин є ще старiння внаслiдок iнтенсивної роботи. Якщо

падкової величини. Аналогiчна параметризацiя можлива для гамма-розподiлу та
розподiлу Лапласа.

5 Це правильно якщо час роботи розглядати як неперервну випадкову ве-
личину. Якщо ξ — дискретна величина (скажiмо, кiлькiсть днiв, якi лампочка
пропрацювала до перегоряння), то єдиний можливий розподiл без пiслядiї для
неї — геометричний.
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ефект старiння помiтний порiвняно з ефектами випадкових при-
чин, експоненцiйний розподiл не буде хорошоюмоделлю для опису
вiдповiдного часу чекання.

Математичне сподiвання, дисперсiя та медiана експоненцiйної
випадкової величини ξ:

E ξ =
1

λ
, D ξ =

1

λ2
, med(ξ) =

log 2

λ
.

Методи статистичного аналiзу на основi експоненцiйного роз-
подiлу розглянуто далi у прикладах 8.4.1, 8.5.1, 9.2.1.

Сума 𝑛 незалежних експоненцiйних випадкових величин ξ𝑖 з
однаковою iнтенсивнiстю λ має гамма-розподiл

ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξ𝑛 ∼ Γ(𝑛, λ).

Щiльнiсть гамма-розподiлу Γ(𝑛, λ):

𝑓(𝑥;𝑛, λ) =

{︃
λ𝑛𝑥𝑛−1

Γ(𝑛) 𝑒−λ𝑥 при 𝑥 ≥ 0,

0 при 𝑥 < 0

(тут Γ(𝑛) — гамма-функцiя вiд 𝑛, параметри 𝑛 i λ можуть бути
довiльними додатними числами).

Графiки щiльностi експоненцiйного та гамма-розподiлiв при
рiзних значеннях параметрiв зображенi на рис. 6.3.

Цей розподiл для цiлих𝑛 також називають розподiлом Ерланга.
У R експоненцiйний розподiл має мнемонiку exp, а iнтенсив-

нiсть λ вiдповiдає параметру rate. Мнемонiка гамма-розподiлу—
gamma, параметри 𝑛 =shape, λ =rate.
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Рис. 6.3. Щiльнiсть експоненцiйного та гамма розподiлiв

Рiзниця двох незалежних експоненцiйних випадкових вели-
чин ξ1 − ξ2 з iнтенсивнiстю λ має розподiл Лапласа (позначення:
Laplace(0, λ)). Щiльнiсть розподiлу Лапласа Laplace(µ, λ):

𝑓ξ(𝑥) = 𝑓(𝑥;µ, λ) =
λ

2
𝑒−λ|𝑥−µ|.

Щодо утворення викидiв експоненцiйний розподiл вважається
промiжним. Розподiли, у яких функцiя розподiлу спадає на не-
скiнченностi повiльнiше, нiж експоненцiйна, породжують викиди
(це розподiли з важкими хвостами, як T-розподiл Стьюдента або
розподiл Парето). Якщо функцiя розподiлу спадає швидше, нiж
експоненцiйна, такий розподiл викидiв не породжує (розподiли
з легкими хвостами — такi як нормальний розподiл). Вибiрки з
експоненцiйного розподiлу на гiстограмi часто утворюють окре-
мi стовпчики, що не дуже сильно вiдхиляються вiд основної маси
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спостережень. Їх iнколи називають “помiрними викидами”.
У R функцiї для роботи з розподiлом Лапласа є у бiблiотецi

rmutil. Вони мають мнемонiку laplace i працюють аналогiчно
до iнших ймовiрнiсних функцiй R. Параметр µ у цих функцiях
позначається m, параметр λ— s.

6.2.5 Розподiли екстремальних типiв: Вейбулла,
Фреше i Гумбеля

Як було зазначено, нормальнi випадковi величини природно ви-
никають при пiдсумовуваннi, логнормальнi — при множеннi впли-
вiв. Але крiм пiдсумовування та множення можливе також фор-
мування спостережуваного результату як максимуму або мiнiму-
му деякого набору незалежних випадкових величин. Наприклад,
мiцнiсть ланцюга на розрив дорiвнює мiцностi найслабшої його
ланки. Аналогiчно центральнiй граничнiй теоремi iснує теорема
про можливi граничнi розподiли максимумiв та мiнiмумiв великої
кiлькостi незалежних випадкових величин. Iснують три типи таких
розподiлiв: Вейбулла, Фреше i Гумбеля.

Розподiл Вейбулла визначається функцiєю розподiлу:

𝐹ξ(𝑥) =

{︃
1− 𝑒−(𝑥/λ)𝑘 при 𝑥 ≥ 0,

0 при 𝑥 < 0.

Тут 𝑘 > 0, λ > 0 — параметри розподiлу. Параметр λ називають
параметром масштабу (scale), а 𝑘 — параметром форми (shape).
При використаннi у матерiалознавствi 𝑘 називають вейбулловим
параметром матерiалу. Виявляється, що мiцнiсть виробу або час
роботи приладу до вiдмови часто мають розподiл Вейбулла, при-
чому параметр 𝑘 залежить переважно вiд матерiалу, з якого зро-
блений вирiб, а не вiд його конструктивних особливостей.

Щiльнiсть розподiлу Вейбулла:

𝑓ξ(𝑥) =

{︃
𝑘
λ

(︀
𝑥
λ

)︀𝑘−1
𝑒−(𝑥/λ)𝑘 при 𝑥 ≥ 0,

0 при 𝑥 < 0.
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Математичне сподiвання i дисперсiя випадкової величини ξ з роз-
подiлом Вейбулла:

E ξ = λΓ

(︂
1 +

1

𝑘

)︂
, D ξ = λ2

[︃
Γ

(︂
1− 2

𝑘

)︂
−
(︂
Γ

(︂
1 +

1

𝑘

)︂)︂2
]︃
.

У R розподiл Вейбулла має мнемонiку weibull.
Застосування розподiлу Вейбулла для опису тривалостi роботи

вальниць розглянуто у прикладах 8.6.2 i 9.3.2.
Розподiли Гумбеля i Фреше менше застосовуються як моделi

розподiлiв реальних даних, нiж розподiл Вейбулла. Наведемо їх
функцiї розподiлу. Для розподiлу Гумбеля (лог-вейбулiв розподiл):

𝐹ξ(𝑥) = exp
(︁
−𝑒−(𝑥−µ)/β

)︁
,

де µ, β— параметри розподiлу.
Для розподiлу Фреше:

𝐹ξ(𝑥) =

{︃
exp(−(𝑥/𝑠)−α) при 𝑥 ≥ 0,

0 при 𝑥 < 0.

де α i 𝑠— параметри розподiлу.

6.2.6 Рiвномiрний розподiл

Випадкова величина ξ має рiвномiрний (uniform) розподiл на
iнтервалi [𝑎, 𝑏], якщо її щiльнiсть

𝑓ξ(𝑥) = 𝑓(𝑥; 𝑎, 𝑏) =

{︃
1

𝑏−𝑎 при 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,

0 при 𝑥 ̸∈ [𝑎, 𝑏].

Функцiя розподiлу

𝐹ξ(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥−𝑎
𝑏−𝑎 при 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,

0 при 𝑥 < 𝑎,

1 при 𝑥 > 𝑏.
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Позначення ξ ∼ Unif[𝑎, 𝑏].
Математичне сподiвання, дисперсiя, медiана:

E ξ = med(ξ) =
1

2
(𝑎+ 𝑏), D ξ =

1

12
(𝑏− 𝑎)2.

У R мнемонiка рiвномiрного розподiлу — unif, параметри
𝑎 =min, 𝑏 =max.

Рiвномiрний розподiл використовують для опису “похибок
округлення”. Наприклад, якщо довжину яких-небудь досить дов-
гих предметiв вимiрювати лiнiйкою, що має лише сантиметровi
подiлки, i брати округлення до найближчої подiлки, то розподiл
похибки (у сантиметрах) буде рiвномiрним на [−1/2, 1/2]. Якщо
округлювати, вiдкидаючи дробову частину, рiвномiрним на [0, 1].
У страховiй справi при контрактах з виплатою страхової суми на-
прикiнцi року iнтервал мiж страховою подiєю та виплатою за нею
вважають рiвномiрно розподiленим протягом року.

Статистика рiвномiрного розподiлу має свої особливостi, ча-
сом несподiванi для тих, хто звик до аналiзу даних з неперервною
щiльнiстю розподiлу, див. приклад 8.4.5.

Нехай ξ1, ξ2 — незалежнi, рiвномiрно розподiленi випадковi
величини на [0, 1]. Тодi η = ξ1 − ξ2 має симетричний трикутний
розподiл на [−1, 1] (розподiл Сiмпсона) з щiльнiстю

𝑓η(𝑥) = (1− |𝑥|)1{|𝑥| < 1},

ξ1 + ξ2 має симетричний трикутний розподiл на [0, 2], а |ξ1 − ξ2|
має трикутний розподiл з щiльнiстю

𝑓|η|(𝑥) = 2(1− 𝑥)1{0 < 𝑥 < 1}.

У загальному випадку трикутний розподiл (triangular distribution)
на iнтервалi [𝑎, 𝑏] з модою (вершиною) у 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] задається своєю
щiльнiстю

𝑓ξ(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2(𝑥−𝑎)

(𝑏−𝑎)(𝑐−𝑎) при 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑐,
2(𝑏−𝑥)

(𝑏−𝑎)(𝑏−𝑐) при 𝑐 < 𝑥 ≤ 𝑏,

0 при 𝑥 ̸∈ [𝑎, 𝑐].
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Позначення Triangle(𝑎, 𝑏, 𝑐).
Математичне сподiвання, дисперсiя та медiана трикутного роз-

подiлу:

E ξ =
𝑎+ 𝑏+ 𝑐

3
, D ξ =

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏− 𝑎𝑐− 𝑏𝑐

18
,

med(ξ) =

⎧⎨⎩𝑎+

√︁
(𝑏−𝑎)(𝑐−𝑎)

2 при 𝑐 ≥ (𝑎+ 𝑏)/2,

𝑏−
√︁

(𝑏−𝑎)(𝑐−𝑎)
2 при 𝑐 ≤ (𝑎+ 𝑏)/2.

Графiки щiльностi рiвномiрного та трикутного розподiлiв при
рiзних значеннях параметрiв зображенi на рис. 6.4.

Рис. 6.4. Щiльностi рiвномiрного i трикутного розподiлу

Трикутний розподiл у загальнiй формi iнколи використовують
для пiдгонки розподiлу даних, зосереджених на скiнченному iн-
тервалi, особливо, якщо даних небагато i вiдомо, що щiльнiсть
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має бути унiмодальною (тобто мати єдиний максимум). Вибiр саме
трикутного розподiлу для таких задач не має теоретичного обґрун-
тування i пов’язаний переважно з простотою запису щiльностi та
функцiї розподiлу.

6.2.7 Розподiли, пов’язанi з гауссовим: 𝜒2, T i F

Є три типи розподiлiв, якi не часто застосовуються для опи-
су реальних даних, але дуже часто виникають при використаннi
статистичних алгоритмiв: 𝜒2-розподiл, T-розподiл Стьюдента та
F-розподiл Фiшера. Наведемо їхнi означення i коротко опишемо
їхнi властивостi.

Розподiл𝜒2.Кажуть, що випадкова величина ξмає розподiл𝜒2

з ν ступенями вiльностi, якщо щiльнiсть її розподiлу має вигляд:

𝑓ξ(𝑥) =

{︃
𝑥𝑘/2−1𝑒−𝑥/2

2𝑘/2Γ(𝑘/2)
якщо 𝑥 > 0,

0 якщо 𝑥 < 0.

Розподiл 𝜒2 — це частковий випадок Γ-розподiлу.
Позначення: ξ ∼ 𝜒2

ν.
Якщо η1,. . . ,ην —незалежнi стандартнi гауссовi випадковi ве-

личини, то

ξ =
ν∑︁

𝑖=1

(η𝑖)
2

має 𝜒2-розподiл з ν ступенями вiльностi.

E ξ = ν, D ξ = 2ν.

Мнемонiка розподiлу 𝜒2 у R— chisq, параметр df=ν— кiлькiсть
ступенiв вiльностi ν.

T-розподiл Стьюдента.Кажуть, що випадкова величина ξ має
T-розподiл Стьюдента з ν ступенями вiльностi, якщо щiльнiсть її
розподiлу має вигляд

𝑓ξ(𝑥) =
Γ
(︀
ν+1
2

)︀
√
νπΓ

(︀
ν
2

)︀ (︂1 + 𝑥2

ν

)︂−ν+1
2

.
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Ця щiльнiсть є симетричною навколо 0. Розподiл має важкi хвости
— вибiрки з спостережень з T-розподiлом часто мають викиди
навiть тодi, коли вони не забрудненi.

Позначення ξ ∼ Tν.
Якщо η0,η1, . . . ,ην—незалежнi стандартнi гауссовi випадковi

величини, то випадкова величина

ξ =
η0√︁

1
ν

∑︀ν
𝑖=1(η𝑖)

2

має T-розподiл Стьюдента з ν ступенями вiльностi.

E ξ = 0, med(ξ) = 0.

Якщо ν > 2, то D ξ = ν/(ν − 2). При ν ≤ 2 скiнченної дисперсiї
у ξ немає.

Мнемонiка T-розподiлу Стьюдента у R: t. Параметр df=ν —
кiлькiсть ступенiв вiльностi.

F-розподiл Фiшера. Цей розподiл має два параметри ν1 —
кiлькiсть ступенiв вiльностi чисельника i ν2 — кiлькiсть ступенiв
вiльностi знаменника. (Позначається ξ ∼ 𝐹 (ν1,ν2)). Така назва
параметрiв пов’язана з тим, що 𝐹 (ν1,ν2)-розподiл має випадкова
величина

ξ =
1
ν1

∑︀ν1
𝑖=1(η𝑖)

2

1
ν2

∑︀ν2
𝑖=1(ζ𝑖)

2
,

де η𝑖, ζ𝑗 — незалежнi в сукупностi стандартнi гауссовi випадковi
величини.

Щiльнiсть 𝐹 (ν1,ν2)-розподiлу:

𝑓ξ(𝑥) =
1

𝐵
(︀
ν1
2 ,

ν2
2

)︀ (︂ν1
ν2

)︂ν1/ν2
𝑥ν1/2−1 (1 + ν1𝑥/ν2)

−(ν1+ν2)/2

при 𝑥 > 0. (Тут 𝐵(𝑎, 𝑏)— бета-функцiя).
Математичне сподiвання i дисперсiя 𝐹 (ν1,ν2)-розподiлу:

E ξ =
ν2

ν2 − 2
(при ν2 > 2),
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D ξ =
2(ν2)

2(ν1 + ν2 − 2)

ν1(ν2 − 2)2(ν2 − 4)
(при ν2 > 4).

Мнемонiка F-розподiлу у R: f. Параметри: df1=ν1 —кiлькiсть сту-
пенiв вiльностi чисельника, df2=ν2 —кiлькiсть ступенiв вiльностi
знаменника.

6.3 Дискретнi розподiли на прямiй

Дискретними називають випадковi величини, якi можуть при-
ймати лише значень з деякої фiксованої скiнченної чи хоча б злi-
ченної множини. Найбiльш популярнi дискретнi розподiли вiдпо-
вiдають випадковим величинам зi значеннями у множинi цiлих
невiд’ємних чисел.

Нагадаємо, що у дискретних розподiлiв немає щiльностi у
звичайному розумiннi (тобто вiдносно мiри Лебега), але можна
розглядати їхнi щiльностi вiдносно лiчильної мiри. Таку щiль-
нiсть для дискретної випадкової величини ξ ми позначатимемо
𝑓ξ(𝑥) = P{ξ = 𝑥}. Цю функцiю називають розподiлом ймовiрно-
стей для ξ.

6.3.1 Бiномiальний розподiл

Бiномiальний (binomial) розподiл традицiйно описують як роз-
подiл кiлькостi успiхiв у серiї з 𝑛 незалежних випробувань, якщо
ймовiрнiсть успiху у кожному випробуваннi дорiвнює 𝑝. Позна-
чення ξ ∼ Binom(𝑛, 𝑝). Зрозумiло, що 𝑛 — натуральне число,
0 < 𝑝 < 1.

Розподiл ймовiрностей ξ:

𝑓ξ(𝑘) = P{ξ = 𝑘} = 𝐶𝑘
𝑛𝑝

𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛,

де
𝐶𝑘
𝑛 =

𝑛!

𝑘!(𝑛− 𝑘)!
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— кiлькiсть комбiнацiй з 𝑛 по 𝑘 (бiномiальний коефiцiєнт).
У R мнемонiка бiномiального розподiлу — binom, параметри

— 𝑛 =size, 𝑝 =prob.
Математичне сподiвання та дисперсiя:

E ξ = 𝑛𝑝, D ξ = 𝑛𝑝(1− 𝑝).

Якщо ξ𝑗 ∼ Binom(𝑛𝑖, 𝑝) — незалежнi випадковi величини, то∑︀𝑚
𝑗=1 ξ𝑗 ∼ Binom(

∑︀𝑚
𝑗=1 𝑛𝑗 , 𝑝).

Зрозумiло, що поняття “успiх” в означеннi бiномiального роз-
подiлу можна трактувати досить широко. Скажiмо, нехай у де-
якому технологiчному процесi ймовiрнiсть виробити бракований
вирiб дорiвнює 𝑝 i брак у окремих виробах виникає незалежно вiд
iнших виробiв. Тодi кiлькiсть бракованих у серiї 𝑛 виробiв буде
мати Binom(𝑛, 𝑝) розподiл, хоча отримання бракованої продукцiї
важко назвати успiхом.

Якщо кiлькiсть випробувань 𝑛 достатньо велика, а ймовiрнiсть
успiху 𝑝 не є близькою до 0 або 1, то бiномiальний розподiл є
близьким до нормального:

P {ξ < 𝑥} ≈ Φ

(︃
𝑥− 𝑛𝑥√︀
𝑛𝑝(1− 𝑝)

)︃

(це наслiдок центральної граничної теореми).
Якщо 𝑛 — велике, а 𝑝 — мале, причому величина λ = 𝑛𝑝

має помiрне значення, бiномiальний розподiл добре наближається
розподiлом Пуассона:

P{ξ = 𝑘} ≈ λ𝑘

𝑘!
𝑒−λ, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

(це гранична теорема Пуассона).
Ми застосуємо бiномiальний розподiл для аналiзу цiкавої iсто-

ричної проблеми у прикладi 9.2.3.
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6.3.2 Розподiл Пуассона

Розподiл Пуассона (Poisson distribution) задається ймовiрно-
стями

𝑓ξ(𝑘) =
λ𝑘

𝑘!
𝑒−λ, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

де λ > 0 — параметр розподiлу. Позначення ξ ∼ Poiss(λ). У R

мнемонiка розподiлу Пуассона — pois, параметр λ =lambda.
Математичне сподiвання та дисперсiя:

E ξ = λ, D ξ = λ.

Якщо ξ𝑗 ∼ Poiss(λ𝑗) — незалежнi випадковi величини, то

𝑚∑︁
𝑗=1

ξ𝑗 ∼ Poiss

⎛⎝ 𝑘∑︁
𝑗=1

λ𝑗

⎞⎠ .

Розподiл Пуассона називають “розподiлом рiдкiсних подiй”.
Це пов’язано з граничною теоремою Пуассона, яку неформально
можна сформулювати таким чином.

Якщо кожна з великої кiлькостi (𝑛) незалежних подiй може
вiдбутись з малою ймовiрнiстю 𝑝, то кiлькiсть подiй що вiдбулись
має приблизно пуассонiв розподiл з параметром λ = 𝑛𝑝.

Наприклад, спонтанний розпад ядер радiоактивних елементiв
вiдбувається випадково, причому ядра розпадаються зi сталою iн-
тенсивнiстю незалежно одне вiд одного. Ймовiрнiсть того, що кон-
кретне ядро розпадеться, мала, але кiлькiсть ядер у зразку речо-
вини — велика. Тому кiлькiсть радiоактивних розпадiв у зразку,
зареєстрована рахiвником Гейгера протягом певного часу, має Пу-
ассонiв розподiл. Параметр λ у цьому прикладi можна трактувати
як середнє значення, навколо якого будуть коливатись кiлькостi
розпадiв у довгiй серiї однотипних вимiрювань. Якщо розпадiв
багато, за центральною граничною теоремою розподiл їхньої кiль-
костi має бути приблизно нормальним.
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I дiйсно, розподiл Пуассона наближається до нормального при
великих λ. Тому використовувати його для опису даних доцiльно
лише при невеликих λ, коли кiлькостi спостережуваних подiй що
вiдбулись невеликi (не перевищують 2-3 десятки). Звiдси i назва
— розподiл рiдкiсних подiй.

У прикладi 9.6.3 ми побачимо, що цей розподiл добре описує
результати обстрiлу Лондона ракетами Фау-2 у II свiтовiй вiйнi.

6.3.3 Геометричний розподiл

Геометричний розподiл (geometric distribution) — це розподiл
кiлькостi невдач у серiї незалежних випробувань, якi треба прове-
сти до першого успiху, якщо ймовiрнiсть успiху у кожному випро-
буваннi дорiвнює 𝑝. Позначення ξ ∼ Geom(𝑝).

Ймовiрностi геометричного розподiлу:

𝑓ξ(𝑘) = P{ξ = 𝑘} = 𝑝(1− 𝑝)𝑘 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Iнколи використовують iнше означення геометричного розподi-
лу, в якому розраховується кiлькiсть всiх випробувань, потрiбних
для отримання успiху, включаючи те останнє, яке виявилось успi-
шним, тобто розглядається величина η = ξ + 1 з розподiлом
𝑓η(𝑥) = P{ξ = 𝑘} = 𝑝(1 − 𝑝)𝑘−1, 𝑘 = 1, 2, . . . . Яке означення
використовується, можна зрозумiти з контексту.

Математичне сподiвання та дисперсiя геометричного розподi-
лу:

E ξ =
1− 𝑝

𝑝
, D ξ =

1− 𝑝

𝑝2
.

У R мнемонiка геометричного розподiлу geom, параметр (ймо-
вiрнiсть успiху) 𝑝 =prob.

Геометричний розподiл вiдiграє для дискретних випадкових ве-
личин роль, аналогiчну ролi експоненцiйного розподiлу для непе-
рервних випадкових величин. Вiн є єдинимдискретним розподiлом
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з властивiстю вiдсутностi пiслядiї. Тому його природно використо-
вувати для опису часу очiкування подiй, якi вiдбуваються внаслi-
док зовнiшнiх причин, не пов’язаних зi змiнами дослiджуваного
об’єкта.

Скажiмо, нехай у прикладi з тривалiстю роботи електричної
лампочки вiд вкручування до перегоряння з п. 6.2.4 час вимiрює-
ться у цiлих днях, якi лампочка пропрацювала. Тодi вiдповiдна ви-
падкова величина матиме геометричний розподiл, якщо лампочка
перегоряє пiд впливом зовнiшнiх випадкових обставин, незалежно
вiд часу її попередньої роботи. У такiй трактовцi “успiх” — це
перегоряння лампочки у даний день, 𝑝 — ймовiрнiсть цiєї подiї,
котра вважається сталою.

6.4 Комбiнацiї та перетворення розподiлiв

Звичайно, можливi розподiли випадкових даних не обмежу-
ються перелiченими у попереднiх пiдроздiлах. Одна з можливо-
стей бiльш гнучкого моделювання розподiлу реальних даних —
комбiнування кiлькох стандартних розподiлiв або перетворення
випадкових величин iз заданим розподiлом. Iнколи таку технi-
ку використовують без змiстовного обґрунтування: перетворен-
ня/комбiнацiю обирають так, щоб вона вiдповiдала реально спо-
стережуваному, наприклад, на гiстограмi розподiлу даних. Якщо
iнших можливостей немає, така технiка допустима.

Проте ми зараз зосередимось на iншому пiдходi, коли модель
розподiлу обирається на основi певних теоретичних мiркувань про
природу випадковостi дослiджуваних даних.

6.4.1 Зрiзанi розподiли

Нехай випадкова величина ξ має розподiл 𝐹 . Зрiзаним6 (обме-
женим) на iнтервал [𝑎, 𝑏) розподiлом називають умовний розподiлξ

6Truncated distribution.
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за умови, що ξ ∈ [𝑎, 𝑏). Функцiя розподiлу для зрiзаного розподiлу

𝐹[𝑎,𝑏)(𝑥) = P{ξ < 𝑥 | ξ ∈ [𝑎.𝑏)} =
𝐹ξ(𝑥)

𝐹ξ(𝑏)− 𝐹ξ(𝑎)
,

де 𝐹ξ(𝑥) = P{ξ < 𝑥}—функцiя розподiлу ξ.
Якщо ξ має щiльнiсть розподiлу 𝑓ξ, то щiльнiсть зрiзаного

розподiлу

𝑓[𝑎,𝑏)(𝑥) =
𝑓ξ(𝑥)

𝐹ξ(𝑏)− 𝐹ξ(𝑎)
.

Приклад 6.4.1. Зрiзаний експоненцiйний розподiл.
Нехай данi з ремонтної майстернi являють собою тривалiсть

роботи деяких приладiв вiд моменту продажу до повернення для
ремонту по гарантiї виробника. Гарантiя дається на 3 роки з момен-
ту продажу. Визначимо, яким може бути розподiл такої тривалостi.

Зазвичай гарантiя видається на такий термiн, за який ефекти
старiння приладу не створюють додаткових загроз йогофункцiону-
ванню. Тому основними причинами вiдмови мають бути випадковi
зовнiшнi обставини. У цьому випадку, як ми бачили у п. 6.2.4, роз-
подiл часу вiд початку експлуатацiї до вiдмовиприродно описувати
експоненцiйним розподiлом. Але нашi данi мiстять тривалостi ро-
боти лише тих приладiв, у яких вiдмова сталась до закiнчення дiї
гарантiї. Як працювали прилади, що пережили гарантiйний термiн
— нам невiдомо.

Отже, розподiл спостережуваних даних—це умовний розподiл
часу до вiдмови, за умови, що вiн птрапляє у iнтервал [0, 3) (якщо
час вимiрюється у роках). Отримуємо зрiзаний експоненцiйний
розподiл з функцiєю розподiлу

𝐹ξ(𝑥) = 𝐹 (𝑥; λ, 𝑐) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 при 𝑥 < 0,
1−𝑒−λ𝑥

1−𝑒−λ𝑐
при 0 < 𝑥 ≤ 𝑐,

1 при 𝑥 > 𝑐,

де 𝑐 — “порiг зрiзання” (у нашому прикладi 𝑐 = 3). Щiльнiсть
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цього розподiлу

𝑓ξ(𝑥) = 𝑓(𝑥; λ, 𝑐) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 при 𝑥 < 0,
λ𝑒−λ𝑥

1−𝑒−λ𝑐
при 0 < 𝑥 ≤ 𝑐,

0 при 𝑥 > 𝑐.

Щiльнiсть зрiзаного експоненцiйного розподiлу порiвняно з екс-
поненцiйною щiльнiстю див. на рис. 6.5.

Рис. 6.5. Щiльнiсть експоненцiйного (Exponential) та зрiзаного
експоненцiйного (Truncated) розподiлiв

Для генерацiї псевдовипадкових чисел зi зрiзаним експонен-
цiйним розподiлом можна використати означення цього розподiлу
як умовного. Функцiю rexptr(), що реалiзує цю iдею, можна за-
дати таким скриптом:

O
> rexptr<-function(lambda=1,trun=1){

+ repeat{ x<-rexp(1,lambda); if(x<trun) break}

+ }
△
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— у циклi repeat генерацiя експоненцiйно розподiлених псев-
довипадкових чисел з iнтенсивнiстю lambda продовжується доти,
доки чергове число не виявиться меншим, нiж порiг зрiзання trun.
Це число стає значенням, яке повертає функцiя. J

Ми використаємо зрiзаний експоненцiйний розподiл у рядi
прикладiв, зокрема, у прикладi 8.1.4.

Зрозумiло, що зрiзання можливе не тiльки для експоненцiйно-
го, а i для будь-якого iншого розподiлу. Наприклад, пiвнормальний
розподiл можна трактувати як зрiзаний нормальний на iнтервалi
[0,∞).

Приклад 6.4.2. Пуассонiв розподiл зi зрiзаним нулем. Роз-
глянемо знову майстерню з ремонту деяких приладiв. Нехай для
кожного ремонтованого приладу у майстернi записують, скiльки
рiзних дефектiв у ньому було виявлено. Яким може бути розподiл
кiлькостi дефектiв в одному приладi?

Якщо вважати, що дефекти виникають незалежно один вiд
одного, причому ймовiрнiсть появи кожного дефекту мала, то ми
маємо справу з кiлькiстю рiдкiсних подiй, тобто можна сподiватись
розподiлу Пуассона. Але зрозумiло, що прилад з нульовою кiлькi-
стю дефектiв не потрапить до ремонтної майстернi. Тому природно
розглянути як кандидата на роль розподiлу таких даних пуасонiв,
але зi зрiзаним нулем7:

P{кiлькiсть дефектiв = 𝑘} = P{ξ = 𝑘 |ξ ̸= 0} =
λ𝑘

𝑘!(𝑒λ − 1)
,

де ξ ∼ Poiss(λ).
Математичне сподiвання i дисперсiя випадкової величини η з

цим розподiлом:

Eη =
λ

1− 𝑒−λ
,Dη =

λ

1− 𝑒−λ

(︂
1− λ

𝑒λ − 1

)︂
.

Статистика таких розподiлiв обговорюється у прикладах 8.1.5 та
9.4.1. J

7Zero-truncated Poisson distribution.
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6.4.2 Суми незалежних випадкових величин

Iнколи буває природно трактувати спостережувану випадкову
величину як суму/рiзницюдвох або бiльше незалежних випадкових
величин. Наприклад, якщо деяка велична ξ вимiрюється з похиб-
кою вимiрювання ε, причому розподiл похибки не залежить вiд
значення ξ, то спостережувана величина 𝑋 = ξ + ε буде сумою
двох незалежних випадкових величин.

Нехай ξ та η — незалежнi випадковi величини, розподiл ξ є
𝐹 , а розподiл η — G. Тодi розподiл 𝐻 їх суми 𝑋 є згорткою8 𝐹
i 𝐺 (позначається 𝐻 = 𝐹 ⋆ 𝐺). Для функцiй розподiлу згортка
визначається як

𝐻(𝑥) =
w ∞

−∞
𝐹 (𝑥− 𝑡)𝐺(𝑑𝑡) =

w ∞

−∞
𝐺(𝑥− 𝑡)𝐹 (𝑑𝑡).

Для щiльностей розподiлу:

ℎ(𝑥) =
w ∞

−∞
𝑓(𝑥− 𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 =

w ∞

−∞
𝑔(𝑥− 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Якщо ξ та η—дискретнi випадковi величини, якi набувають лише
цiлих значеннь, то

P{𝑋 = 𝑘} =

∞∑︁
𝑗=−∞

P{ξ = 𝑘 − 𝑗}P{η = 𝑗} =

=

∞∑︁
𝑗=−∞

P{η = 𝑘 − 𝑗}P{ξ = 𝑗}.

Розглянемо кiлька прикладiв, коли природно використовувати
згортки для опису розподiлу спостережень. Цi приклади матимуть
дещо штучний вигляд, оскiльки пiдбирались з демонстрацiйною
метою, однак їхнi бiльш складнi аналоги досить часто зустрiчаю-
ться у медико-бiологiчнiй та економiчнiй статистицi.

Приклад 6.4.3. Дослiджується вплив малих доз iонiзуючого
опромiнення на утворення певної мутацiї у культурi клiтин. Зразки

8Convolution.
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культури опромiнюються з низькою iнтенсивнiстю протягом три-
валого часу. Мутацiя виявляється у момент подiлу мутантної клi-
тини. Спостережувана величина — час вiд початку опромiнення
до виявлення мутацiї.

Мутацiї пiд дiєю опромiнення виникають тодi, коли опромiне-
ння потрапляє у “мiшень” — молекулу ДНК. Це може вiдбутись
випадково у будь-який момент часу. При цьому розподiл залишко-
вого часу до моменту мутацiї не залежить вiд того, скiльки на неї
чекали. Отже, для часу вiд початку експерименту до виникнення
мутацiї (ξ) природним буде експоненцiйний розподiл. Але пiсля
виникнення повинен iще пройти час до подiлу клiтини, коли мута-
цiя буде виявлена. Нехай кожна клiтина дiлиться точно через два
тижнi пiсля попереднього подiлу. Тодi час вiд виникнення мутацiї
до моменту подiлу (η) природно вважати рiвномiрно розподiленим
на двотижневому iнтервалi. Часовi iнтервали ξ i η є незалежними9
i їх треба додати, щоб отримати спостережувану величину — час
вiд початку експерименту до виявлення мутацiї 𝑋 = ξ+ η.

Маємо ξ ∼ Exp(λ), η ∼ Unif[0, 𝑐]. Щiльнiсть розподiлу 𝑋

𝑓𝑋(𝑥) =
w
𝑓ξ(𝑥− 𝑡)𝑓η(𝑡)𝑑𝑡 =

w 𝑐

0

1

𝑐
λ𝑒−λ(𝑥−𝑡)

1{𝑥− 𝑡 > 0}𝑑𝑡 =

=
λ

𝑐
𝑒−λ𝑥

w min(𝑐,𝑥)

0
𝑒λ𝑡𝑑𝑡 =

=
1

𝑐
𝑒−λ𝑥(𝑒λmin(𝑐,𝑥) − 1).

Графiк 𝑓𝑋 для λ = 1/2, 𝑐 = 2 зображено на рис. 6.6.

9Якщо мутацiя нiяк не впливає на початок подiлу.
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Рис. 6.6. Щiльнiсть суми експоненцiйної та рiвномiрної випадкових
величин

Цей графiк можна вiдобразити таким скриптом:

O
> l<-0.5

> c0<-2

> x<-seq(0,10,0.01)

> y<-sapply(x,function(x)

+ {exp(-l*x)*(exp(l*min(c0,x))-1)/c0}

+ )

> plot(x,y,lwd=2,col="red",

+ type="l",xlab="x",ylab="density")
△

J
Приклад 6.4.4. Два приятелi Андрiй i Василь стоять на перонi

метро, чекаючи на поїзди. Вони збираються їхати у протилежних
напрямках. В обох напрямках поїзди йдуть з iнтервалом 7 хв, при-
чому iнтервал мiж приходом поїзда “туди” i наступним поїздом
“назад”10 рiвномiрно розподiлений на [0,7].

10Цей iнтервал, вочевидь, є одним i тим самим для всiх поїздiв, що дотримую-
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Спостерiгається величина𝑋 —час, який пройде мiж вiд’їздом
Андрiя i вiд’їздом Василя, причому, якщо Андрiй виїхав першим,
ця величина додатна, i вiд’ємна, якщо першим поїхав Василь. Яким
буде розподiл 𝑋?

Якщоприятелi прийшлине спецiально до вiдправлення якогось
поїзда, а у випадковий момент часу, не пов’язаний з розкладом
руху, то час чекання до вiдправлення кожного з них є рiвномiрним
на [0,7]. За умовою задачi цi часи незалежнi мiж собою i 𝑋 —
їхня рiзниця. Отже, 𝑋 має симетричний трикутний розподiл на
iнтервалi [−7, 7]. J

Приклад 6.4.5. Турист, що подорожує автостопом, чекає на
шосе попутну машину, щоб проїхати до мiста, на вокзал. Яким
буде розподiл часу 𝑋 вiд початку чекання до приїзду на вокзал?

Цей час складається з двох доданкiв: ξ — час чекання на зу-
пинку попутної машини i η — час, витрачений на дорогу. Для ξ
природно припускати експоненцiйний розподiл (попутнi машини
їздять по шосе незалежно вiд того, чекає їх турист чи нi), для η—
нормальний розподiл (затримки у дорозi можуть виникати з рiз-
них, бiльш-менш незалежних мiж собою причин i пiдсумовуються
у загальнiй тривалостi поїздки). Величини ξ i η природно вважати
незалежними.

Отже, ξ ∼ Exp(λ), η ∼ 𝑁(µ,σ2), 𝑋 = ξ+ η.
Щiльнiсть розподiлу 𝑋

𝑓𝑋(𝑥) =
w ∞

0
𝑓ξ(𝑡)𝑓η(𝑡− 𝑥)𝑑𝑡 =

=
λ√
2πσ

w ∞

0
𝑒−λ𝑡𝑒−

(𝑥−𝑡−µ)2

2σ2 𝑑𝑡 =

= λ exp

(︂
λ

2
(2µ+ λσ2 − 2𝑥)

)︂(︂
1− Φ

(︂
µ+ λσ2 − 𝑥

σ

)︂)︂
.

Графiк 𝑓𝑋 для λ = 3/4, µ = 1, σ = 0.5 зображено на рис. 6.7.

ться цього розкладу. Припустимо, що вiн випадково встановлюється вранцi, коли
запускають першi поїзди.
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Рис. 6.7. Щiльнiсть суми експоненцiйно та нормально розподiленої
випадкових величин

Цей графiк можна вiдобразити таким скриптом:

O

> l<-0.75

> m<-1

> s<-0.5

> x<-seq(-0.5,10,0.01)

> y<-sapply(x,function(x){

+ l*exp(0.5*l*(2*m+l*s^2-2*x))*

+ (1-pnorm((m+l*s^2-x)/s))

+ })

> plot(x,y,lwd=2,col="red",

+ type="l",xlab="x",ylab="density")

△
J

Приклад 6.4.6. Нехай випадкова величина ξ, що має рiвномiр-
ний розподiл на [0, 𝑐] вимiрюється з похибкою η ∼ 𝑁(µ,σ2). Тодi
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щiльнiсть розподiлу спостережуваної величини 𝑋 = ξ+ η буде

𝑓𝑋(𝑥) =
1

𝑐

(︂
Φ

(︂
𝑐+𝑚− 𝑥

σ

)︂
− Φ

(︂
𝑚− 𝑥

σ

)︂)︂
.

Графiк 𝑓𝑋 для 𝑐 = 5, µ = 1, σ = 0.5 зображено на рис. 6.8.
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Рис. 6.8. Щiльнiсть суми рiвномiрно та нормально розподiленої
випадкових величин

J

6.4.3 Сумiшi кiлькох розподiлiв

Нехай кожен дослiджуваний об’єкт 𝑂 належить однiй з𝑀 рiз-
них популяцiй𝒫1,. . .𝒫𝑀 . Ми спостерiгаємо певну характеристику
об’єкта ξ = ξ(𝑂). Припустимо, що розподiл ξ(𝑂) залежить вiд то-
го, до якої популяцiї належить дослiджуваний об’єкт. Позначимо
𝐹𝑚 функцiю розподiлу ξ(𝑂) для об’єктiв, що належать𝑚-й попу-
ляцiї:

𝐹𝑚(𝑥) = P{ξ(𝑂) < 𝑥 |𝑂 ∈ 𝒫𝑚}.
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З якої саме популяцiї отримано об’єкт — невiдомо. Але ми при-
пускаємо, що популяцiя 𝒫𝑚 обирається випадково з ймовiрнiстю
𝑝𝑚:

𝑝𝑚 = P{𝑂 ∈ 𝒫𝑚}.

Тодi розподiл спостережуваного ξ буде сумiшшю (mixture) розпо-
дiлiв 𝐹𝑚:

𝐹 ξ(𝑥) = P{ξ < 𝑥} =

𝑀∑︁
𝑚=1

𝑝𝑚𝐹𝑚(𝑥).

Популяцiї 𝒫𝑚 та розподiли 𝐹𝑚 називають компонентами сумiшi,
𝑝𝑚 — змiшуючими ймовiрностями (mixing probabilities). Зрозумi-
ло, що повиннi виконуватись умови

𝑀∑︁
𝑚=1

𝑝𝑚 = 1, 𝑝𝑚 ≥ 0, 𝑚 = 1, . . . ,𝑀.

Якщо 𝐹𝑚 мають щiльностi 𝑓𝑚, то ξ має щiльнiсть

𝑓ξ(𝑥) =

𝑀∑︁
𝑚=1

𝑝𝑚𝑓𝑚(𝑥).

Цi рiвностi задають ймовiрнiсну модель скiнченної сумiшi. Напри-
клад, на рис. 6.9 зображено графiки щiльностi двокомпонентної
сумiшi з гауссовими компонентами.

Блакитна (переривчаста) крива на рисунку вiдповiдає щiльно-
стi

𝑓(𝑥) =
1

2
ϕ(𝑥− 1) +

1

2
ϕ(𝑥+ 1),

(ϕ—щiльнiсть𝑁(0, 1)) тобто сумiшi двох нормальних розподiлiв
з одиничною дисперсiєю та математичними сподiваннями −1 i 1.
Змiшуючi ймовiрностi 𝑝1 = 𝑝2 = 1/2.

Червона (суцiльна) крива вiдповiдає сумiшi двох розподiлiв:
𝐹1 ∼ 𝑁(−2, 1/4) i 𝐹2 ∼ 𝑁(2, 3) зi змiшуючими ймовiрностями
𝑝1 = 0.4, 𝑝2 = 0.6.
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Рис. 6.9. Щiльностi двокомпонентних сумiшей з нормального розподiлу

На цiй кривiй помiтнi два “пiки” — локальнi максимуми, роз-
дiленi мiнiмумом. Щiльностi, що мають бiльше одного локального
максимуму називають багатомодальними11 Багатомодальнiсть ча-
сто (хоча i не завжди) пов’язана з наявнiстю у даних сумiшi кiлькох
компонент.

Статистичнi задачi, у яких спостережуванi данi природно опи-
сувати такими моделями сумiшi, розглянутi далi у прикладах 8.1.6
i 9.2.2.

6.5 Генерацiя псевдовипадкових чисел

У статистицi часто виникає потреба отримати послiдовнiсть
чисел, якi описуються певною ймовiрнiсною моделлю. У простi-

11А щiльностi з єдиним максимумом — унiмодальними.
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шому випадку це може бути послiдовнiсть незалежних, однаково
розподiлених випадкових величин. З точки зору класичної теорiї
ймовiрностей, випадковiсть є властивiстю не конкретної числової
послiдовностi, а способу, у який ця послiдовнiсть була отримана.

Наприклад, нехай проводиться дослiд з вимiрюванням кiлько-
стi радiоактивних розпадiв у певному зразку речовини за 1 хв.
Протягом 8 хв дослiду зафiксованi значення 3 — за першу хвили-
ну, 1 — за другу i далi 4, 1, 5, 9, 2, 6. У сучаснiй фiзицi вважається,
що спонтанний розпад атомних ядер вiдбувається випадково, не-
залежно у рiзних ядрах зi сталою iнтенсивнiстю. Тому отримана
у дослiдi послiдовнiсть є випадковою. Ця сама послiдовнiсть, зна-
йдена комп’ютерною програмою при обчисленнi знакiв числа π,
випадковою не є.

З цiєї точки зору, всi послiдовностi чисел, якi можна згене-
рувати на звичайному комп’ютерi без використання яких-небудь
зовнiшнiх джерел випадковостi, не є випадковими12. Але можна
розглядати алгоритми, що генерують послiдовностi, якi iмiтують
випадковiсть, тобто мають основнi властивостi, притаманнi послi-
довностям випадкових величин. Такi алгоритми i програми, що
їх реалiзують, називають генераторами (датчиками) псевдовипад-
кових чисел (pseudorandom numbers generators). Префiкс псевдо-
iнколи пропускають i кажуть про генерацiю випадкових чисел. Це
не є помилкою, якщо пам’ятати про iмiтацiйний характер такої
випадковостi.

Останнiм часом набула розвитку технiка генерування квазi-
випадкових чисел (quasirandom numbers) — послiдовностей, що
поєднують деякi властивостi випадкових з такими особливостями,
яких справжнi випадковi послiдовностi мати не можуть. Зокрема,
такi числа використовуються при наближеному iнтегруваннi бага-
товимiрних функцiй за методом Монте-Карло (див. пiдрозд. 7.7 у
книзi [43]). У данiй книзi ця тематика не розглядається.

Зазвичай генерацiя псевдовипадкових чисел починається зi
12Про альтернативнi пiдходи, якi дозволяють визначити, чи є випадковоюпевна

нескiнченна числова послiдовнiсть, див. [4].
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створення рiвномiрних чисел, тобто послiдовностi, яка iмiтує по-
ведiнку послiдовностi незалежних, однаково розподiлених випад-
кових величин з рiвномiрним розподiлом на [0, 1]. Потiм, викори-
стовуючи тi чи iншi перетворення цiєї послiдовностi, отримують
псевдовипадковi послiдовностi iз заданим розподiлом, наприклад,
нормальнi або такi, що утворюють ланцюг Маркова iз заданими
ймовiрностями переходу.

Генерацiя рiвномiрних псевдовипадкових послiдовностей має
вже бiльш нiж 70-рiчну iсторiю, тут вiдiбранi найкращi генератори,
якi i реалiзованi у базовому R. Намагатись самостiйно покращити
їх без глибокого знання вiдповiдної теорiї та власного досвiду у цiй
областi не варто. Але я включив у цю книгу елементарнi вiдомостi
про таку генерацiю, щоб читач мав змогу, по-перше, зрозумiти, як
вiдбувається генерацiя у стандартних програмах, а по-друге, при
бажаннi створити свiй власний генератор, якщо раптом виникне
недовiра до стандартного. Цi вiдомостi вмiщенi у п. 6.5.1.

У R реалiзованi також функцiї, що дозволяють отримати послi-
довностi, якi iмiтують кратнi вибiрки з такими основними ймовiр-
нiсними розподiлами, як нормальний, експоненцiйний, пуассонiв
тощо. Але цих функцiй може бути недостатньо, якщо вам треба
згенерувати псевдовипадкову послiдовнiсть з яким-небудь менш
поширеним розподiлом, наприклад, з розподiлом Парето. Тому
розумiння загальних пiдходiв до такої генерацiї є важливим еле-
ментом роботи статистика. З елементарними вiдомостями про це
можна ознайомитись у п. 6.5.2. Коротко про те, як цi технiки гене-
рацiї реалiзованi у R, можна прочитати у п.6.5.3.

6.5.1 Генератори рiвномiрних псевдовипадкових чисел

Отже, рiвномiрнi псевдовипадковi числа — це числовi послi-
довностi, якi вiдтворюють основнi властивостi послiдовностей не-
залежних однаково розподiлених випадкових величин з рiвномiр-
ним розподiлом на [0, 1]. Для створення таких послiдовностей за-
звичай використовують рекурсивну технiку. При цьому задаються
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деякi значення початкових елементiв послiдовностi 𝑥1, 𝑥2,. . . 𝑥𝑘 i
функцiя 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘), що породжує наступний елемент послiдов-
ностi. Пiсля цього послiдовнiсть визначається як

𝑥𝑘+1 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘),

𝑥𝑘+2 = 𝑓(𝑥2, . . . , 𝑥𝑘+1),

. . .
𝑥𝑛 = 𝑓(𝑥𝑛−𝑘, . . . , 𝑥𝑛−1),

. . .
У найпростiшому випадку 𝑘 = 1, тобто кожен наступний еле-

мент послiдовностi визначається за попереднiм:

𝑥𝑛 = 𝑓(𝑥𝑛−1).

При виборi функцiї 𝑓 у першу чергу керуються мiркуваннями про-
стоти ралiзацiї та швидкостi виконання. Найбiльш поширена суку-
пнiсть генераторiв— лiнiйнi конгруентнi генератори, у яких функ-
цiя 𝑓 будується з використанням лiнiйної залежностi зi сталими
коефiцiєнтами. Розрiзняють два типи генераторiв: з цiлочисловою
та дiйснозначною арифметикою.

У генераторi з дiйснозначною арифметикою 𝑥1 вибирають з
iнтервалу (0, 1) i послiдовнiсть породжується за правилом

𝑥𝑛 = {{{𝑎𝑥𝑛−1 + 𝑐}}}, 𝑛 = 2, 3, . . . ,

де {{{𝑥}}} — дробова частина числа 𝑥. Тут 𝑎 i 𝑐 — фiксованi дiйснi
числа.

У генераторi з цiлочисловою арифметикою спочатку будується
допомiжна послiдовнiсть натуральних чисел

𝐼1, 𝐼2,. . . 𝐼𝑛,. . .
Початкове число 𝐼1 вибирають з iнтервалу 1,. . . ,𝑚 − 1, послi-

довнiсть формується за правилом

𝐼𝑛 = (𝑎𝐼𝑛−1 + 𝑐) mod 𝑚, 𝑛 = 2, 3, . . . ,
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де 𝑎, 𝑐 та 𝑚 — фiксованi натуральнi числа. Якщо 𝑐 = 0, генера-
тор називають мультиплiкативним. Послiдовнiсть дiйсних чисел з
iнтервалу [0, 1] отримують з 𝐼𝑛 дiленням на𝑚:

𝑥𝑛 =
𝐼𝑛
𝑚

.

Число 𝑎 називають множником, 𝑐 — приростом, а 𝑚 — модулем
генератора.

У сучасних генераторах зазвичай використовують цiлочисловi
схеми, оскiльки правила округлення у дiйснозначнiй арифметицi
вiдрiзняються на рiзних комп’ютерах. Тому один i той самий дiй-
снозначний генератор може на одному комп’ютерi давати хорошу
послiдовнiсть, а на iншому — погану. Цiлочислова арифметика на
всiх комп’ютерах реалiзована однаково (якщо органiзувати обчи-
слення без переповнень). З цiєї точки зору цiлочисловi генератори
є бiльш надiйними.

Нехай 𝐼𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . — послiдовностi, згенерованi лiнiйним
конгруентним генератором з цiлочисловою арифметикою. Зро-
зумiло, що якщо при деяких 𝑛 i 𝑘, 𝐼𝑛 = 𝐼𝑛−𝑘, то для всiх
𝑖 = 1, 2, . . . буде виконано 𝐼𝑛+𝑖 = 𝐼𝑛−𝑘+𝑖, тобто послiдовнiсть
буде циклiчно повторюватись. Найменше 𝑘, при якому це буде ви-
конуватись, називають перiодом (або довжиною перiоду) генера-
тора. Очевидно, що циклiчно повторювана послiдовнiсть не може
вважатись випадковою, тому генератори не доцiльно використо-
вувати для породження послiдовностей з довжиною, бiльшою, нiж
перiод. Отже, хороший генератор мусить мати великий перiод.

Оскiльки мiж 0 i 𝑚 − 1 є рiвно 𝑚 чисел, перiод цiлочисло-
вого лiнiйного конгруентного генератора не може бути бiльшим,
нiж 𝑚. Вiдомi умови на параметри генератора, при яких вiн має
найбiльший перiод (тобто𝑚, див. [10]):

Теорема 6.5.1. Для того, щоб цiлочисловий лiнiйний конгру-
ентний генератор мав перiод 𝑚, необхiдно i достатньо, щоб ви-
конувались умови:

1. 𝑐 i𝑚 взаємно простi.
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2. Всi простi дiльники 𝑚 є дiльниками 𝑎− 1.
3. Якщо 𝑚 кратне 4, то 𝑎− 1 також кратне 4.
Але не всякий генератор з максимальним перiодом буде вда-

лим. Дiйсно, послiдовнiсть 1, 2,. . .𝑚 має перiод 𝑚, але на випад-
кову вона не схожа. Тому для оцiнки якостi генератора необхiдно
проводити спецiальнi “тести на випадковiсть”. Такi тести будують
за звичайною схемою статистичних тестiв для перевiрки того, що
певна послiдовнiсть даних вiдповiдає обранiй iмовiрнiснiй моде-
лi. Ми зупинимось зараз лише на двох елементарних графiчних
способах перевiрки якостi генератора псевдовипадкових чисел.

Нехай X = (ξ1, . . . , ξ𝑛) — послiдовнiсть незалежних, рiвно-
мiрно на [0, 1] розподiлених псевдовипадкових чисел. Емпiричною
функцiєю розподiлу данихX називають

𝐹𝑛(𝑥) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

1{ξ𝑗 < 𝑥}.

Зрозумiло, що 𝐹𝑛(𝑥)—це вiдносна частота (−∞, 𝑥) у вибiрцi.
За законом великих чисел, при великих 𝑛, 𝐹𝑛(𝑥) ≈ 𝐹 (𝑥), де 𝐹 (𝑥)
—функцiя розподiлу для рiвномiрного розподiлу на [0, 1], тобто

𝐹𝑈 [0.1](𝑥) = P{ξ1 < 𝑥} =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 при 𝑥 < 0,

𝑥 при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,

1 при 𝑥 > 1.

.

Для графiчної перевiрки якостi генератора можна вiдобразити на
одному графiку емпiричну функцiю розподiлу згенерованої псев-
довипадкової послiдовностi та𝐹𝑈 [0.1](𝑥). Якщо вони будуть близь-
кими одна до одної, генератор пройшов це випробування. Якщо
помiтне систематичне вiдхилення емпiричної функцiї вiд теорети-
чної, генератор не адекватний.

Наступний приклад демонструє, як працює лiнiйний конгру-
ентний генератор з цiлочисловою арифметикою i параметрами
𝑎 = 65539, 𝑐 = 0, 𝑚 = 231 з початковим значенням 𝐼1 = 215 + 2.
Кiлькiсть спостережень 𝑛 = 200.
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Цей генератор був досить популярним у 60-70-тi роки ХХ ст.
пiд назвою RANDU, зокрема, використовувався як стандарт на
комп’ютерах фiрми IBM13.

O

> n<-200 # кiлькiсть чисел

> a<-65539 # RANDU параметри

> c0<-0 #

> m<-2^31 #

> I<-numeric(n) # цiлочислова послiдовнiсть

> I[1]<-2^15+2

> for(i in 2:n){

+ I[i]<-(a*I[i-1]+c0)%% m

+ }

> x<-I/m # псевдовипадковi числа

> plot(1:n,x,cex=0.3) # рисуємо дiаграму чисел

> sx<-sort(x)

> # рисуємо емпiричну функцiю розподiлу:

> plot(sx,(1:n)/n,type="s",xlim=c(0,1),ylim=c(0,1))

> # графiк теоретичної функцiї розподiлу:

> abline(a=0,b=1,col="red")

△
Результати роботи вiдображенi на рис. 6.10. Зверху — дiагра-

ма, у якiй координати точок по горизонталi вiдповiдають номеру
псевдовипадкового числа, а по вертикалi — його значенню. Знизу
— емпiрична функцiя розподiлу, побудована за псевдовипадковою
послiдовнiстю.

13Допитливий читачможе помiтити,що тут ми, оперуючи з цiлими числами, ви-
користовуємо дiйснозначну арифметику, оскiльки тип I не integer, а numeric.
Це зроблено тому, що звичайний тип integer у R передбачає занадто короткi
числа для даного прикладу. У R є пакети, що дозволяють вводити цiлi довiльної
довжини, але у цiй книзi ми не будемо їх використовувати. Для розглядуваних
iлюстративних прикладiв генерацiї псевдовипадкових чисел дiйснозначна ариф-
метика дає достатньо адекватнi результати.
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Рис. 6.10. Генератор RANDU: розкид та емпiрична функцiя розподiлу

Рисунок зверху демонструє “випадкову” поведiнку послiдов-
ностi: не помiтно яких-небудь закономiрностей, що свiдчили б
про невипадковiсть. Рисунок знизу показує рiвномiрнiсть розподi-
лу — емпiрична функцiя розподiлу коливається навколо теорети-
чної. При збiльшеннi довжини послiдовностi вiдхилення емпiри-
чної функцiї вiд теоретичної стають все менш помiтними. Можна
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вважати, що цей тест генератор RANDU пройшов.
Iще один важливий вид тестiв — графiчна перевiрка залежно-

стi двох або трьох сусiднiх елементiв послiдовностi на графiку
пар/трiйок. Для того, щоб побачити залежностi, на площинi рису-
ють точки з координатами

(𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 1
або у тривимiрному просторi — з координатами

(𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1, 𝑥𝑗+2), 𝑗 = 1, 𝑛− 2.
На вiдповiдних дiаграмах намагаються знайти закономiрностi,

що вiдрiзняють поведiнку послiдовонстi вiд справжньої випадко-
вої. Для лiнiйних конгруентних генераторiв такою закономiрнiстю
є розташування точок вздовж невеликої кiлькостi прямих лiнiй на
площинi або площин — у тривимiрному просторi. Зрозумiло, що
така особливiсть генератора свiдчить про невипадковiсть.

Продовжуючи попереднiй приклад, цi тести можна реалiзувати
так:

O
x1<-x[1:(n-2)]

x2<-x[2:(n-1)]

x3<-x[3:n]

library(rgl)

plot3d(x1,x2,x3) # 3D-графiка

plot(x1,x3,cex=0.3) # точки на площинi
△

Результати тестiв — на рис. 6.11. На двовимiрнiй дiаграмi роз-
сiювання не видно закономiрностей, що характеризували б послi-
довнiсть як не випадкову: точки розкиданi хаотично i заповнюють
квадрат з приблизно однаковою щiльнiстю. Отже, цей тест прой-
дений. На тривимiрнiй картинцi також спочатку закономiрностi не
були помiтнi, але пiсля повороту вдалось отримати те, що зображе-
но на рис. 6.11 знизу: точки розташованi на кiлькох (приблизно 15)
площинах всерединi кубу. Зрозумiло, що така поведiнка не вiдпо-
вiдає уявленням про незалежнi випадковi величини з рiвномiрним
розподiлом, отже, цей тест генератор RANDU не пройшов. Саме
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тому його зараз не використовують для генерацiї псевдовипадко-
вих чисел.

Рис. 6.11. Дiаграми розсiювання пар та трiйок для RANDU

Насправдi, всi лiнйнi конгруентнi генератори дають послiдов-
ностi, що породжують тривимiрнi структури, подiбнi до виявлених
нами у генератора RANDU. Але у хороших генераторiв кiлькiсть
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площин, на яких розташовуються точки, велика, i цi площини роз-
мiщенi поруч одна вiд одної, тому такi генератори проходять цей
тест.

У книзi [43] як “мiнiмальний стандарт” рекомендовано викори-
стовувати генератор Парка та Мiлера з 𝑎 = 75, 𝑐 = 0,𝑚 = 231− 1.
Цей генератор проходить описанi нами тести, а також бiльшiсть те-
стiв, якi прийнято застосовувати до таких генераторiв. Його перiод
231 − 2 ≈ 2.1× 109. Це велике число, але для деяких застосувань
воно може бути недостатнiм.

Iснують складнiшi технiки генерацiї псевдовипадкових послi-
довностей, що мають значно бiльшi перiоди. Наприклад, у пiд-
розд. 7.1 книги [43] розглядається технiка комбiнування двох лi-
нiйних конгруентних генераторiв з рiзними перiодами, яка дозво-
ляє отримати послiдовнiсть з перiодом, не меншим нiж найменше
спiльне кратне комбiнованих генераторiв.

Ще один спосiб генерацiї псевдовипадкових чисел, що набув
популярностi останнiм часом,— генератори Фiбоначчi iз запiзнен-
ням (lagged Fibonacci generator), у яких для породження чергового
елемента послiдовностi використовується не один попереднiй еле-
мент, а два, взятi з фiксованим запiзненням. Наприклад, адитивний
генератор Фiбоначчi має вигляд

𝐼𝑛 = (𝐼𝑛−𝑘 + 𝐼𝑛−𝑙) mod 𝑚,

де 𝑘 < 𝑙 фiксованi числа (лаги). Для створення послiдовностi цим
генератором треба задати не один, а 𝑙 початкових елементiв, пiсля
чого можна використовувати генеруючу формулу. Модуль 𝑚 тра-
дицiйно вибирають ступенем двiйки: 𝑚 = 2𝑏. При правильному
виборi лагiв цей генератор дозволяє отримати перiод 2𝑏−1(2𝑙 − 1).
Прикладами “хороших” лагiв є 𝑘 = 7, 𝑙 = 10 або 𝑘 = 5, 𝑙 = 17.

Подальшi вiдомостi про генератори рiвномiрних послiдовно-
стей можна знайти у книзi Д. Кнута [10]. У книзi [43] описанi
програмнi реалiзацiї таких генераторiв мовою C та приклади за-
стосування.
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6.5.2 Генерацiя псевдовипадкових чисел
iз заданим розподiлом

Якщо деяким генератором створена псевдовипадкова послi-
довнiсть з рiвномiрним розподiлом, то отримати з неї послiдов-
нiсть, що iмiтує незалежнi випадковi величини з iншим розподiлом
можна, використовуючи рiзнi перетворення. При цьому початкова
послiдовнiсть лише iмiтує випадковiсть, але це iгнорується. Тобто
у цьому пiдроздiлi ми будемо трактувати початкову послiдовнiсть
η1, . . . η𝑛, . . . як послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених
випадкових величин з певним розподiлом𝐺. Цей розподiл назвемо
початковим. (Поки що ми вмiємо генерувати лише послiдовностi з
рiвномiрним розподiлом, але далi нам iнколи буде зручно викори-
стовувати як початковий який-небудь iнший розподiл).

Наша мета — побудувати послiдовнiсть ξ1,. . . ,ξ𝑛,. . . незале-
жних випадкових величин iз заданим розподiлом 𝐹 . Цей розпо-
дiл називають цiльовим. Методи генерацiї таких послiдовностей
розрiзняються залежно вiд того, в якiй формi заданий цiльовий
розподiл.

Квантильне перетворення. Нехай задана функцiя розподiлу
для цiльового розподiлу 𝐹 (𝑥) = P{ξ1 < 𝑥}, причому 𝐹 (𝑥) є не-
перервною i строго зростаючою там, де вона не дорiвнює 0 або 1.
Розглянемо випадкову величину ξ = 𝐹−1(η), де випадкова вели-
чина η рiвномiрно розподiлена на [0,1], 𝐹−1 —функцiя, обернена
до 𝐹 . (Нам досить, щоб рiвнiсть 𝐹 (𝐹−1(𝑥)) = 𝑥 виконувалась для
всiх 𝑥 мiж 0 та 1, тобто 𝐹−1 повинна бути оберненою до 𝐹 на тому
iнтервалi, де 𝐹 — неперервна i строго зростаюча).

Тодi для функцiї розподiлу ξ виконуються рiвностi

𝐹ξ(𝑥) = P{ξ < 𝑥} = P{𝐹−1(η) < 𝑥} = P{η < 𝐹 (𝑥)} = 𝐹 (𝑥),

тобто саме ξ має цiльовий розподiл.
Отже, отримати випадкову послiдовнiсть з функцiєю розпо-

дiлу 𝐹 можна, застосувавши перетворення 𝑥 → 𝐹−1(𝑥) до ко-
жного елемента рiвномiрної початкової послiдовностi η𝑗 окремо:
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ξ𝑗 = 𝐹−1(η𝑗). Оскiльки випадковi величини початкової послiдов-
ностi були незалежнимимiж собою, незалежними будуть i отриманi
ξ𝑗 .

Це перетворення називають квантильним, тому що 𝐹−1(α) —
квантиль рiвня α для розподiлу 𝐹 .

Приклад 6.5.1.Нехай треба згенерувати послiдовнiсть незале-
жних, однаково розподiлених випадкових величин з експоненцiй-
ним розподiлом. Функцiя розподiлу—𝐹λ(𝑥) = 1−𝑒−λ𝑥 при 𝑥 ≥ 0.
Функцiя𝐹−1(𝑦) = − log(1−𝑦)/λ є оберненою для𝐹 (𝑥) при 𝑥 ≥ 0.
Якщо η рiвномiрно розподiлена на [0, 1], то i (1− η) також. Тому з
рiвномiрної початкової послiдовностi η1,. . . ,η𝑛 цiльову експонен-
цiйну послiдовнiсть можна отримати перетворенням

ξ𝑗 = − log η𝑗
λ

.

Згенеруємо у R вибiрку з 𝑛 експоненцiйних псевдовипадкових
величин i вiдобразимо графiки її емпiричної та теоретичної фун-
кцiй розподiлу:

O
> n<-100 # кiлькiсть спостережень

> lambda=0.5 # iнтенсивнiсть exp розподiлу

> # Використовуємо генератор Парка-Мiллера:

> a<-7^5

> c0<-0

> m<-2^31-1

> y<-numeric(n)

> y[1]<-1000

> for(i in 2:n){

+ y[i]<-(a*y[i-1]+c0)%% m

+ }

> y<-y/m # рiвномiрна послiдовнiсть

> x<--log(y)/lambda # квантильне перетворення

> #

> # рисуємо емпiричну функцiю розподiлу:
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> sx<-sort(x)

> plot(sx,(1:n)/n,type="s")

> # графiк теоретичної функцiї розподiлу:

> lines(sx,pexp(sx,rate=lambda),col="red")

△
Тут ми скористались генератором Парка i Мiллера для отрима-
ння рiвномiрної послiдовностi y, а потiм застосували квантильне
перетворення, щоб отримати цiльову послiдовнiсть x. Графiк її ем-
пiричної функцiї розподiлу порiвняно з вiдповiдною теоретичною
функцiєю вiдображений на рис. 6.12.
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Рис. 6.12. Емпiрична функцiя розподiлу для експоненцiйного
генератора випадкових чисел

J
Метод прорiджування. Квантильне перетворення дозволяє

отримати незалежнi випадковi величини з будь-яким розподiлом.
Але для цього потрiбна функцiя, що знаходить квантилi цiльового
розподiлу. Часто такi функцiї важко записати у явному виглядi, а
чисельний пiдрахунок квантилiв становить самостiйну задачу. Ме-
тод прорiджування дозволяє генерувати послiдовностi iз заданим



256 Роздiл 6. Основнi ймовiрнiснi розподiли

розподiлом, використовуючи для цього не квантилi, а щiльностi
розподiлу. Пояснимо iдею цього методу.

Нехай випадкова величина η має щiльнiсть розподiлу 𝑔, а нам
потрiбна випадкова величина з щiльнiстю 𝑓 . Припустимо, що для
всiх 𝑥 𝑓(𝑥) ≤ 𝐶𝑔(𝑥) для деякого фiксованого числа 0 < 𝐶 < ∞.
Введемо ще одну випадкову величину 𝑢, що має рiвномiрний роз-
подiл на [0, 1] i незалежна вiд η.

Знайдемо умовну ймовiрнiсть

P

{︂
η < 𝑥 | 𝑢 <

𝑓(η)

𝐶𝑔(η)

}︂
=

P{η < 𝑥, 𝑢 < 𝑓(η)
𝐶𝑔(η)}

P{𝑢 < 𝑓(η)
𝐶𝑔(η)}

.

Для чисельника маємо

P{η < 𝑥, 𝑢 <
𝑓(η)

𝐶𝑔(η)
} =

w 𝑥

−∞

w 𝑓(𝑦)/(𝐶𝑔(𝑦))

0
𝑑𝑡𝑔(𝑦)𝑑𝑦 =

=
1

𝐶

w 𝑥

−∞
𝑓(𝑦)𝑑𝑦.

Аналогiчно для знаменника

P{𝑢 <
𝑓(η)

𝐶𝑔(η)
} =

1

𝐶
.

Отже, функцiя розподiлу для розподiлу η за умови 𝑢 < 𝑓(η)
𝐶𝑔(η) ,

дорiвнює

P

{︂
η < 𝑥 | 𝑢 <

𝑓(η)

𝐶𝑔(η)

}︂
=

w 𝑥

−∞
𝑓(𝑦)𝑑𝑦,

тобто це функцiя розподiлу цiльового розподiлу зi щiльнiстю 𝑓 .
Iдея методу прорiджування полягає в тому, щоб згенерувати

послiдовнiсть пар (η1, 𝑢1), (η2, 𝑢2), . . . , де η𝑗 мають щiльнiсть 𝑔,
𝑢𝑗 — рiвномiрнi на [0,1] i всi випадковi величини незалежнi в су-
купностi, а потiм вiдiбрати з елементiв цiєї послiдовностi тi, якi
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задовольняють умову 𝑢𝑗 < 𝑓(η𝑗)/(𝐶𝑔(η𝑗)). Послiдовнiсть, ство-
рена вiдiбраними η𝑗 , буде мати цiльовий розподiл.

Приклад 6.5.2. Розглянемо задачу генерацiї послiдовностi з
пiвнормальним розподiлом з параметром σ = 1. Нагадаємо, що
це розподiл випадкової величини |ζ|, де ζ— стандартна гауссова
випадкова величина. Його функцiя розподiлу

𝐹 (𝑥) = P{|ζ| < 𝑥} =

{︃
2Φ(𝑥)− 1 при 𝑥 ≥ 0,

0 при 𝑥 < 0.

Щiльнiсть розподiлу —

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩
√︁

2
π exp

(︁
−𝑥2

2

)︁
при 𝑥 ≥ 0,

0 при 𝑥 < 0.

Щiльнiсть цiльового розподiлу записується у явному виглядi, а
квантилi нi. Тому природно скористатись для генерацiї методом
прорiджування. Оскiльки 𝑓(𝑥) > 0 для всiх додатних 𝑥, то рiвно-
мiрний розподiл не можна використати як початковий. Але можна
взяти як початковi експоненцiйно розподiленi випадковi величи-
ни з iнтенсивнiстю λ = 1. Щiльнiсть цього розподiлу на додатнiй
пiвосi 𝑔(𝑥) = exp(−𝑥).

Бачимо, що 𝑓(𝑥) ≤ 𝐶𝑔(𝑥) для 𝐶 =
√︀
2𝑒/π i

𝑓(𝑥)

𝐶𝑔(𝑥)
= exp

(︂
−(𝑥− 1)2

2

)︂
.

Для генерацiї експоненцiйно розподiленої послiдовностi вико-
ристаємо квантильне перетворення, як у прикладi 1. Оформимо
знаходження чергового елемента псевдовипадкової послiдовностi
у виглядi окремої функцiї. У скриптi, що наведений нижче, rand()
—функцiя, яка генерує одне чергове рiвномiрне [0,1] число. (При
цьому вiдповiдне значення цiлочислової послiдовностi I записує-
ться у глобальну змiнну за допомогою глобального привласнення
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I<<- всерединi тiла функцiї (див. п. 2.7.1). Функцiя, що генерує
пiвнормальне число, називається rhnorm.

O
> n<-300 # кiлькiсть спостережень

> a<-7^5 # параметри генератора

> m<-2^31-1 # Парка i Мiлера

> I<-500 # початкове значення для генератора

> #

> # генератор рiвномiрної послiдовностi:

> rand<-function(){I<<-(a*I)%%m; I/m}

> #

> # генератор пiвнормальної послiдовностi:

> rhnorm<-function()

+ {

+ repeat{

+ u<-rand()

+ x<--log(rand()) # x - експоненцiйне

+ if(u<exp(-0.5*(x-1)^2))return(x)

+ }

+ }

> # генеруємо пiвнормальну послiдовнiсть:

> x<-replicate(n,rhnorm())

> # рисуємо графiк емпiричної функцiї розподiлу

> sx<-sort(x)

> plot(sx,(1:n)/n,type="s",lwd=2,xlab="",ylab="")

> # графiк теоретичної функцiї розподiлу:

> lines(sx,2*pnorm(sx)-1,col="red",lwd=2,lty=2)

> # рисуємо гiстограму вiдносних частот:

> hist(x, density=20, breaks=15, prob=TRUE,

+ xlab="",ylab="",main="")

> # рисуємо графiк пiвнормальної щiльностi:

> curve(2*dnorm(x),

+ col="darkblue", lwd=2, add=TRUE, yaxt="n")
△
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Результати графiчної перевiрки якостi генерацiї зображенi на
рис. 6.13,. Тут на рисунку лiворуч емпiрична функцiя розподiлу
порiвнюється з теоретичною, а рисунку праворуч — гiстограма
вiдносних частот14 згенерованої послiдовностi з щiльнiстю пiв-
нормального розподiлу (синя крива).
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Рис. 6.13. Емпiрична функцiя розподiлу для пiвнормального генератора
випадкових чисел

Як бачимо, щiльнiсть та функцiя розподiлу пiвнормального
розподiлу добре вiдтворюються нашим генератором. J

6.5.3 Випадковi числа в R

У базовому R реалiзованi генератори псевдовипадкових послi-
довностей з основними ймовiрнiсними розподiлами, вказаними у
табл. 6.1. Назви всiх цих функцiй починаються з лiтери r, пiсля чо-
го йде назва розподiлу: rnorm() генерує нормальнi послiдовностi,
rexp()— експоненцiйнi i т.п.

14 Про гiстограму як оцiнку щiльностi див. пiдрозд. 7.1.
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Першим параметром всiх цих функцiй є кiлькiсть елементiв
послiдовностi. Пiсля цього параметра можна вказувати параметри
розподiлу. Наприклад:

rnorm(10) — генерує вектор з 10 псевдовипадкових стандар-
тних нормальних чисел;

rnorm(5, mean=1,sd=0.5) — вектор з 5 нормальних чисел з
математичним сподiванням 1 та дисперсiєю 0.25;

rexp(1,rate=0.5) одне число з експоненцiйним розподiлом з
iнтенсивнiстью λ = 0.5.

Окрiм функцiй, що iмiтують послiдовностi незалежних, одна-
ково розподiлених випадкових величин, у R є функцiї, що дозво-
ляють iмiтувати вибiр навмання елементiв з деякої скiнченної су-
купностi. Найпростiша з цих функцiй — sample(). Її параметри:

x — вектор, що мiстить сукупнiсть, з якої будуть обиратись
елементи;

size— кiлькiсть елементiв, що буде вiдiбрано;
replace— якщо задати цей параметр як FALSE, вiдiбранi еле-

менти не будуть повертатись до сукупностi (тобто вiдiбрати їх
можна лише один раз — вiдбiр без повернення). Якщо задати
replace=TRUE, то всi n елементiв будуть вiдiбранi з усiєї суку-
пностi x (вiдбiр з поверненням).

Генерацiя псевдовипадкових чисел у стандартних функцiях ба-
зового R органiзована за схемою, подiбною до прикладу 2 з п. 6.5.2.
Використовується одна цiлочислова послiдовнiсть, на основi якої
будуються значення всiх псевдовипадкових чисел, якi генеруються
пiд час сеансу роботи з R. Чергове значення цiлочислової послiдов-
ностi зберiгається у глобальнiй змiннiй i змiнюєтся при виконаннi
кожної функцiї-генератора.

Початкове значення цiлочислової послiдовностi називається
зерниною — seed. Ця зернина стандартно вибирається на початку
сеансу роботи з R за останнiми цифрами часу, який на цей момент
показує годинник комп’ютера. Таким чином, кожного разу, коли
ви запускаєте R, генерується нова послiдовнiсть псевдовипадкових
чисел.
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Вибiр зернини за годинником зручний, якщо ви перевiряєте
статистичнi особливостi ваших алгоритмiв: кожна нова перевiр-
ка вiдбувається на нових даних. Але на етапi вiдлагоджування
програми, коли вам треба пересвiдчитись, що її робота вiдповiдає
теоретичному алгоритму i виловити невiдповiдностi, така генера-
цiя створює незручностi. Помилка програми, яка була помiтною на
однiй послiдовностi, може загубитись при повторному тестуваннi.
Щоб усунути цей ефект бажано при вiдладцi кожного разу запу-
скати програму на тiй самiй псевдовипадковiй послiдовностi. Це
можна зробити, зафiксувавши зернину.

Вибiр зернини робить функцiя set.seed(). Як параметр цiєї
функцiї можна вказати будь-яке цiле додатне число. За цим числом
буде обрана зернина. Далi у цiй книзi при використаннi генераторiв
псевдовипадкових чисел зернина фiксується. Це зроблено для то-
го, щоб опис результатiв у книзi вiдповiдав тому, що видає скрипт.
При самостiйнiй роботi зi скриптами з цiєї книги фiксувати зер-
нину не треба, якщо ви хочете подивитись на випадковий розкид
результатiв.



Роздiл 7

Методи графiчного
аналiзу одновимiрних
даних

У розд. 6 ми познайомились з основними теоретичними мо-
делями розподiлiв даних. Тепер розглянемо графiчнi засоби пе-
ревiрки того, що розподiл спостережуваних даних вiдповiдає тео-
ретичнiй моделi. У пiдрозд. 7.4 також побачимо, як порiвнювати
розподiли двох рiзних наборiв даних, не маючи попереднiх теоре-
тичних моделей для них.

Окрiм графiчних методiв перевiрки розподiлу iснують i iншi,
наприклад, за допомогою спецiальних статистичних тестiв. Про
один з таких тестiв див. п. 9.6.3.

7.1 Гiстограми

Гiстограма є найбiльш популярним способом графiчного вiд-
ображення розподiлу числових даних. Розрiзняють гiстограми аб-
солютних та вiдносних частот.

Перш нiж описувати побудову гiстограм, введемо важливi по-
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значення. Нехай спостерiгаються значення змiнної𝑋 у 𝑛 об’єктiв.
Зберемо їх в один набiр (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛). Задамо деякий iнтервал
[𝑎, 𝑏], на якому розмiщенi всi спостережуванi значення. Розiб’є-
мо цей iнтервал на 𝐾 пiдiнтервалiв 𝐴1, . . .𝐴𝐾 однакової шири-
ни ℎ = (𝑏 − 𝑎)/𝐾. Iнтервали 𝐴𝑖, 𝑖 = 2, . . . ,𝐾 визначаються як
𝐴𝑖 = (𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖], де 𝑡𝑖 = 𝑎+ 𝑖ℎ, 𝐴1 = [𝑡1, 𝑡2].

Позначимо 𝑛𝑖 =
∑︀𝑛

𝑗=1 1{𝑋𝑗 ∈ 𝐴𝑖}—кiлькiсть спостережува-
них значень, що потрапили на iнтервал 𝐴𝑖. Величину 𝑛𝑖 називають
абсолютною частотою (absolute frequency, count) iнтервалу 𝐴𝑖 у
вибiрцi 𝑋 . Величину ν𝑖 = 𝑛𝑖/𝑛 називають вiдносною частотою
(relative frequency). 1

Гiстограма абсолютних частот будується так. На горизонталь-
нiй осi вiдкладаються iнтервали 𝐴𝑖 i над кожним iнтервалом буду-
ється стовпчик висоти 𝑛𝑖 (див. лiву частину рис. 7.1).

У гiстограмi вiдносних частот висота стовпчика визначається
як 𝑓𝑖 = ν𝑖/ℎ = 𝑛𝑖/(𝑛ℎ). Таким чином, на рисунку гiстограма
вiдносних частот вiдрiзняється вiд гiстограми абсолютних лише
масштабом по вертикалi (рис. 7.1). Нормуючий множник 1/(𝑛ℎ)
для гiстограми вiдносних частот обраний так, щоб її можна було
використовувати як оцiнку для щiльностi розподiлу вибiрки.

Дiйсно, нехай𝑋 = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛)—вибiрка з незалежних одна-
ково розподiлених випадкових величин (кратна вибiрка), що мають
щiльнiсть розподiлу 𝑓 . За законом великих чисел, при великому
обсязi вибiрки 𝑛:

ν𝑖 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

1{𝑋𝑗 ∈ [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖)} ≈ P{𝑋1 ∈ [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖)} =
w 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

1Зауважимо, що при нашому виборi вiдкритих злiва iнтервалiв 𝐴𝑖, спостере-
ження, яке опинилось на межi двох iнтервалiв, потрапляє до iнтервалу, що лежить
лiворуч. (Так реалiзовано обчислення частот для гiстограм в R). Iнколи навпаки,
задають iнтервали розбиття, вiдкритi справа. Iще один можливий варiант, коли
спостереження,що лежить на межi двох iнтервалiв, враховується у частотах обох,
але з вагою 1/2. При великiй кiлькостi спостережень без повторень цi вiдмiнно-
стi не важливi, але у деяких випадках можуть бути важливими для розумiння
поведiнки гiстограми.
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Якщо 𝑥 ∈ [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖), 𝑓 — гладенька функцiя i ℎ маленьке, тоr 𝑡𝑖
𝑡𝑖−1

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≈ 𝑓(𝑥)ℎ. Отже, 𝑓𝑖 ≈ 𝑓(𝑥), тобто функцiя

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓1 якщо 𝑥 ∈ 𝐴1

𝑓2 якщо 𝑥 ∈ 𝐴2

. . .

𝑓𝐾 якщо 𝑥 ∈ 𝐴𝐾

0 якщо 𝑥 ̸∈ [𝑎, 𝑏]

є хорошим наближенням для 𝑓(𝑥). Гiстограму вiдносних частот
можна розглядати як графiк цiєї функцiї, а саму 𝑓(𝑥) називають
гiстограмною оцiнкою щiльностi розподiлу.

Таким чином, якщо гiстограму зображають, щоб побачити
щiльнiсть розподiлу даних, доцiльно використовувати саме гiсто-
граму вiдносних частот. Однак певнi переваги має i гiстограма
абсолютних частот: за висотою її стовпчикiв одразу можна поба-
чити, скiльки спостережень потрапило в той чи iнший iнтервал
розбиття.

У R для зображення гiстограм використовується стандартна
функцiя hist(x, ...). Перелiчимо деякi параметри/опцiї цiєї
функцiї:

x— набiр даних (вибiрка), за яким будується гiстограма;
breaks—параметр,що контролює вибiр точок розбиття. Якщо

вiн не заданий, то стандартно кiлькiсть точок розбитття обирається
за формулою Стургеса: 𝐾 = ⌊log2 𝑛 + 1⌋, де 𝑛 — кiлькiсть еле-
ментiв x. Якщо breaks — це одне число, то функцiя бере його як
кiлькiсть iнтервалiв розбиття. При цьому кiнцевi точки всього iн-
тервалу, на якому будується гiстограма, визначаються як min(x),
max(x). Якщо breaks — числовий вектор, його розглядають як
набiр точок розбиття 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝐾 .

probability — логiчна опцiя, стандартно — FALSE. Якщо
вона дорiвнюєTRUE, будується гiстограма вiдносних частот, iнакше
— абсолютних.
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right—логiчна опцiя, якщовонаTRUE, то iнтервали розбиття
вважаються замкненими справа, вiдкритими злiва.

density, angle, col, border — параметри, що контролю-
ють штриховку та колiр прямокутникiв гiстограми так само, як у
функцiї rect().

main, xlab, ylab — параметри, що задають основну назву
та назви осей гiстограми.

plot — якщо цей параметр зробити FALSE, гiстограма вiд-
ображатись не буде. Але функцiя hist розрахує всi параметри,
необхiднi для зображення гiстограми (iнтервали розбиття та ви-
соти стовпчикiв) i видасть їх як результат своєї роботи. Тобто
значенням функцiї є об’єкт, що мiстить цi параметри. Його можна
зберегти для подальшого використання. (Скажiмо, для вiдображе-
ння пiзнiше на iншому рисунку).

Приклад 7.1.1. У файлi tips.csv мiстяться данi про чайовi,
якi отримував один офiцiант ресторану у США протягом двох з
половиною мiсяцiв роботи у 1990 р. Розмiр чайових, отриманих
за кожне обслуговування, записаний у змiннiй tip, змiнна sex

вказує стать особи, що оплачувала рахунок (“F” — жiнка, “M” —
чоловiк). Щоб отримати гiстограми розмiру чайових, виконаємо
такi команди:

O

> z<-read.csv("c:/rem/rstat/data/tips.csv")

> hist(z$tip,main="",xlab="",ylab="")

> hist(z$tip,probability=T,

+ main="",xlab="",ylab="")

△
Спочатку ми прочитали данi за допомогою функцiї read.csv

(на моєму комп’ютерi файл tips.csv розмiщений у каталозi
c:/rem/rstat/data/). Потiм ми вивели гiстограму абсолютних
частот i гiстограму вiдносних частот. Результат виконання зобра-
жений на рис. 7.1.
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Рис. 7.1. Гiстограми абсолютних (зверху) та вiдносних (знизу) частот

З рис. 7.1 можна зробити висновок, що щiльнiсть розподiлу
розмiру чайових є монотонно спадною. Зсунемо початкову точку
гiстограми 2 на 1/2 (рис. 7.2, зверху). Тепер рисунок має такий
вигляд, наче щiльнiсть спочатку зростає, а потiм починає спадати.

Зменшимоширину iнтервалу розбиття—покладемоℎ = 0.125

2Origin, тобто лiвий кiнець iнтервалу, на якому побудована гiстограма.
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— отримуємо картинку на рис. 7.2 знизу.
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Рис. 7.2. Гiстограми для tip: початкова точка та ширина iнтервалу

Команди, якими вiдображенi рисунки, мають такий вигляд:

O
> z<-read.csv("c:/rem/rstat/data/tips.csv")

> hist(z$tip,main="",xlab="",ylab="",
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+ breaks=(1:11)-0.5)

> hist(z$tip,main="",ylab="",

+ xlab="",breaks=(1:88)*0.125)
△

Якщоуважнопридивитись до останнього рисунка, томожнапо-
бачити,щопiки на гiстограмi вiдповiдають цiлимрозмiрамчайових
(2, 3, 4, 5 доларiв) а також цiлим значенням плюс пiвдолара. Крiм
того, праворуч вiд основної маси спостережень розташованi окре-
мi невисокi стовпчики, що вiдповiдають аномально великим чайо-
вим. Цi спостереження легко пояснити з соцiально-психологiчних
мiркувань: людина може залишити “на чай” дрiбнi монети зда-
чi, або дати грошi з свого гаманця. У другому випадку, зазвичай,
залишають круглу суму. Бiльшiсть людей дотримуються загально-
прийнятого розмiру чайових, але дехто часом виявляє аномальну
щедрiсть. Таким чином, у даному випадку не можна казати про
якусь спiльну щiльнiсть розподiлу даних, що описує всi спосте-
реження. Радше данi треба описувати моделлю сумiшi двох ком-
понент: абсолютно неперервної (здачу залиште собi) i дискретної
(два-три-чотири долари на чай). Проте, гiстограма абсолютних ча-
стот дає можливiсть вiзуально проаналiзувати такi данi i зробити
певнi висновки про їхнiй розподiл. J

Iстотнi вiдмiнностi висот сусiднiх стовпчикiв гiстограми не
обов’язково свiдчить про наявнiсть дискретної компоненти. При
зменшеннi ширини iнтервалiв розбиття ℎ розкид висот стовпчикiв
зростає i тодi, коли данi являють собою кратну вибiрку з розподiлу,
що має гладеньку щiльнiсть. Це легко зрозумiти: вiдносна частота
iнтервалу у вибiрцi наближається до ймовiрностi потрапляння у
цей iнтервал лише при великiй кiлькостi спостережень. Але, якщо
iнтервал малий, то мала i ймовiрнiсть потрапити на нього, отже,
на нього потрапить мало спостережень i його частота буде помi-
тно коливатись навколо ймовiрностi. Це добре видно у наступному
прикладi (рис. 7.3):

O
> set.seed(3)
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> z<-rnorm(200)

> hist(z,10,main="",xlab="",ylab="")

> hist(z,50,main="",xlab="",ylab="")

△
На рис. 7.3 зверху— гiстограма, побудована з 10-ма широкими

iнтервалами, знизу — з 50-ма вузенькими.
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Рис. 7.3. Гiстограми нормального розподiлу
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Як i у попередньому прикладi, звуження iнтервалiв привело до
появи пiкiв та стовпчикiв, розмiщених окремо вiд основної маси
спостережень. Але у розмiщеннi пiкiв не помiтно якої-небудь за-
кономiрностi, а стовпчики, що стоять окремо, розташованi досить
близько вiд сусiднiх. Висоти всiх стовпчикiв невеликi, тобто спо-
стережень недостатньо для надiйної оцiнки щiльностi на кожному
iнтервалi. Тому цi ефекти природно трактувати, як випадковi. У
даному прикладi ми знаємо, що вони дiйсно є випадковими, оскiль-
ки спостереження z були створенi генератором псевдовипадкових
чисел зi стандартним нормальним розподiлом. Але у загальному
випадку вiдрiзнити випадковi ефекти вiд значущих особливостей
на гiстограмi може бути складно.

7.2 Графiчна перевiрка узгодженостi
розподiлу. P-P- та Q-Q-дiаграми

Одне з найбiльш поширених застосувань гiстограми— вiзуаль-
не визначення типу розподiлу та перевiрка узгодженостi даних з
цим розподiлом. Як ми з’ясували у попередньому пiдроздiлi, гiсто-
грама вiдносних частот є оцiнкою щiльностi розподiлу за кратною
вибiркою3. Зобразивши таку гiстограму разом з теоретичноющiль-
нiстю на одному рисунку, можна побачити, наскiльки теоретична
модель вiдповiдає реальним даним4.

Приклад 7.2.1. у наборi даних airquality мiстяться данi що-
денних вимiрювань метеорологiчної станцiї у Нью-Йорку з травня
по вересень 1973 р. Зокрема, у змiннiй airquality$Wind записана
сила вiтру у вiдповiдний день.Ми хочемо перевiрити, чи є розподiл

3У цьому пiдроздiлi як теоретичну модель для опису даних ми розглядаємо
лише кратнi вибiрки.

4Якщо теоретичний розподiл має невiдомi параметри, їх треба оцiнити, перш
нiж вiдображати графiк щiльностi. Як це робиться у простiших випадках, розка-
зано у п. 8.6. Щоб правильно побудувати оцiнку у складнiших випадках, треба
ознайомитись iз загальною теорiєю оцiнювання, якiй присвячений весь розд. 8.
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цiєї характеристики нормальним. Наведемо два варiанти програми
вiдображення вiдповiдної гiстограми та щiльностi розподiлу:

O

> # 1. гiстограма вiдносних частот.

> #

> g = airquality$Wind

> m<-mean(g)

> std<-sqrt(var(g))

> hist(g, density=20, breaks=10, prob=TRUE,

+ xlab="", ylim=c(0, 0.15),

+ main="",,ylab="")

> curve(dnorm(x, mean=m, sd=std),

+ col="darkblue", lwd=2, add=TRUE, yaxt="n")

> #

> # 2. гiстограма абсолютних частот

> #

> hi<-hist(g, density=20, breaks=10,

+ xlab="", ylim=c(0, 45),

+ main="",,ylab="")

> curve(dnorm(x, mean=m, sd=std)

+ *length(g)*(hi$breaks[2]-hi$breaks[1]),

+ col="darkblue", lwd=2, add=TRUE, yaxt="n")

△
У першому варiантi будується гiстограма вiдносних частот (пара-
метр prob=TRUE) i нормальна щiльнiсть, параметри якої оцiнюю-
ться вiдповiдно середнiм та коренем з вибiркової дисперсiї змiнної
g. Результат зображено на рис. 7.4 зверху. Як бачимо, посереди-
нi гiстограми є провал там, де мав бути пiк щiльностi. Чи можна
вважати його випадковим, чи це дiйсно вiдхилення вiд нормально-
стi розподiлу даних сили вiтру? За гiстограмою вiдносних частот
вирiшити це неможливо. На гiстограмi абсолютних частот можна
побачити, скiльки спостережень припало на цей провал, але мас-
штаб цiєї гiстограми не вiдповiдає масштабу графiку щiльностi.
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Рис. 7.4. Гiстограми з графiком щiльностi

На рис. 7.4 знизу вiдображений графiк щiльностi, помноженої
на нормуючий множник 𝑛ℎ, де 𝑛—обсяг вибiрки, ℎ—ширина пi-
дiнтервалу розбиття. Це дозволяє порiвнювати гiстограму абсолю-
тних частот з обраним (нормальним) розподiлом. Щоб правильно
визначити ℎ, ми у скриптi зберегли значення результату функцiї
hist() у змiннiй hi. Цей результат є об’єктом класу histogram
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i має атрибут hi$breaks, у якому мiстяться значення точок роз-
биття для побудованої гiстограми. Рiзниця мiж сусiднiми точками
дорiвнює ℎ.

З гiстограми абсолютних частот на рис. 7.4) видно, що кiль-
кiсть спостережень, якi припадають на iнтервал мiж двома пiками,
становить близько 25, а кожномупiку вiдповiдає близько 40 спосте-
режень. Це великi обсяги даних i помiтна вiдмiннiсть мiж пiками
та провалом. Навряд чи вона викликана випадковим вiдхиленням.
Радше, така гiстограма свiдчить про те, що розподiл даних не є
нормальним5. J

Перевiрка розподiлу даних на основi гiстограм зручна тим, що
за формою гiстограми можна вгадати розподiл: гiстограму, що вiд-
повiдає нормальному розподiлу не сплутаєш iз гiстограмою екс-
поненцiйно розподiлених даних. Але гiстограми мають i недолi-
ки: неправильно обравши ширину iнтервалiв розбиття або початок
дiапазону гiстограми, можна отримати невдалий результат. Тому
поруч з гiстограмами використовуються iншi технiки графiчної
перевiрки того, наскiльки розподiл даних узгоджується з певною
теоретичною моделлю: P-P (ймовiрнiсть проти ймовiрностi) та Q-Q
(квантиль проти квантиля) дiаграми. Цi дiаграми побудованi на по-
рiвняннi емпiричної функцiї розподiлу або емпiричних квантилiв
з вiдповiдними характеристиками теоретичної моделi. Вони не по-
требують задання додаткових параметрiв налаштування, подiбних
до ширини iнтервалу розбиття для гiстограми. Але їхнiм недолi-
ком є те, що теоретичний розподiл треба визначити наперед: за
формою дiаграми його вгадувати не можна.

Почнемо з розгляду P-P-дiаграм.
Нехай 𝑋 = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) — набiр даних. Дослiдник трактує

𝑋 як кратну вибiрку i хоче перевiрити гiпотезу 𝐻0 про те, що 𝑋𝑗

мають функцiю розподiлу 𝐹 . Якщо ця гiпотеза правильна, то для
будь-якого 𝑥 ∈ R емпiрична функцiя розподiлу вибiрки 𝐹𝑛(𝑥) є

5Крiм такої перевiрки “на око” доцiльно також провести перевiрку узгдоже-
ностi нормального розподiлу, використовуючи вiдповiднi статистичнi тести. У
прикладi 9.6.4 показано, як це зробити за допомогою тесту 𝜒2.
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близькою до 𝐹 :

𝐹𝑛(𝑥) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

1{𝑋𝑗 ≤ 𝑥} ≈ 𝐹 (𝑥)

при великих обсягах вибiрки.
Пiдставимоу𝐹𝑛(𝑥) та𝐹 (𝑥) вибiрковi значення𝑋𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛

i зобразимо нарисуємо точки з координатами (𝐹 (𝑋𝑗), 𝐹𝑛(𝑋𝑗)). Це
i є P-P-дiаграма. Якщо гiпотеза 𝐻0 правильна, то ордината та аб-
сциса кожної точки повиннi бути близькими одна до одної, отже,
точки мають вишикуватись поблизу вiд бiсектриси першого коор-
динатного кута, як це зображено на рис. 7.5 лiворуч. Якщо це не
так, гiпотезу 𝐻0 слiд вiдхилити. Рис. 7.5 праворуч iлюструє ви-
падок, коли для пiдгонки розподiлу даних була обрана функцiя
розподiлу з не правильною (завищеною) дисперсiєю.

Припустимо, що всi значення 𝑋𝑗 у вибiрцi є рiзними i впо-
рядкуємо їх у порядку зростання, отримавши варiацiйний ряд:
𝑋[1] < 𝑋[2] < · · · < 𝑋[𝑛]. Тодi 𝐹𝑛(𝑋[𝑗]) = 𝑗/𝑛, отже, P-P-дiаграма
складається з точок (𝐹 (𝑋[𝑗]), 𝑗/𝑛), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

У R P-P-дiаграму, наприклад, для стандартного нормального
розподiлу, можна зобразити таким чином:

O
> # Генеруємо данi для прикладу

> set.seed(3)

> n<-100

> x<-rnorm(n)

> y<-rnorm(n,sd=3)

> # P-P для x з стандартним нормальним розподiлом

> plot(pnorm(sort(x)),(1:length(x))/length(x),asp=1,

+ ylab="", xlab="")

> # Виводимо бiсектрису координатного кута

> abline(0,1,col=2)

> # P-P для y з стандартним нормальним розподiлом

> plot(pnorm(sort(y)),(1:length(y))/length(y),asp=1,
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+ ylab="", xlab="")

> abline(0,1,col=2)

△
(Тут у plot() опцiї xlab, ylab задають текст написiв при осях ко-
ординат, опцiя asp=1 забезпечує однаковий масштаб по вертикалi
та горизонталi). Результат на рис. 7.5.
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Рис. 7.5. P-P-дiаграми
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Побудова Q-Q-дiаграми аналогiчна, але по горизонталi та вер-
тикалi вiдкладаються вiдповiдно теоретичнi та емпiричнi кван-
тилi. Точнiше, роль емпiричних квантилiв вiдiграють порядковi
статистики 𝑋[𝑗], яким вiдповiдають теоретичнi квантилi 𝑄𝐹 (𝑝𝑗),
де 𝑝𝑗 = 𝑗/𝑛 − 1/(2𝑛). (Значення 𝑝𝑗 вiдповiдає серединi стриб-
ка емпiричної функцiї розподiлу 𝐹𝑛(𝑥) у точцi 𝑥 = 𝑋[𝑗]). Та-
ким чином, на Q-Q-дiаграмi вiдображаються точки з координата-
ми (𝑄𝐹 (𝑝𝑗), 𝑋[𝑗]), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Якщо розподiл даних описується
функцiєю розподiлу𝐹 , цi точки мають бути поблизу вiд бiсектриси
першого координатного кута.

Q-Q-дiаграма має важливу перевагу над P-P-дiаграмою. Її зру-
чно використовувати, коли теоретична функцiя розподiлу вiдома
з точнiстю до невiдомих параметрiв зсуву та масштабу. Тобто вi-
домо, що 𝐹 (𝑥) = 𝐹0((𝑥 − 𝑎)/𝑠), де 𝑎 (зсув) i 𝑠 (масштаб) —
невiдомi параметри. (Напр., для нормального розподiлу 𝐹0 може
бути функцiєю розподiлу стандартного нормального розподiлу, 𝑎
— математичним сподiванням, 𝑠 — середньоквадратичним вiдхи-
ленням). У цьому випадку 𝑄𝐹 (α) = 𝑠𝑄𝐹0(α) + 𝑎, отже, якщо на
Q-Q-дiаграмi вiдобразити точки з координатами (𝑄𝐹0(𝑝𝑗), 𝑋[𝑗]),
вони розташуються поблизу вiд прямої з рiвнянням 𝑦 = 𝑠𝑥 + 𝑎.
Це дозволяє перевiряти гiпотезу про розподiл даних, не оцiнюючи
параметри зсуву та масщтабу. Бiльше того, цi параметри можна
оцiнити вiзуально за Q-Q-дiаграмою.

Для нормального розподiлу Q-Q-дiаграму у R можна побудува-
ти, використовуючи функцiї qqnorm() та qqline():

O
> x<-rnorm(200,mean=1,sd=0.5)

> qqnorm(x,ylab="", xlab="",main="")

> qqline(x)
△

(У x створена вибiрка з нормального розподiлу з середнiм 1 та
дисперсiєю 0.25, потiм функцiя qqnorm() будує Q-Q-дiаграму, у
якiй по осi абсцис вiдкладенi квантилi стандартного нормального
розподiлу, функцiя qqline() оцiнює математичне сподiвання 𝑎 та
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стандартне вiдхилення 𝑠 за даними i проводить на дiаграмi пряму
𝑦 = 𝑠𝑥+𝑎. Результат виконання цих команд зображено на рис. 7.6.
Звернiть увагу, що побудована пряма не є бiсектрисою першого
координатного кута, але точки розташованi бiля неї. Так i має
бути, оскiльки розподiл даних є нормальним, але не стандартним
нормальним.
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Рис. 7.6. Q-Q-дiаграма

Якщо теоретичний розподiл не є нормальним, значення кван-
тилiв слiд обчислювати, використовуючи вiдповiдну функцiю для
даного розподiлу. Наприклад, перевiрку того, що розподiл даних є
логiстичним можна виконати так:

O
> set.seed(3)

> x<-rnorm(200,mean=1,sd=0.5)

> plot(qlogis(ppoints(x)),sort(x),

+ ylab="", xlab="",main="")

> abline(lm(sort(x)~qlogis(ppoints(x)))$coefficients)
△

Результат див. рис. 7.7.
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Рис. 7.7. Q-Q-дiаграма

У цьому прикладi данi генеруються з нормальним розподiлом,
а перевiрка проводится для теоретичного логiстичного розподiлу.
Функцiя ppoints(x) обчислює значення рiвнiв квантилiв 𝑝𝑗 , от-
же, значенням виразу qlogis(ppoints(x)) є вектор теоретичних
квантилiв, що вiдкладаються по горизонталi. Функцiя abline()

рисує пряму лiнiю, коефiцiєнти якої отримуються пiдгонкою за
методом найменших квадратiв (функцiя lm).

Зазначимо, що за цiєю Q-Q-дiаграмою помiтити вiдмiннiсть
розподiлу даних (нормального) вiд логiстичногомайженеможливо.

7.3 Q-Q-дiаграма з прогнозними
iнтервалами

Розглядаючи Q-Q-дiаграми, можна побачити, що навiть коли
розподiл даних вiдповiдає теоретичному, точки на дiаграмi вiдхи-
ляються вiд бiсектриси першого координатного кута, хоча i не дуже
сильно. Причому у рiзних частинах дiаграми такi випадковi вiдхи-
лення можуть бути рiзними. Зазвичай, вiдхилення крайнiх точок
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помiтнiшi, нiж вiдхилення точок всерединi дiаграми. Тому бажано
крiм бiсектриси зобразити також iнтервали, у якi з великою ймо-
вiрнiстю можуть потрапляти точки на дiаграмi, якщо теоретичний
розподiл правильно описує данi.

Стандартнi функцiї R не надають такої можливостi. Розглянемо
спосiб побудови таких прогнозних iнтервалiв за допомогою iмiта-
цiйного моделювання.

Нехай треба побудувати iнтервал, у який потраплятиме точ-
ка, що вiдповiдає 𝑗-й порядковiй статистицi iз заданою ймовiр-
нiстю 1 − α. Iдея полягає в тому, щоб згенерувати багато (𝐾)
вибiрок з розподiлом, який вiдповiдає теоретичному. Всi згене-
рованi вибiрки повиннi мати однаковий обсяг 𝑛, який дорiвнює
обсягу тiєї реальної вибiрки, що дослiджується. По кожнiй та-
кiй вибiрцi вiзьмемо 𝑗-ту порядкову статистику. Отримаємо 𝐾
значень 𝑋(𝑘) = (𝑋𝑘

[𝑗], 𝑘 = 1, . . . ,𝐾), де 𝑋𝑘
[𝑗] — 𝑗-та статистика

для 𝑘-ї вибiрки. За цими значеннями знайдемо емпiричнi квантилi
𝑋−

𝑗 = 𝑄𝑋(𝑘)
(α/2), 𝑋+

𝑗 = 𝑄𝑋(𝑘)
(1 − α/2). В iнтервалi (𝑋−

𝑗 , 𝑋+
𝑗 )

буде приблизно (1− α)𝐾 елементiв𝑋(𝑘). За законом великих чи-
сел, при великих 𝐾, ймовiрнiсть для 𝑗-ї порядкової статистики
потрапити у цей iнтервал приблизно дорiвнює 1− α.

Зрозумiло, що для побудови дiаграми разом з iнтервалами такi
розрахунки треба повторити для всiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Модельованi
вибiрки можуть бути тi ж самi для рiзних 𝑗.

Реалiзуємо цю iдею у виглядi функцiї QQplot, яка перевiряє
узгодженiсть розподiлу даних зi стандартним нормальним розпо-
дiлом:

O
> QQplot<-function(x,K=1000,alpha=0.05){

+ n<-length(x)

+ normQ<-qnorm((1:n-0.5)/n)

+ sx<-sort(x)

+ W<-matrix(rnorm(K*n),nrow=n,ncol=K)

+ W<-apply(W,2,sort)

+ tops<-apply(W,1,quantile,probs=1-alpha/2)
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+ bots<-apply(W,1,quantile,probs=alpha/2)

+ plot(c(normQ,normQ,normQ),c(tops,bots,sx),type="n",

+ xlab="theoretical quantiles",

+ ylab="empirical quantiles")

+ points(normQ,sx,col=2)

+ segments(normQ,bots,normQ,tops,col=4)

+ abline(0,1,col=1)

+ }

> x<-rnorm(100)

> QQplot(x)

△
Результат роботи програми див. на рис. 7.8.
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Рис. 7.8. Q-Q-дiаграма з прогнозними iнтервалами

Розберемо роботу функцiї. Її параметри:
x— вибiрка, для якої будується Q-Q дiаграма;
K — кiлькiсть псевдовипадкових вибiрок, що будуть згенеро-

ванi для отримання прогнозних iнтервалiв (стандартне значення
K=1000);
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alpha — ймовiрнiсть, з якою точка на дiаграмi може вийти з
прогнозного iнтервалу (стандартно alpha=0.05).

У тiлi функцiї спочатку обчислюються абсциси точок на дiа-
грамi — у векторi normQ. Створюється варiацiйний ряд даних —
sx. Потiм генерується матриця W, стовпчиками якої є𝐾 псевдови-
падкових вибiрок зi стандартного нормального розподiлу. Команда
W<-apply(W,2,sort) впорядковує стовпчики W у порядку зроста-
ння. Тепер вони мiстять варiацiйнi ряди модельованих вибiрок.
Кожен (𝑗-й) рядок матрицi W складається тепер з порядкових ста-
тистик модельованих вибiрок з iндексом 𝑗. Ми шукаємо 𝑋−

𝑗 i 𝑋+
𝑗

як вiдповiднi квантилi для 𝑗-го рядка та вмiщуємо їх у вектори
bots i tops для всiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Далi йде виведення рисунка.
Спочатку виводиться тiльки рамка з пiдписами, пiдiгнана так, щоб
у нiй розмiстились всi елементи рисунка. Пiсля цього points()

виводить точки дiаграми, segments() — iнтервали, abline — бi-
сектрису координатного кута.

7.4 Порiвняння розподiлiв кiлькох
наборiв даних

У статистицi часто виникає задача порiвняння розподiлiв рiз-
них наборiв однотипних даних. Скажiмо, за даними податкової
iнспекцiї можна поставити питання: чи вiдрiзняється розподiл до-
ходiв населення у минулому та позаминулому роках? Для порiвня-
ння розподiлiв двох наборiв даних можна використовувати рисун-
ки, на яких зображено двi гiстограми одразу, або Q-Q-дiаграми, де
по горизонталi вiдкладено квантилi одного набору, а по вертикалi
iншого.

Наприклад, розглянемо данi про чайовi з набору tips.csv,
який ми вже використовували у пiдрозд. 7.1. Ми хочемо перевi-
рити, чи вiдрiзняються розподiли чайових залежно вiд того, хто
їх сплачує — чоловiк чи жiнка? Гiстограми та Q-Q-дiаграми для
такої перевiрки можна вивести таким чином:
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O
> # читаємо данi з файла:

> z<-read.csv("c:/rem/rstat/data/tips.csv")

> #

> # Будуємо двi гiстограми на одному рисунку

> #

> hist(z$tip[z$sex=="M"],breaks=10,probability=T,

+ angle=0,density=12,xlim=c(0,10),ylim=c(0,0.45),

+ ylab="", xlab="",main="")

> hist(z$tip[z$sex=="F"],probability=T,

+ breaks=10,angle=90,density=12, xlim=c(0,10),add=T)

> #

> # Q-Q дiаграма

> #

> qqplot(z$tip[z$sex=="F"],z$tip[z$sex=="M"],

+ xlab="females",ylab="males")

> abline(0,1)
△

У цьому скриптi першою виводиться гiстограма розподiлу чайо-
вих для клiєнтiв-чоловiкiв (z$sex=="M"). Її стовпчики заштрихо-
ванi вертикально. Потiм на тому самому рисунку виводиться гi-
стограма для жiнок з горизонтальою штриховкою. Ми обрали для
порiвняння гiстограми вiдносних частот, тому що вибiрки мають
помiтно рiзний обсгяг (чоловiки розплачувались частiше, нiж жiн-
ки). Якби порiвнювались абсолютнi частоти, “жiноча” гiстограма
була б майже непомiтна на фонi “чоловiчої” (перевiрте).

I гiстограма, i Q-Q-дiаграма свiдчать, що принципової рiзницi
у розподiлi чайових не помiтно для основної маси спостережень.
Але для чоловiкiв помiтно кiлька випадкiв з аномально великими
чайовими, для жiнок таких випадкiв немає.

Коли стовпчики кiлькох гiстограм перекриваються, це створює
незручнiсть для їхнього вiзуального аналiзу. Бiльш зручним може
бути застосування дiаграм, на яких стовпчики розташованi поруч
(рис. 7.10).
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Рис. 7.9. Порiвняння двох розподiлiв

Як ми бачили у пiдрозд. 3.1, такi дiаграми можна зображати,
використовуючи функцiю barplot:

O
> z<-read.csv("c:/rem/rstat/data/tips.csv")

> ctip<-cut(z$tip,breaks=1:10,labels=(1:9)+0.5)

> counts<-table(z$sex,ctip)
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> counts["F",]=counts["F",]/sum(counts["F",])

> counts["M",]=counts["M",]/sum(counts["M",])

> barplot(counts,beside=T,col=c("darkblue","yellow"))

> legend(x=16,y=0.31,c("Female","Male"),

+ fill=c("darkblue","yellow"))

> #
△

Результат — на рис. 7.10).
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Рис. 7.10. Гiстограма через barplot

Функцiя cut() у цьому скриптi використана для групування
даних: отримуючи на входi числовий вектор z$tip, вона видає
вектор, елементами якого є фактори, що показують, в який iн-
тервал розбиття потрапило вiдповiдне значення z$tip. Функцiя
table(z$sex,ctip) складає таблицю (матрицю) частот появ пар
значень факторiв (z$sex,ctip):

O
> table(z$sex,ctip)

ctip

1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5
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F 25 27 19 9 3 1 0 0 0

M 49 41 38 14 8 3 1 1 1

△
—жiнок (F), що дали чайовi в iнтервалi вiд 2 до 3 (позначений

2.5) було 25 i т.д.
Далi функцiя barplot() рисує стовпчикову дiаграму, як описа-

но у пiдрозд. 3.1, а функцiя legend() виводить пояснення-легенду.

7.5 Скриньки з вусами

Гiстограми дають найбiльш повне уявлення про розподiл одно-
вимiрних даних. Однак, коли треба порiвняти розподiли багатьох
(бiльше трьох) наборiв даних, зображення гiстограм усiх цих на-
борiв на одному рисунку стає занадто складним для вiзуального
сприйняття. Тому для забезпечення можливостi графiчного аналi-
зу даних статистик змушений пожертвувати частиною iнформацiї,
вiдображаючи для кожного набору не гiстограму, а лише найбiльш
характернi властивостi розподiлу.

Дiаграми, якi вiдтворюють мiнiмальний набiр характеристик
розподiлу англiйською мовою називається box-whisker plot, або
просто boxplot. Українською це можна перекласти як “скринька
з вусами”.

Для набору одновимiрних даних скринька з вусами будуються
за схемою, зображеною на рис. 7.11. На цьому рисунку значення
даних вiдображаються по вертикальнiй осi. Можливе також гори-
зонтальне розташування скриньки з вусами.

Прямокутник (скриньку) рисують вiд нижнього квартиля 𝑄1

(тобто квантиля рiвня 1/4) до верхнього квартиля 𝑄3 (квантиля
рiвня 3/4), обчислених за даними. Лiнiя, що розрiзає прямоку-
тник, вiдповiдає медiанi med. Вусики, що стирчать зi скриньки,
вiдмiчають дiапазон розташування даних, якi не є викидами. Тоб-
то верхнiй вусик вiдповiдає найбiльшому не викиду, нижнiй —
найменшому. (На рис. 7.11 нижнiй вусик позначено min, а верх-
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нiй — max). Кожен кружечок поза дiапазоном вiдповiдає одному
iндивiдуальному значенню-викиду.
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Рис. 7.11. Скринька з вусами

Для визначення того, якi спостереження слiд вiднести до вики-
дiв, є рiзнi пiдходи, що мають евристичний характер. При найбiльш
поширеному, викидами вважають тi значення, що перевищують
𝑄3 + 1.5IQ або є меншими нiж 𝑄1 − 1.5IQ, де IQ=𝑄3 −𝑄1 — iн-
терквартильний розмах. Iнодi окремо видiляють “далекi” викиди,
або екстремальнi значення, тобто тi значення даних, якi виходять
за межi iнтервалу [𝑄1 − 3IQ, 𝑄3 + 3IQ]. Якщо цей пiдхiд вико-
ристовується, то екстремальнi значення позначають на дiаграмi
хрестиками, а помiрнi викиди (тобто такi, якi не є екстремальни-
ми) — кружечками. Множники 1.5 та 3 у цих формулах не мають
якогось науково-математичного або потаємно-мiстичного змiсту,
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а використовуються лише за домовленiстю.
Iнколи у стiнках скриньки роблять трикутнi зарубки (англ. not-

ches), зовнiшнi краї яких вiдповiдають довiрчому iнтервалу для
медiани розподiлу даних з рiвнем значущостi 0.956. (На рис. 7.11
такий довiрчий iнтервал позначений стрiлками).

Зазвичай ширина прямокутника-скриньки та вусикiв обирає-
ться так, щоб рисунок було зручно сприймати на око, iнформацiї
про данi вона не мiстить. Але iнколи ширину скриньки вибирають
пропорцiйно кореню квадратному з кiлькостi елементiв у набо-
рi даних, за яким вона побудована — чим ширша скринька, тим
бiльше у нiй даних.

Рисунок з однiєю скринькою для єдиного набору даних несе
небагато iнформацiї. Але розмiстивши декiлька таких скриньок
паралельно для рiзних наборiв, можна одразу помiтити характернi
вiдмiнностi розподiлiв даних у рiзних наборах.

Для рисування кiлькох скриньок з вусами у Rможна використо-
вувати функцiю boxplot(). Першим (основним) параметром цiєї
функцiї є список наборiв (векторiв) даних, для яких будуються
скриньки з вусами. Наприклад:

O

> set.seed(20)

> a<-rexp(200)

> b<-rnorm(100,2,1)

> c<-rchisq(40,5)

> x<-list(a,b,c)

> boxplot(x,notch=T,varwidth=T,

+ names=c("exp","norm","chisq"))

△
Тут ми згенерувалитри вибiрки з рiзними розподiлами: експонен-
цiйним, нормальним та хi-квадрат, склали їх в один список i вiд-
образили за допомогою boxplot (рис. 7.12).

6Про довiрчi iнтервали див. пiдрозд. 8.5.
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Рис. 7.12. Порiвняння трьох розподiлiв

На рис. 7.12можна помiтити симетрiю нормальної вибiрки, аси-
метрiю експоненцiйної. Хi-квадрат розподiл є асиметричним, але
на рисунку ця асиметрiя виражена не сильно. Викиди не вiдмiченi
у нормальнiй вибiрцi, два викиди — у хi-квадрат. Сiм “викидiв”
зафiксовано у експоненцiйнiй вибiрцi, але за їхнiм розташуван-
ням можна твердити, що бiльшiсть з них не далеко вiдiйшли вiд
основної маси спостережень, тобто трактування їх як викидiв є
питанням смаку.

Ми скористались опцiєю notch=T для того, щоб вiдобразити
довiрчi iнтервали для медiан у виглядi зарубок на скриньках. За ци-
ми iнтервалами можна зробити попереднiй висновок, що медiани
теоретичних розподiлiв вибiрок є рiзними7.

Опцiя varwidth=T вказує, що ширину скриньок слiд обирати
пропорцiйно до кореня з обсягу вибiрки— тому скринька для exp
вийшла помiтно ширшою, нiж iншi.

Опцiя names задає iмена, що будуть пiдписанi пiд скринька-

7Довiрчi iнтервали для них не мають спiльних точок, докладнiше див. пiд-
розд. 9.4.
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ми. Аналогiчно можна використовувати опцiю col, щоб задавати
кольори скриньок.

У комп’ютернiй статистицi часто виникають задачi аналiзу да-
них, що записанi у єдиному фреймi, причому одна змiнна мiстить
певну числову характеристику (вiдгук) об’єктiв, що дослiджую-
ться, а iнша (фактор) — клас, до якого належить даний об’єкт.
При цьому питання полягає в тому, щоб проаналiзувати залежнiсть
розподiлу вiдгука вiд фактора. У таких випадках для опису задачi
у boxplot() перший параметр можна задати формулою вигляду
вiдгук ∼ фактор.

При такому запитi функцiя boxplot() роздiлить весь набiр
даних на окремi пiдвибiрки. Кожна пiдвибiрка складатиметься з
об’єктiв, що вiдповiдають певному фiксованому значенню факто-
ра. Скриньки з вусами будуються окремо для кожної пiдвибiрки i
вiдображаються на одному рисунку8.

Приклад 7.5.1. у фреймi даних InsectSprays мiстяться данi
про випробування якостi рiзних видiв iнсектицидiв. Один рядок
даних вiдповiдає одному випробуванню. У кожному випробуваннi
обчислювалась кiлькiсть комах, що загинули пiд дiєю iнсектициду
— змiнна count. У змiннiй spray вказується тип iнсектициду (лi-
тера A-F). Нас цiкавить, як розподiл count пов’язаний зi spray.
Вiдповiднi скриньки задає програма

O
> boxplot(count ~ spray, data = InsectSprays,

+ col = "lightgray",horizontal=T)
△

Тут data задає фрейм даних, з якого вибирають змiннi, а значення
опцiї horizontal=T вказує, що скриньки повиннi розмiщуватись
горизонтально.

На рис. 7.13 бачимо, що iнсектициди C, D, E виявились значно
менш ефективними нiж iншi, iнскетицид F у деяких експериментах

8Можна вказати декiлька факторiв, напр.: вiдгук ∼ фактор1+фактор2. Тодi
набiр даних буде розбитий на пiдвибiрки, що вiдповiдають рiзним комбiнацiям
можливих значень фактор1 i фактор2.
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виявив себе найкращим, але найкраща медiана — у В i т.д.
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Рис. 7.13. Порiвняння ефективностi iнсектицидiв

Наскiльки статистично обґрунтованим є це вiдчуття переваги
одних iнсектицидiв над iншими, що виникає при розглядi такого
рисунка? Це питання обговорюється у прикладi 9.7.1.

Зауважимо, що аналогiчну дiаграму можна отримати, якщо за-
писати plot(count~spray,data=InsectSprays). J



Роздiл 8

Оцiнювання параметрiв

У цьому роздiлi описанi основнi пiдходи до задачi пiдгонки
розподiлу спостережуваних даних певною теоретичною моделлю.
Вважається, що у цiй теоретичнiй моделi є декiлька невiдомих па-
раметрiв, якi треба оцiнити за даними. У перших трьох пiдроздiлах
описано три рiзних пiдходи до такого оцiнювання: метод момен-
тiв, оцiнювання на основi порiвняння емпiричних та теоретичних
квантилiв i метод найбiльшої вiрогiдностi. Далi у пiдрозд. 8.4 ми
розглянемо питання про те, як охарактеризувати та порiвняти то-
чнiсть рiзних оцiнок. У пiдрозд. 8.5 показано, як будувати довiрчi
iнтервали та довiрчi елiпсоїди для невiдомих параметрiв.

Приклади, що розглядаються у пiдрозд. 8.1 — 8.5, викори-
стовують порiвняно складнi моделi розподiлiв (вимiрювання з по-
хибками, зрiзанi розподiли, сумiшi). Тому реалiзацiя вiдповiдних
оцiнок вимагає написання власних програм на R.

У бiльшостi випадкiв статистичної обробки даних теоретичну
модель обирають з невеликого набору стандартних розподiлiв (нор-
мальний, експоненцiйний, пуассонiв i т.д.). Для пiдгонки таких мо-
делей у R є готовi засоби. Читачi, яких цiкавить саме така пiдгонка,
якщо теорiя статистичного оцiнювання їм у загальних рисах вiдо-
ма (або не цiкава), можуть звернутись одразу до пiдрозд. 8.6, де
описано, як оцiнювати параметри простих стандартних розподiлiв
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та будувати довiрчi iнтервали за допомогою функцiї fitdistr().
Для розумiння теоретичних мiркувань, що наведенi у цьому та

наступних роздiлах книги, вимагається значно глибше знайомство
з теорiєю ймовiрностей та векторною алгеброю, нiж це було досi.
Мiнiмальну необхiдну iнформацiю про вектори i матрицi вмiщено
у Дод. А. Вiдомостям з теорiї ймовiрностей присвячений Дод. Б.
Зокрема, у пiдрозд. Б.3 дано означення багатовимiрного нормаль-
ного (гауссового) розподiлу, а у пiдрозд. Б.4 описано основнi види
ймовiрнiсної збiжностi (за ймовiрнiстю, слабко, майже напевно) та
наведенi приклади граничних теорем.

Втiм, я намагався органiзувати виклад так, аби книгу можна бу-
ло читати i не вiдчуваючи вiдмiнностi мiж, скажiмо, збiжностями
за ймовiрнiстю i майже напевно. Щоб отримати загальне уявлен-
ня, про що йдеться, читачевi досить мати загальне уявлення про
збiжнiсть як про наближення чогось до чогось “коли𝑛 стає все бiль-
ше i бiльше”. Зрозумiло, що таким загальним поняттям не варто
обмежуватись. Бажаючим зануритись у теорiю глибше рекомендую
книги з теорiї ймовiрностей i математичної статистики [3, 2, 9, 18].

8.1 Оцiнки методу моментiв

Нехай спостережуванi данi являють собою кратну вибiрку,
тобто набiр X = (ξ𝑖, . . . , ξ𝑛), де ξ𝑗 ∈ R𝑝 — незалежнi випадковi
вектори з розподiлом

Pϑ(𝐴) = Pξϑ(𝐴) = P{ξ𝑗 ∈ 𝐴},

де ϑ ∈ Θ ∈ R𝑑 — 𝑑-вимiрний невiдомий параметр, Θ — мно-
жина можливих значень невiдомого параметра. (Вектор ϑ можна
трактувати, як набiр 𝑑 числових невiдомих параметрiв).

Для того, щоб оцiнити ϑ, задамо деяку вимiрну функцiю
h : R𝑝 → R𝑑 так, щоб для всiх t ∈ Θ було скiнченним мате-
матичне сподiвання

H(t) = Et h(ξ1) =
w

R𝑝
h(x)Pt(𝑑x).
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Внаслiдок закону великих чисел, за великих обсягiв вибiрки 𝑛:

ĥ𝑛 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

h(ξ𝑗) ≈ H(ϑ).

Прирiвняємо
ĥ𝑛 = H(t) (8.1)

i виберемо як оцiнку ϑ таку статистику1 ϑ̂ = ϑ̂(X), щоб при пiдста-
новцi її у (8.1) замiсть t це рiвняння перетворювалось на рiвнiсть
майже напевно. Таку оцiнку ϑ̂𝑛 називають оцiнкою методу момен-
тiв (моментною оцiнкою) для ϑ з моментною функцiєю h. Функцiю
H(ϑ) називають (узагальненим) теоретичним моментом (або ве-
ктором моментiв) розподiлу Pϑ, а ĥ𝑛 — емпiричним моментом
вибiрки X. У випадку одновимiрних спостережень (𝑝 = 1) при
ℎ(𝑥) = 𝑥𝑘,𝐻(ϑ) = Eϑ ξ

𝑘 називають 𝑘-м теоретичним моментом, а
ℎ̂𝑛 = 1

𝑛

∑︀𝑛
𝑗=1 ξ

𝑘
𝑗 — 𝑘-м емпiричним моментом.

Якщо рiвняння (вiдносно t):

H(t) = x (8.2)

має єдиний корiнь для всiх 𝑥, що належать множинi можливих
значень функцiї h, то ϑ̂ = H−1(ĥ), де H−1 — функцiя, обернена
до функцiї H. (При цьому необхiдно, щоб H−1 була вимiрною
функцiєю).

Якщо рiвняння (8.1) має декiлька коренiв, то оцiнка методу
моментiв визначена неоднозначно: будь-який з коренiв можна ви-
користовувати як оцiнку.

Приклад 8.1.1. Нехай X = (ξ1, . . . , ξ𝑛) кратна вибiрка з екс-
поненцiйного розподiлу з невiдомою iнтенсивнiстю λ, тобто щiль-
нiсть розподiлу ξ

𝑓λ(𝑥) = λ𝑒
−λ𝑥

1{𝑥 > 0}.
1Тобто вимiрну функцiю вiд даних X.
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Задача полягає в оцiнцi λ ∈ (0,∞). Виберемо за моментну функ-
цiю ℎ(1)(𝑥) = 𝑥. Тодi

𝐻(λ) = Eλ ℎ
(1)(ξ1) =

w ∞

0
𝑥𝑓λ(𝑥)𝑑𝑥 =

1

λ
.

Отже, оцiнка методу моментiв з цiєю моментною функцiєю має
вигляд

λ̂(1)𝑛 =
1

ℎ̂
(1)
𝑛

=
1

ξ̄
=

𝑛∑︀𝑛
𝑗=1 ξ𝑗

.

Якщо обрати моментну функцiю ℎ(2)(𝑥) = 𝑥2, отримуємо iншу
оцiнку:

Eλ(ξ1)
2 =

2

λ2
,

тому оцiнка методу моментiв, що вiдповiдає ℎ(2), має вигляд

λ̂(2)𝑛 =

√︃
2

ℎ̂
(2)
𝑛

.

J
Приклад 8.1.2. Нехай X = (ξ1, . . . , ξ𝑛) — кратна вибiрка з

нормального розподiлу з невiдомим математичним сподiванням
µ та невiдомою дисперсiєю σ2. Позначимо невiдомий векторний
параметр ϑ = (µ,σ2)𝑇 ∈ Θ = R × (0,+∞). Позначимо також
t = (𝑚, 𝑠2)𝑇 . Виберемо за моментну функцiю h(𝑥) = (𝑥, 𝑥2)𝑇 .
Тодi H(t) = (𝑚, 𝑠2 +𝑚2)𝑇 . Отже, оцiнка методу моментiв визна-
чається як розв’язок системи рiвнянь{︃

ξ̄ = 𝑚,

ξ2 = 𝑠2 +𝑚2,

де ξ̄ = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑗=1 ξ𝑗 , ξ2 =

1
𝑛

∑︀𝑛
𝑗=1(ξ𝑗)

2 —перший i другий вибiрковi
моменти.

Таким чином, ϑ̂𝑛 = (ξ̄, ξ2− (ξ̄)2)𝑇 , тобто оцiнками для µ та σ2
є вибiркове середнє та (не виправлена) вибiркова дисперсiя.
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Нагадаємо, що виправлена вибiркова дисперсiя дорiвнює

𝑆2
0(X) =

𝑛

𝑛− 1
(ξ2 − (ξ̄)2).

Як оцiнка для теоретичної дисперсiї вона дещо точнiша, нiж не
виправлена, тому на практицi доцiльно використовувати саме її.J

Легко перевiрити, що всi оцiнки у прикладах 8.1.1 — 8.1.2
є сильно констстентними. Наступна теорема дає достатнi умови
консистентностi моментних оцiнок.

Теорема 8.1.1. Нехай X — кратна вибiрка, H(t) iснує для
всiх t ∈ Θ, H−1 iснує i є неперервною на множинi всiх можливих
значень моментної функцiї. Тодi

ϑ̂𝑛 = H−1(ĥ𝑛) → ϑ м.н. при 𝑛 → ∞.

Доведення безпосередньо випливає з посиленого закону вели-
ких чисел.

Метод моментiв iнколи можна узагальнити на випадок неодна-
ково розподiлених спостережень.

Приклад 8.1.3.Нехай випадковi величини, що самi мають нор-
мальний розподiл, вимiрюються рiзними приладами, якi мають пев-
нi похибки вимiрювання. Таким чином, результати вимiрювання
можна зобразити у виглядi

ξ𝑗 = η𝑗 + ε𝑗 ,

де η𝑗 — справжнє значення величини, вимiряної у 𝑗-му дослiдi,
ε𝑗 — похибка вимiрювання. Тут η𝑗 , ε𝑗 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 вважаються
незалежними в сукупностi, η𝑗 ∼ 𝑁(µ,σ2), ε𝑗 ∼ 𝑁(0, 𝑠2𝑗 ), де 𝑠2𝑗 —
вiдома дисперсiя похибки при 𝑗-му вимiрюваннi, µ i σ2 —невiдомi
параметри, якi треба оцiнити за данимиX = (ξ1, . . . , ξ𝑛).

Будемо вважати, що дисперсiї похибок обмеженi зверху:
σ2𝑗 < 𝑆 < ∞.

Хоча ξ𝑗 не є однаково розподiленими випадковими величина-
ми, але ξ̄ = η̄ + ε̄ → µ при 𝑛 → ∞ м.н., оскiльки η̄ → µ за
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пiдсиленим законом великих чисел, а ε̄ ∼ 𝑁(0,
∑︀𝑛

𝑗=1 σ
2
𝑗/𝑛) збiга-

ється до 0 м.н. (Це легко довести, використовуючи лему Бореля—
Кантеллi).

Отже, ξ̄ є незмiщеною та консистентною оцiнкою µ. J
Задача. Побудуйте консистентну оцiнку σ2 у цьому прикладi.
Розглянемо тепер приклад застосування R для обчислення оцi-

нок методу моментiв у випадку, коли розв’язати моментне рiвня-
ння (8.1) аналiтично не вдається.

Приклад 8.1.4. Нехай данi X = (ξ1, . . . , ξ𝑛) являють собою
кратну вибiрку зi зрiзаного експоненцiйного розподiлу з функцiєю
розподiлу

𝐹ξ(𝑥) = 𝐹 (𝑥; λ, 𝐶) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 при 𝑥 < 0,
1−exp(−λ𝑥)
1−exp(−λ𝐶) при 0 ≤ 𝑥 < 𝐶,

1 при 𝑥 ≥ 𝐶.

(8.3)

Вважаємо порiг зрiзання 𝐶 вiдомим, а λ > 0 — невiдомим пара-
метром розподiлу, який треба оцiнити.

Як моментну функцiю виберемо ℎ(𝑥) = 𝑥. Тодi

𝐻(λ) = Eλ ξ1 =
𝐶

1− exp(𝐶λ)
+

1

λ
.

Позначимо розв’язок рiвняння ξ̄ = 𝐻(𝑙) (вiдносно 𝑙) через
λ̂𝑀𝑀
𝑛 — це i буде оцiнка методу моментiв для λ. Оскiльки розв’я-

зати моментне рiвняння аналiтично не можна, то для знаходження
оцiнки застосуємо технiку наближеного обчислення кореня цьо-
го рiвняння. Наприклад, для цього можна використати функцiю
nleqslv з бiблiотеки nleqslv. Найпростiший варiант виклику цiєї
функцiї —

nleqslv(x, fn),
де x— початкове наближене значення для кореня,
fn—функцiя, корiнь якої треба знайти. (Тобтомишукаємо розв’я-
зок рiвняння fn(x)=0).
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Значенням функцiї nleqslv є об’єкт, що має багато атрибутiв,
зокрема у атрибутi $x мiститься отримане наближене значення
кореня, у атрибутi $fvec — значення функцiї у точцi x (якщо
корiнь знайдено правильно, це значення має бути близьким до 0).

Оформимо обчислення оцiнки за даними X у виглядi функцiї:

O

> library(nleqslv)

> # функцiя eqv задає рiвняння H(l)=Mx

> # trun - порiг зрiзання експоненцiйного розподiлу

> eqv<-function(l,Mx,trun){

+ trun/(1-exp(trun*l))+1/l-Mx

+ }

> # функцiя EstMM рахує оцiнку lambda за даними X

> # методом моментiв

> EstMM<-function(x,trun){

+ Mx<-mean(x)

+ nleqslv(1/Mx,eqv,Mx=Mx,trun=trun)$x

+ }

△

Тут ми спочатку створили функцiю eqv, коренем якої буде наша
оцiнка, а потiм — функцiю EstMM, яка обчислює оцiнку. Аргумен-
тами цiєї функцiї є x — вибiрка, за якою будується оцiнка i trun
— параметр зрiзання (вiдомий).

Функцiя EstMM спочатку знаходить вибiркове середнє i записує
його як змiнну Mx, а потiм викликаєфункцiюnleqslv для розв’язу-
вання моментного рiвняння. При цьому як початкове наближення
для кореня рiвняння вибрано 1/Mx, тобто моментну оцiнку для
iнтенсивностi не зрiзаного експоненцiйного розподiлу.
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Перевiримо, чи правильно працює наша функцiя на модельо-
ваних даних, якi мають зрiзаний експоненцiйний розподiл. Для
цього треба згенерувати данi з таким розподiлом, а потiм викли-
кати функцiю EstMM. Спочатку ми створили функцiю rexptr, яка
генерує одне псевдовипадкове число, використовуючи генератор
експоненцiйного розподiлу rexp() та зрiзаючи його результат до-
ти, доки вiн не стане меншим, нiж порiг зрiзання. Потiм генеруємо
вибiрку, використовуючи replicate() i розраховуємо оцiнку для
iнтенсивностi за цiєю вибiркою:

O

> set.seed(2)

> # Генерацiя псевдовипадкових даних

> U<-2 # порiг зрiзання

> l<-0.5 # iнтенсивнiсть

> n<-10000 # обсяг вибiрки

> # функцiя rexptr генерує одне псевдовипадкове

> # число зi зрiзаним експоненцiйним розподiлом

> # з iнтенсивнiстю lambda та порогом зрiзання trun

> rexptr<-function(lambda=1,trun=1){

+ repeat{

+ x<-rexp(1,lambda)

+ if(x<trun) break

+ }

+ x

+ }

> # Генеруємо вектор зрiзаних експоненцiйних в.в.

> X<-replicate(n,rexptr(l,U))

> # Рахуємо оцiнку

> EstMM(X,U)

[1] 0.5033029

△
Справжня iнтненсивнiсть l=0.5, оцiнка — 0.5033029.
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На перший погляд результат задовiльний. Але, звичайно, якiсть
алгоритму оцiнювання не можна визначити на основi оцiнки, обчи-
сленої за однiєю вибiркою. Бiльш детальний аналiз буде проведено
у прикладi 8.4.4.

Зазначимо, що розв’язок моментного рiвняння може бути вiд’-
ємним для деяких вибiрок. Оскiльки за змiстом λ додатне, немає
рацiї використовувати вiд’ємне значення як його оцiнку. У такому
випадку можна лише стверджувати, що λ настiльки мале, що його
неможливо оцiнити точно. При λ→ 0функцiя розподiлу зрiзаного
нормального розподiлу перетворюється на рiвномiрну на iнтервалi
[0, 𝐶]. Якщо для реальних даних, якi розглядаються, модель рiв-
номiрного розподiлу допустима, то як оцiнку λ, можна вибрати
величину λ̂𝑀𝑀𝑡𝑟

𝑛 = max(λ̂𝑀𝑀
𝑛 , 0), вважаючи, що нульовому зна-

ченню оцiнки вiдповiдає рiвномiрний розподiл. J
Приклад 8.1.5. У лабораторiї, де перевiряють жорсткi диски

комп’ютерiв, що надiйшли на гарантiйний ремонт, вiдмiчають кiль-
кiсть дефектiв, виявлених на кожному диску. У прикладi 6.4.2
запропоновано використовувати пуассонiв розподiл зi зрiзаним
нулем для опису розподiлу таких даних. Цей розподiл має один
параметр — iнтенсивнiсть (λ). Данi лабораторiї мiстять статисти-
ку кiлькостi дефектiв для однотипних дискiв, вироблених трьома
рiзними фiрмами-виробниками (цi фiрми позначимо А, В i С) ,
наведену у табл. 8.1.

Таблиця 8.1. Данi про дефекти жорстких дискiв

К-сть дефектiв A B C
1 20 25 33
2 13 20 16
3 11 15 4
4 6 7 1
5 2 0 0
6 0 1 0
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Тут у першому стовпчику вказана кiлькiсть дефектiв на ди-
ску, а у наступних — скiльки дискiв з такою кiлькiстю дефектiв
було виявлено серед дискiв виробництва вiдповiдної фiрми. За ци-
ми даними треба оцiнити iнтенсивнiсть появи дефектiв у моделi
пуасонiвського розподiлу для кожного виробника окремо.

Скористаємось методом моментiв з моментною функцiєю
ℎ(𝑥) = 𝑥. Ми маємо справу з групованими вибiрками — у на-
явних даних вказанi не кiлькостi дефектiв для конкретних дискiв,
а частоти появи дискiв з певною кiлькiстю дефектiв. Тому, як це
описано у пiдрозд. 4.5:

ℎ̂𝑛 = µ̂ =
1

𝑛

𝐾∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘𝑛𝑘,

де 𝑥𝑘 = 𝑘 — кiлькiсть дефектiв на диску, 𝑛𝑘 — кiлькiсть дискiв з
такою кiлькiстю дефектiв,𝐾 — найбiльша кiлькiсть дефектiв, яке
зустрiчається у даних. (Зрозумiло,що розрахунки треба проводити
окремо для кожного виробника). За п. 6.4.1 вiдповiдний теорети-
чний момент дорiвнює𝐻(λ) = λ/(1−exp(−λ)). Моментна оцiнка
буде розв’язком рiвняння

µ̂ =
λ

1− 𝑒−λ
.

Церiвнянняне розв’язується аналiтично, тому скористаємосьфун-
кцiєю nleqslv, взявши як початкове наближення λ значення µ̂ (яке
було б моментною оцiнкою λ у простiй пуассоновiй моделi без зрi-
зання нуля). Для наших даних скрипт що реалiзує оцiнки може
мати такий вигляд:

O
> library(nleqslv)

> # Вводимо данi:

> A<-c(20,13,11,6,2,0)

> B<-c(25,20,15,7,0,1)

> C<-c(33,16,4,1,0,0)
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> x<-1:6

> # моментна оцiнка

> # перший момент як функцiя вiд iнтенсивностi l

> # мiнус m - емпiричний момент

> moment<-function(l,m){

+ l/(1-exp(-l))-m

+ }

> # Оцiнка iнтенсивностi

> # x - вектор значень спостережуваної змiнної

> # w - частоти значень у вибiрцi

> EstP<-function(x,w){

+ m<-weighted.mean(x,w)

+ nleqslv(m,moment,m=m)$x

+ }

> # Оцiнюємо за даними:

> EstP(x,A)

[1] 1.821516

> EstP(x,B)

[1] 1.749454

> EstP(x,C)

[1] 0.8742175

△
Таким чином, наша оцiнка iнтенсивностi утворення дефектiв на
дисках фiрми А — 1.821516, фiрми В — 1.749454, фiрми С —
0.8742175. За цими результатами можна сказати, що якiсть дискiв
фiрм А та В приблизно однакова, а на дисках фiрми С дефекти
утворюються з вдвiчi нижчою iнтенсивнiстю.

Але, звичайно, це тiльки оцiнки. Навiть, якщо справжнi iнтен-
сивностi утворення дефектiв однаковi для всiх трьох фiрм, зна-
чення оцiнок, знайдених за даними, майже завжди будуть рiзними.
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Бiльше того, якщо провести оцiнювання за даними iнших лабора-
торiй або за iнший перiод часу, можна отримати iншi оцiнки тих
самих iнтенсивностей. Тому важливо вмiти визначати, наскiльки
спостережуванi вiдмiнностi оцiнок вiдповiдають справжнiм вiд-
мiнностям оцiнюваних параметрiв, а не є результатом випадкових
коливань.Ми повернемось до цього питання пiзнiше у пiдроздiлах,
присвячених довiрчим iнтервалам та перевiрцi гiпотез2. J

Приклад 8.1.6. Розглянемо данi вимiрювання певної числової
характеристики ξ тварин (це може бути, напр., довжина тiла у ми-
шей). Для дослiду вiдiбрано набiр мишей, кожна з яких має один з
двох можливих типiв генотипу (назвемо їх Г1 i Г2). Ймовiрнiсть то-
го, що у даної мишi Г1 дорiвнює 1/2 (така ж, вочевидь, i ймовiрнiсть
Г2). Дослiдник не може з’ясувати, який саме генотип має кожна
миша, але вважає, що розподiл ξ залежить вiд генотипу. Точнiше,
розподiл ξ ∼ 𝑁(µ𝑖,σ

2), якщо миша має 𝑖-й генотип. Значення µ1,
µ2, σ2 — невiдомi, їх треба оцiнити за вибiркоюX = (ξ1, . . . , ξ𝑛),
де ξ𝑗 — значення ξ для 𝑗-ї спостережуваної мишi. (Тобто у цьо-
му прикладi рiзним генотипам вiдповiдають рiзнi середнi значення
характеристики ξ, але на її розкид генотип не впливає).

Таким чином, ми маємо вибiрку з незалежних спостережень ξ𝑗 ,
розподiл яких є сумiшшю двох нормальних3:

P{ξ < 𝑥} = 𝐹 (𝑥) =
1

2
Φ

(︂
𝑥− µ1
σ

)︂
+

1

2
Φ

(︂
𝑥− µ2
σ

)︂
,

де Φ(𝑥)—функцiя розподiлу стандартного нормального розподi-
лу, ϑ = (µ1,µ2,σ

2)𝑇 — невiдомий параметр.
Зрозумiло, що, помiнявши мiсцями µ1 та µ2, ми не змiнимо

розподiл наших даних. Отже, за даними неможливо визначити,
якому з двох генотипiв вiдповiдає середнє значення µ1, а якому—
µ2, навiть, якщо нам вдасться оцiнити цi параметри. Тому надалi

2Про довiрчi iнтервали—уприкладi 8.5.2, про перевiрку гiпотез—у прикладi
9.3.3.

3Див. п. 6.4.3 про сумiшi кiлькох розподiлiв.
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будемо вважати, що µ1 ≤ µ2, тобто першим генотипом буде той,
якому вiдповiдає менше середнє для характеристики ξ.

Для оцiнки ϑ скористаємось методом моментiв. Розпо-
дiл даних є симетричним навколо математичного сподiвання
µ = E ξ𝑗 = 1

2(µ1 + µ2). Тому для оцiнювання зручно використо-
вувати трохи iншу параметризацiю, ввiвши параметр Δ = µ2 − µ.
Тодi для опису розподiлу ξ можна використати набiр параметрiв
ϑ̃ = (µ,Δ,σ2)𝑇 . При цьому ξ𝑗 можна трактувати як суму незале-
жних випадкових ведичин:

ξ𝑗 = µ+ η+ ζ,

де η ∼ 𝑁(0,σ2),

ζ =

{︃
Δ з ймовiрнiстю 1/2,

−Δ з ймовiрнiстю 1/2.

Це зображення дозволяє дуже просто знаходити моменти ξ𝑗 :

E ξ𝑗 = µ,

D ξ𝑗 = E(ξ𝑗 − µ)2 = σ2 +Δ2,

E(ξ𝑗 − µ)3 = 0,

E(ξ𝑗 − µ)4 = E(η+ ζ)4 = 3σ4 + 6σ2Δ2 +Δ4.

(У останнiй рiвностi ми скористались тим, що Eη4 = 3σ4).
Рiвняння для третього центрованого моменту виявилось не-

придатним для оцiнювання, оскiльки цей момент не залежить вiд
невiдомих параметрiв. Використаємо рiвняння для першого, дру-
гого i четвертого моментiв, замiнивши у них теоретичнi моменти
емпiричними:

ξ̄ =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

ξ𝑗 замiсть E ξ𝑗 ,
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𝑀2 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

(ξ𝑗 − ξ̄)2 замiсть E(ξ𝑗 − µ)2,

𝑀4 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

(ξ𝑗 − ξ̄)4 замiсть E(ξ𝑗 − µ)4.

Отримуємо такi рiвняння для знаходження моментних оцiнок
(µ̂, Δ̂, σ̂2)𝑇 :

ξ̄ = µ̂,

𝑀2 = σ̂
2 + Δ̂2,

𝑀4 = 3σ̂4 + 6σ̂2Δ̂2 + Δ̂4.

Якщо 3(𝑀2)
2 < 𝑀4, цi рiвняння не мають розв’язку. Iнакше —

мають єдиний розв’язок:

µ̂𝑀𝑀 = ξ̄,

Δ̂𝑀𝑀 =
4

√︂
3(𝑀2)2 −𝑀4

2
,

σ̂2,𝑀𝑀 = 𝑀2 − (Δ̂𝑀𝑀 )2.

Це i є нашi моментнi оцiнки. (Оскiльки (𝑀2)
2 < 𝑀4, то оцiнка

σ̂2.𝑀𝑀 не може бути вiд’ємною).
Для визначеностi, при виконаннi 3(𝑀2)

2 < 𝑀4 будемо вважа-
ти Δ̂𝑀𝑀 = 0, σ̂2,𝑀𝑀 = 𝑀2. Якщо данi ξ𝑗 дiйсно мають розпо-
дiл 𝐹 , то для їхнiх теоретичних моментiв повинно виконуватись
3(D ξ𝑗)

2 > E(ξ𝑗 −µ)4, отже, при зростаннi 𝑛 ймовiрнiсть того, що
3(𝑀2)

2 < 𝑀4, буде прямувати до 0. Але при невеликих обсягах
вибiрки можливе виконання 3(𝑀2)

2 < 𝑀4 за рахунок вiдхилен-
ня емпiричних моментiв вiд теоретичних. Тому наше розширення
визначення моментної оцiнки на цей випадок не є недоречним.

Зауважимо, що при роботi з реальними даними треба завжди
враховувати можливiсть того, що теоретична модель зовсiм не при-
датна для їхнього опису. Не виконання умови 3(𝑀2)

2 > 𝑀4 при
значному обсязi данихможе бути вказiвкою саме на такий випадок.
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Тепер оцiнки для µ1 та µ2 можна визначити як:
µ̂𝑀𝑀
1 = µ̂𝑀𝑀 − Δ̂𝑀𝑀 ,
µ̂𝑀𝑀
2 = µ̂𝑀𝑀 + Δ̂𝑀𝑀 .

У наступному скриптi спочатку генеруються данi з розподi-
лом 𝐹 , а потiм за цими даними обчислюються моментнi оцiнки
параметрiв.

O
> set.seed(2)

> # Задаємо параметри:

> n<-300 # кiлькiсть спостережень

> m1<-1 # математичне сподiвання для Г1

> m2<-5 # математичне сподiвання для Г2

> s<-1 # стандартне вiдхилення для обох генотипiв

> # Генерацiя даних:

> m<-c(m1,m2)

> # (у ind - номери генотипiв для кожної мишi)

> ind<-1+as.numeric(runif(n)<1/2)

> mx<-m[ind]

> xMixt<-rnorm(n,mx,s) # згенерована вибiрка

> # Оцiнка методу моментiв за вибiркою x

> # результат - вектор оцiнок для (m1,m2,s^2)

> EstMixMom<-function(x){

+ M1<-mean(x)

+ x0<-x-M1

+ M2<-mean(x0^2)

+ M4<-mean(x0^4)

+ delta<-(max(c(3*M2^2-M4)/2,0))^0.25

+ s2<-M2-delta^2

+ EstM1<-M1-delta

+ EstM2<-M1+delta

+ c(EstM1,EstM2,sqrt(s2))

+ }

> # значення оцiнки на моделованiй вибiрцi xMixt:

> EstMixMom(xMixt)
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[1] 1.2638559 5.1202688 0.9613953
△

Триста спостережень згенерованi зi значеннямипараметрiвµ1 = 1,
µ2 = 5, σ2 = 1. Отриманi оцiнки µ̂𝑀𝑀

1 = 1.2638559,
µ̂𝑀𝑀
2 = 5.1202688, σ̂2,𝑀𝑀 = 0.9613953. Результат задовiльний.

J

8.2 Оцiнки методу квантилiв

Як ми бачили у розд. 4.1, вибiркове середнє i дисперсiя є не
робастними характеристиками вибiрки. Те ж стосується будь-яких
функцiональних моментiв з необмеженою моментною функцiєю.
Тому коли припускається, що данi можуть бути забрудненi вики-
дами, доцiльно замiсть моментiв використовувати для оцiнювання
бiльш робастнi статистики. Такими статистиками є вибiрковi кван-
тилi, якщо їхнi рiвнi не є близькими до 0 або 1.Найбiльшробастною
статистикою є вибiркова медiана, тобто квантиль рiвня 1/2.

НехайX = (ξ1, . . . , ξ𝑛)— кратна вибiрка з неперервною фун-
кцiєю розподiлу𝐹ϑ спостереження ξ𝑗 , ϑ ∈ Θ ⊆ R—невiдомий па-
раметр. Позначимо𝑄X(α)— вибiркову квантиль рiвня α,𝑄𝐹ϑ(α)
— теоретичну квантиль розподiлу 𝐹ϑ. Тодi для всiх α, таких, що
𝐹ϑ(·) є строго зростаючою у деякому околi 𝑄𝐹ϑ(α), виконується
збiжнiсть

𝑄X(α) → 𝑄𝐹ϑ(α), м.н. при 𝑛 → ∞.

Нехай при деякомуαфункцiя 𝑞(𝑡) = 𝑄𝐹𝑡(α) має неперервну обер-
нену 𝑞−1(𝑢) на множинi можливих значень 𝑄X(α) (для всiх мо-
жливих значень X). Покладемо ϑ̂𝑄 = 𝑞−1(𝑄X(α)). Тодi, якщо
при справжньому значеннi невiдомого параметра ϑ функцiя 𝐹ϑ(·)
є строго зростаючою в околi𝑄𝐹ϑ(α), то ϑ̂𝑄 —строго консистентна
оцiнка ϑ.

Приклад 8.2.1. Нехай X = (ξ1, . . . , ξ𝑛) має експоненцiйний
розподiл з невiдомою iнтенсивнiстю λ. Тодi

𝐹λ(𝑥) = (1− exp(−λ𝑥))1{𝑥 > 0},
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отже 𝑄𝐹λ(1/2) = (log 2)/λ. Як оцiнку для λ можна обрати

λ̂𝑚𝑒𝑑 =
log 2

med(X)

Ця оцiнка є сильно консистентною i робастною. Її називають медi-
анною оцiнкою iнтенсивностi експоненцiйного розподiлу. J

Приклад 8.2.2. Нехай X = (ξ1, . . . , ξ𝑛) — кратна вибiрка з
розподiлу 𝐹 ∼ 𝑁(µ,σ2), параметри µ та σ2 — невiдомi, їх треба
оцiнити. Оскiльки щiльнiсть нормального розподiлу симетрична
навколо µ, то µ є медiаною цього розподiлу, отже, як оцiнку для
нього можна взяти вибiркову медiану µ̂𝑚𝑒𝑑

𝑛 = med(X).
Для оцiнки σ скористаємось тим, що

𝑄𝑁(µ,σ2)(α) = µ+ σ𝑄𝑁(0,1)(α).

Тому, для будь-якого α:

σ =
𝑄𝐹 (1− α)−𝑄𝐹 (α)

2λα
,

де λα = 𝑄𝑁(0,1)(1− α). Традицiйно для побудови оцiнки вибира-
ють α = 1/4 i отримують

σ̂𝐼𝑄𝑛 =
𝑄X(3/4)−𝑄X(1/4)

2λ1/4
≈ IQ(X)

1.34898
,

де IQ(X)— iнтерквартильний розмах вибiркиX. Ця оцiнка нази-
вається iнтерквартильною оцiнкою середньоквадратичного вiдхи-
лення.

Оцiнки µ̂𝑚𝑒𝑑
𝑛 та σ̂𝐼𝑄𝑛 є сильно консистентними. J

Приклад 8.2.3. Розглянемо данi спостережень нормальних ви-
падкових величин з нормальною похибкою, описанi у прикладi 3
розд. 8.1: X = (ξ1, . . . , ξ𝑛), ξ𝑗 ∼ 𝑁(µ,σ2 + σ2𝑗 ), спостереження
незалежнi.
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Хоча спостереження не є однаково розподiленими, але у всiх
ξ𝑗 медiани однаковi i дорiвнюють µ. Використовуючи це, при до-
датковiй умовi σ2𝑗 < 𝑆 < ∞ можна показати, що med(X) буде
консистентною оцiнкою µ. J

Фактично ми, визначили квантильну оцiнку як розв’язок рiв-
няння

𝑄𝐹𝑡(α) = 𝑄X(α) (8.4)

вiдносно 𝑡. Зазвичай функцiю𝑄𝐹𝑡(α) неможливо записати у явно-
му виглядi i розв’язування цього рiвняння становить самостiйну
проблему. У таких випадках можна переписати (8.4) в еквiвален-
тному виглядi

𝐹𝑡(𝑄
X(α)) = α (8.5)

i шукати оцiнку, як розв’язок цього рiвняння вiдносно 𝑡.
Приклад 8.2.4. Розглянемо знову кратну вибiрку зi зрiза-

ного експоненцiйного розподлiу X = (ξ1, . . . , ξ𝑛), описану у
прикладi 8.1.4. Для медiани рiвняння (8.5) перетворюється на
𝐹 (med(X), λ, 𝐶) = 1/2, де 𝐹 (𝑥, λ, 𝐶) задано (8.3). Отже, медi-
анна оцiнка для λ є коренем рiвняння (вiдносно 𝑙):

1− exp(−𝑙med(X))

1− exp(−𝑙𝐶)
= 1/2.

У R оформити обчислення таких оцiнок можна так само, як це було
зроблено для моментних оцiнок:

O
> # функцiя eqvmed задає медiанне рiвняння

> # F(medi,l)=1/2

> # medi - медiана вибiрки, l - оцiнка iнтенсивностi

> eqvmed<-function(l,medi,trun){

+ (1-exp(-l*medi))/(1-exp(-l*trun))-1/2

+ }

> # функцiя EstMmed рахує оцiнку lambda за даними X

> # методом медiан

> EstMed<-function(x,trun){
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+ Mx<-median(x)

+ nleqslv(log(2)/Mx,eqvmed,medi=Mx,trun=trun)$x

+ }

△
На даних, згенерованих у пiдрозд. 8.1, функцiя EstMed() дає зна-
чення оцiнки 0.5057097 (при справжньому λ = 1/2. Це трохи менш
точно, нiж результат моментного оцiнювання, але також досить до-
бре.

Ця оцiнка може набувати вiд’ємних значень, як i оцiнка методу
моментiв у цiй задачi, розглянута у прикладi 8.1.4. Такi значення
можна замiнити 0.

Зауважимо,що у цьому прикладi забруднення даних дуже вели-
кими викидами неможливе: спостереження, що потрапили за межi
iнтервалу [0, 𝐶] не можуть належати зрiзаному експоненцiйному
розподiлу. Такi спостереження, якщо вони потраплять до вибiрки,
слiд трактувати не як забруднення, а як грубi помилки, i вилучати з
розгляду. (Або вiдмовитись вiд моделi зрiзаного експоненцiйного
розподiлу для таких даних). Тому застосування медiанної оцiнки у
цiй задачi навряд чи можна обґрунтувати, посилаючись на вимогу
робастностi. J

Приклад 8.2.5. У задачi оцiнювання iнтенсивностi пуассонов-
ного розподiлу зi зрiзаним нулем (яка описана у прикладi 8.1.5) за-
стосування медiанної технiки не приведе до консистентної оцiнки.
Дiйсно, спостереження у цiй задачi набувають лише цiлих значень.
Тому їхня медiана може бути лише цiлим або пiвцiлим числом.
Зрозумiло, що коренi оцiночного рiвняння, побудованого на та-
кiй медiанi, не можуть наближати довiльнi додатнi значення, яких
може набувати iнтенсивнiсть. J

Цестосується й iнших задач з дискретнимиданими: у бiльшостi
випадкiв квантильнi оцiнки для них застосовувати не можна.

Приклад 8.2.6. У задачi аналiзу сумiшi двох нормальних роз-
подiлiв з прикладу 8.1.6 квантильнi оцiнки побудувати можна.
Зокрема, для оцiнювання µ̄ можна скористатись вибiрковою ме-
дiаною med(X). Щоб оцiнити Δ i σ можна використати iнтер-
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квартильний розмах та рiзницю квантилiв𝑄X(1−α)−𝑄X(α) при
якому-небудьα ̸= 1/4. Отриманi квантильнi рiвняння не розв’язу-
ються в явному виглядi, тому розв’язки доведеться шукати яким-
небудь чисельним алгоритмом. Читачi можуть розглянути це як
корисну вправу. J

8.3 Оцiнки методу найбiльшої вiрогiдностi

На вiдмiну вiд методiв моментiв i квантилiв, метод найбiльшої
вiрогiдностi у загальному випадку не потребує однорiдних незале-
жних спостережень.Але при використаннi цьогометоду необхiдно,
щоб розподiл даних описувався оцiнюваними параметрами одно-
значно. Отже, нехай данiX розглядаються як випадковий елемент
деякого простору можливих значень даних 𝒳 , що має розподiл
𝑃X
ϑ (𝐴) = P{X ∈ 𝐴}, ϑ ∈ Θ ⊆ R𝑑 — невiдомий параметр цього

розподiлу.
Припустимо, що iснує мiра µ на просторi 𝒳 i сукупнiсть фун-

кцiй 𝑓X
ϑ (x), 𝑓ϑ : 𝒳 → R, ϑ ∈ Θ, така, що

𝑃X
ϑ (𝐴) =

w

𝐴
𝑓X
ϑ (x)µ(𝑑x)

для всiх вимiрних пiдмножин 𝐴 ∈ 𝒳 та всiх ϑ ∈ Θ.
Функцiя 𝑓X

ϑ називається щiльнiстю розподiлуX вiдносно мiри
µ. Якщо 𝒳 ⊆ R𝑛, а мiра µ є мiрою Лебега, функцiю 𝑓X

ϑ називають
сумiсною щiльнiстю елементiв вектораX (спостережень).

Функцiєю вiрогiдностi називають випадкову функцiю вiд невi-
домого параметра, яка отримується при пiдстановцi даних замiсть
аргументу у щiльнiсть розподiлу:

𝐿(t) = 𝑓t(X), t ∈ Θ.

Логарифмiчна функцiя вiрогiдностi — це логарифм 𝐿(t), тобто
𝑙(t) = log𝐿(t).
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Оцiнкою методу найбiльшої вiрогiдностi для параметра ϑ нази-
вають таку статистику ϑ̂𝑀𝐿

𝑛 , на якiй досягається максимумфункцiї
вiрогiдностi:

𝐿(ϑ̂𝑀𝐿
𝑛 ) = max

t∈Θ
𝐿(t).

Зрозумiло, що оцiнка найбiльшої вiрогiдностi є також точкою ма-
ксимуму логарифмiчної функцiї вiрогiдностi.

У випадку, коли данiX = (ξ1, . . . , ξ𝑛) являють собою набiр не-
залежних спостережень ξ𝑗 , функцiя вiрогiдностi є добутком щiль-
ностей окремих спостережень:

𝐿(t) =

𝑛∏︁
𝑗=1

𝑓 𝑗
t (ξ𝑗),

де 𝑓 𝑗
ϑ(x) — щiльнiсть розподiлу спостереження ξ𝑗 в припущеннi,

що справжнє значення невiдомого параметра дорiвнює ϑ.
Для кратної вибiрки 𝑓 𝑗

ϑ(x) = 𝑓ϑ(x) не залежить вiд 𝑗.
Приклад 8.3.1. Знову розглянемо кратну вибiрку

X = (ξ1, . . . , ξ𝑛)

з експоненцiйним розподiлом. Щiльнiсть розподiлу одного спо-
стереження 𝑓λ(𝑥) = λ𝑒−λ𝑥1{𝑥 > 0}. Параметр λ невiдомий, його
треба оцiнити. Запишемо логарифмiчну функцiю вiрогiдностi:

𝑙(λ) = log

⎛⎝ 𝑛∏︁
𝑗=1

𝑓λ(ξ𝑗)

⎞⎠ = 𝑛 log(λ)− λ
𝑛∑︁

𝑗=1

ξ𝑗 .

Бачимо, що максимум цiєї функцiї за λ досягається при

λ̂𝑀𝐿𝐸
𝑛 =

1

ξ̄
.

Таким чином, у цiй задачi оцiнка методу найбiльшої вiрогiдностi
дорiвнює моментнiй оцiнцi з моментною функцiєю ℎ(𝑥) = 𝑥. J

Приклад 8.3.2. Розглянемо кратну вибiркуX = (ξ1, . . . , ξ𝑛) з
нормального розподiлу з невiдомими математичним сподiванням
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µ та дисперсiєю σ2. Щiльнiсть одного спостереження має вигляд

𝑓µ,σ2(𝑥) =
1√
2πσ

exp

(︂
−(𝑥− µ)2

2σ2

)︂
.

Логарифмiчна функцiя вiрогiдностi має вигляд

𝑙(µ,σ2) = −𝑛(log(2π)/2 + logσ)−
∑︀𝑛

𝑗=1(ξ𝑗 − µ)2

2σ2
.

Тривимiрний графiк для функцiї вiрогiдностi, побудованої за ви-
бiркою з 1000 спостережень з 𝑁(1, 2.25)-розподiлом, див. на рис.
8.1.

m
u

sigma

likelihood

Рис. 8.1. Функцiя вiрогiдностi для параметрiв нормального розподiлу

Взявши похiднi вiд цiєї функцiї за обма аргументами i прирiв-
нявши їх до 0, знаходимо точку максимуму, яка i буде оцiнкою
методу найбiльшої вiрогiдностi

µ̂𝑀𝐿𝐸
𝑛 = ξ̄, σ̂2 𝑀𝐿𝐸

𝑛 = 𝑆2(X).
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Отже, i у цьому випадку оцiнки методу найбiльшої вiрогiдностi
дорiвнюють отриманим у прикладi 8.1.2 оцiнкам методу моментiв.

Лiнiї рiвня для функцiї вiрогiдностi зображенi на рис. 8.2. Хре-
стиком вiдмiчено положення точкимаксимуму,що вiдповiдає оцiн-
цi (µ̂𝑀𝐿𝐸

𝑛 , σ̂𝑀𝐿𝐸
𝑛 )).
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Рис. 8.2. Лiнiї рiвня функцiї вiрогiдностi для параметрiв нормального
розподiлу

J
Приклад 8.3.3. Як побудувати оцiнку методу найбiльшої вi-

рогiдностi у задачi оцiнювання математичного сподiвання та дис-
персiї гауссового розподiлу за спостереженнями з неоднорiдними
похибками з прикладу 8.1.3? У цьому випадку щiльнiсть розподiлу
одного спостереження ξ𝑗 :

𝑓 𝑗
µ,σ(𝑥) =

1√︁
2π(σ2 + σ2𝑗 )

exp

(︃
− (𝑥− µ)2

2(σ2 + σ2𝑗 )
2

)︃
.
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Логарифмiчна функцiя вiрогiдностi має вигляд

𝑙(µ,σ) =
𝑛∏︁

𝑗=1

log 𝑓 𝑗
µ,σ(ξ𝑗).

Перетворюючи цей вираз отримуємо,що точки максимумуфункцiї
𝑙(µ,σ) є точками мiнiмуму функцiї

𝑟(µ,σ) =

𝑛∑︁
𝑗=1

log(σ2 + σ2𝑗 ) +

𝑛∑︁
𝑗=1

(︃
(ξ𝑗 − µ)2

(σ2 + σ2𝑗 )

)︃
.

При фiксованому σ мiнiмум цiєї функцiї за µ досягається при4

µ = µ(σ) =

∑︀𝑛
𝑗=1

ξ𝑗
σ2+σ2𝑗∑︀𝑛

𝑗=1
1

σ2+σ2𝑗

.

Таким чином, щоб отримати оцiнку найбiльшої вiрогiдностi па-
раметрiв µ та σ можна спочатку знайти оцiнку σ̂𝑀𝐿𝐸

𝑛 як точку
мiнiмуму функцiї 𝑟(µ(𝑠), 𝑠) за 𝑠, а потiм отримати оцiнку для µ як
µ̂𝑀𝐿𝐸
𝑛 = µ(σ̂𝑀𝐿𝐸

𝑛 ).
Реалiзуємо цю iдею в R. Мiнiмiзувати функцiю 𝑟(µ(𝑠), 𝑠) ана-

лiтично не можна, тому скористаємось наближеним методом Нью-
тона. Цей метод реалiзує функцiя nlm()5. Виклик цiєї функцiї:
nlm(f,p,...), де f — числова функцiя векторного аргументу,
яку треба мiнiмiзувати, p— вектор початкових значень для точки
мiнiмуму. Функцiя f повинна мати першим параметром вектор, за
яким вiдбувається мiнiмiзацiя, вiн має бути тiєї ж довжини, що i
p. Замiсть ... у виклику nlm() можна вказати значення iнших па-
раметрiв функцiї f, якщо вони потрiбнi. Значення точки мiнiмуму
функцiя nlm() повертає у атрибутi $estimate.

4Зауважимо, що коли σ = 0, тобто в усiх дослiдах вимiрюється одна i та
сама фiзична величина µ, ми отримуємо формулу для навантаженого середнього,
еквiвалентну запропонованiй у прикладi 4.5.2.

5Можна також використати функцiю optim(), яка дозволяє бiльше варiантiв
вибору методу чисельної оптимiзацiї.
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Оцiнку (µ,σ) можна органiзувати так:

O
> ll<-function(s,x,sigm)

+ {

+ ss<-s^2+sigm^2

+ mu<-sum(x/ss)/sum(1/ss)

+ sum(log(ss))+sum((x-mu)^2/ss)

+ }

> EstMLEGauss<-function(x,sigm)

+ {

+ sEst<-nlm(ll,sd(x),x=x,sigm=sigm)$estimate

+ ss<-sEst^2+sigm^2

+ muEst<-sum(x/ss)/sum(1/ss)

+ c(muEst,sEst)

+ }
△

Тут функцiя ll(s,x,sigm) забезпечує обчислення 𝑟(µ(𝑠), 𝑠). Па-
раметр x — це вибiрка, за якою проводиться оцiнювання, sigm —
вектор значень стандартних вiдхилень помилок (σ1, . . . ,σ𝑛) (вiн
повинен мати таку ж довжину, як i x).

Функцiя EstMLEGauss знаходить точкумiнiмумуфункцiї ll(),
використовуючи як початкове наближення стандартне вiдхилення
вибiрки (це, вочевидь, завищена оцiнка, оскiльки у неї входять
дисперсiї похибок).

Перевiримо роботу цiєї оцiнки на модельованих даних. Стан-
дартнi вiдхилення похибок σ𝑗 для моделювання виберемо так, щоб
вони рiвномiрно збiльшувались вiд 1 на початку до 3 наприкiнцi
спостережень. Оцiнюване стандартне вiдхилення виберемо рiвним
σ = 0.5, математичне сподiвання µ = 1:

O
> set.seed(2)

> n<-1000 # обсяг вибiрки

> mu<-1 # математичне сподiвання

> sigma0<-0.5 # стандартне вiдхилення
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> # стандартнi вiдхилення похибок:

> sigm<-seq(1,3,length.out = n)

> # генерацiя даних:

> x<-rnorm(n,mu,sigma0)+sigm*rnorm(n)

> res=EstMLEGauss(x,sigm) # пiдрахунок оцiнки

> res # значення оцiнок для мат.спод. та ст. вiдх.:

[1] 1.0718504 -0.4625247

> # графiк функцiї r(s):

> s<-seq(-0.8,0.8,length.out=100)

> y<-sapply(s,ll,x=x,sigm=sigm)

> plot(s,y,type="l")

> abline(v=res[2],col="red")

△
Графiкфункцiї 𝑟(𝑠) для цього прикладу зображений на рис. 8.3.

На ньому червоною вертикальною прямою вiдмiчено знайдене на-
ми положення точки мiнiмуму — оцiнки σ̂𝑀𝐿𝐸

𝑛 = −0.4625247.
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Рис. 8.3. Перетворена функцiя вiрогiдностi для даних з похибками
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Але ж вона вiд’ємна? Так, насправдi ми всюди при оцiнцi вико-
ристовували не 𝑠, а 𝑠2, тому, якщо 𝑠, точка мiнiмуму 𝑟(𝑠), то i−𝑠 є
точкою мiнiмуму. Тому алгоритм наближеного пошуку може зна-
йти або додатну, або вiд’ємну точку. Якщо потрiбне саме додатне
значення, не забудьте взяти модуль вiд оцiнки.

Оцiнка µ за методом найбiльшої вiрогiдностi у цьому прикладi
дорiвнює µ̂𝑀𝐿𝐸

𝑛 = 1.0718504. J
Приклад 8.3.4. Тепер розглянемо оцiнку методу найбiльшої

вiрогiдностi для iнтенсивностi λ зрiзаного експоненцiйного розпо-
дiлу з прикладу 8.1.4.

Логарифм функцiї вiрогiдностi у цiй задачi має вигляд

𝑙(λ) = 𝑛(log(λ)− log(1− 𝑒−𝐶λ)− λξ̄).

Обчислення оцiнки можна органiзувати аналогiчно тому, як це
зроблено у прикладi 8.3.3:

O
> # функцiя ll рахує - log(вiрогiднiсть) з точнiстю

> # до константи. Mx - вибiркове середнє,

> # trun - порiг зрiзання експоненцiйного розподiлу

> ll<-function(l,Mx,trun){

+ -log(l/(1-exp(-l*trun)))+l*Mx

+ }

> # функцiя EstMLtr рахує оцiнку lambda за даними x

> # методом найбiльшої вiрогiдностi

> EstMLEtr<-function(x,trun) {

+ Mx<-mean(x)

+ nlm(ll,1/Mx,Mx=Mx,trun=trun)$estimate

+ }

△
Обчисливши цю оцiнку на тих самих даних, на яких перевiря-
лась робота моментних оцiнок λ̂𝑀𝑀

𝑛 , можна пересвiдчитись, що
значення оцiнок збiгаються з точнiстю до округлення. I дiйсно,
продиференцiювавши функцiю вiрогiдностi та прирiвнявши її до
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0 для знаходження екстремуму, отримуємо в точностi моментне
рiвняння для λ̂𝑀𝑀

𝑛 . Таким чином, ми фактично отримали двi ал-
горитмiчнi реалiзацiї однiєї i тiєї ж оцiнки: в першому випадку
за допомогою чисельного розв’язування нелiнiйного рiвняння, у
другому— з використанням чисельної нелiнiйної оптимiзацiї. Яка
з цих реалiзацiй виявиться кращою (швидкодiйнiшою, стабiльнi-
шою, точнiшою) залежить вiд того, як запрограмованi вiдповiднi
методи розв’язування рiвнянь та мiнiмiзацiї. J

Приклад 8.3.5. Для задачi оцiнки iнтенсивностi пуассонового
розподiлу зi зрiзаним нулем (приклад 8.1.5) також можна застосу-
вати метод найбiльшої вiрогiдностi. Оскiльки данi є дискретними,
то звичайної ймовiрнiсної щiльностi (вiдносно мiри Лебега) вони
не мають. Але у даному випадку для побудови функцiї вiрогiдностi
можна скористатись щiльнiстю розподiлу спостережень вiдносно
лiчильної мiри. Ця “дискретна щiльнiсть” дорiвнює ймовiрностi
того, що випадкова величина набуває заданого значення:

𝑓λ(𝑘) = P{ξ𝑗 = 𝑘}

=
λ𝑘

𝑘!(𝑒λ − 1)
,

де ξ𝑗 —випадкова величина з пуассоновим розподiлом зi зрiзаним
нулем та iнтенсивнiстю λ.

Таким чином, логарифмiчна функцiя вiрогiдностi матиме ви-
гляд

𝑙(λ) =
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑛𝑘 log

(︂
λ𝑘

𝑘!(𝑒λ − 1)

)︂

= 𝑛(µ̂ log(λ)− log(𝑒λ − 1))−
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑛𝑘 log(𝑘!).

(тут використанi тi ж позначення, що i у прикладi 8.1.5). Диферен-
цiюючи 𝑙(λ) за λ i прирiвнюючи похiдну до 0, отримуємо рiвняння
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для оцiнки методу найбiльшої вiрогiдностi

𝑛

(︂
µ̂

λ
− 𝑒λ

𝑒λ − 1

)︂
= 0.

Це рiвняння еквiвалентне моментному рiвнянню, отриманому у
прикладi 8.1.5, отже, оцiнка методу моментiв i в цьому прикладi
виявилась оцiнкою найбiльшої вiрогiдностi. J

Приклад 8.3.6. Застосуємо метод найбiльшої вiрогiдностi для
оцiнки параметрiв у моделi сумiшi двох гауссових розподiлiв з
прикладу 8.1.6. Данi є вибiркою X = (ξ1, . . . , ξ𝑛) з незалежних,
однаково розподiлених випадкових величин зiщiльнiстюрозподiлу

𝑓(𝑥) =
1

2σ

(︂
ϕ

(︂
𝑥− µ1
σ

)︂
+ϕ

(︂
𝑥− µ2
σ

)︂)︂
.

Логарифмiчну функцiю вiрогiдностi можна записати у виглядi

𝑙(µ1,µ2,σ) = 𝑛(log(σ2)/2− log(2))+

+

𝑛∑︁
𝑗=1

(︂
ϕ

(︂
ξ𝑗 − µ1
σ

)︂
+ϕ

(︂
ξ𝑗 − µ2
σ

)︂)︂
.

Точку максимуму цiєї функцiї знайти аналiтично неможливо, то-
му скористаємось функцiєю nlm() для чисельної максимiзацiї.
Скрипт, що реалiзує оцiнку методу найбiльшої вiрогiдностi, має
вигляд:

O
> # ll - логарифмiчна функцiя вiрогiдностi

> # (з точнiстю до несутєвих констант)

> # theta - невiдомий параметр у форматi

> # (mu1,mu2,sigma)

> # x - вибiрка

> ll<-function(theta,x){

+ M1<-theta[1]

+ M2<-theta[2]
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+ s<-theta[3]

+ log(s^2)/2-mean(log(exp(-(x-M1)^2/(2*s^2))+

+ exp(-(x-M2)^2/(2*s^2))))

+ }

> #

> # EstMixML Оцiнка методу найбiльшої вiрогiдностi

> # аргумент x - вибiрка,

> # результат - вектор, значення оцiнки у форматi

> # (mu1,mu2,sigma)

> EstMixML<-function(x)

+ nlm(ll,EstMixMom(x),x=x)$estimate

> # обчислення оцiнки на вибiрцi xMixt, згенерованiй

> # у прикладi моментної оцiнки:

> EstMixML(xMixt)

[1] 1.2451458 5.0869098 0.9762926
△

Як початковi значення для пошуку точки максимуму ви-
користовуються оцiнки методу моментiв, обчисленi функцiєю
EstMixMom() з прикладу 8.1.6. Оцiнки розрахованi на даних, зге-
нерованих у тому ж прикладi. Як ми пам’ятаємо, при генерацiї
використовувались значення µ1 = 1, µ2 = 5, σ = 1. Отриманi
оцiнки методу найбiльшої вiрогiдностi µ̂1 = 1.245, µ̂2 = 5.0869,
σ̂ = 0.976. Це трохи точнiше, нiж те, що було отримано методом
моментiв у прикладi 8.1.6. Звичайно, було б передчасно робити ви-
сновки про точнiсть оцiнок методу моментiв та методу найбiльшої
вiрогiдностi лише за результатом одного цього експерименту. J

8.4 Асимптотична нормальнiсть
i матриця розсiювання оцiнок

У попереднiх пiдроздiлах описано три способи побудови оцi-
нок невiдомих параметрiв. Їхнє застосування, як ми бачили, приво-
дить до рiзних оцiнок. Наприклад, для оцiнювання iнтенсивностi λ
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експоненцiйного розподiлу ми отримали три рiзних оцiнки: оцiнку
на основi першого моменту λ̂(1)𝑛 (вона також є оцiнкою найбiльшої
вiрогiдностi), оцiнку на основi другого моменту λ̂(2)𝑛 та медiанну
оцiнку λ̂𝑚𝑒𝑑

𝑛 .
Яка з цих оцiнок краща? Поки що ми можемо лише стверджу-

вати, що медiанна оцiнка є робастною, а моментнi — нi. Iнакше
кажучи, якщо данi забрудненi спостереженнями, що мають не та-
кий розподiл, як основна маса, на моментнi оцiнки покладатись не
варто, а медiанна може давати бiльш вiдповiдний результат.

А яка з цих оцiнок точнiша, якщо наша модель повнiстю вiд-
повiдає даним? Для того, щоб вiдповiсти на це запитання можна
провести комп’ютерний експеримент: згенерувати данi iз заданим
розподiлом, пiдрахувати рiзнi оцiнки i порiвняти їх iз справжнiм
значенням параметра. Зрозумiло, що за одним набором випадко-
вих даних результат буде один, за iншим — iнший. Тому в екс-
периментi треба згенерувати багато рiзних наборiв даних з одним
i тим самим розподiлом, по кожному набору обчислити всi оцiн-
ки, якi порiвнюються. Пiсля цього можна порiвнювати розподiли
отриманих оцiнок: якi з них мають бiльший розкид навколо сере-
днього, i на скiльки середнє оцiнок вiдхиляється вiд оцiнюваного
параметра.

Проведення таких експериментiв на сьогоднi є обов’язковим
елементом розробки нових алгоритмiв статистичного оцiнювання.
Але, звичайно, у такий спосiб неможливо перевiрити роботу оцiнок
для всiх можливих значень оцiнюваних параметрiв.

Виявляється, що задача теоретичного порiвняння оцiнок зна-
чно спрощується, якщо розглядати їх поведiнку при нескiнченно-
му зростаннi обсягу даних. У багатьох випадках оцiнки виявля-
ються асимптотично нормальними, тобто розподiл їх вiдхилення
вiд справжнього значення стає близьким до нормального розподi-
лу з нульовим середнiм. Оскiльки такий розподiл в одновимiрному
випадку характеризується одним числом— дисперсiєю, то i порiв-
нювати рiзнi асимптотично нормальнi оцiнки можна лише за цiєю
дисперсiєю — коефiцiєнтом розсiювання.
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Опишемо цей пiдхiд бiльш детально, розглядаючи одразу ви-
падок 𝑑-вимiрного невiдомого параметра

ϑ = (ϑ1, . . . , ϑ𝑑)
𝑇 ∈ Θ ⊆ R𝑑

та вiдповiдної консистентної оцiнки

ϑ̂𝑛 = (ϑ1𝑛, . . . , ϑ𝑑𝑛)
𝑇 .

З консистентностi оцiнки випливає збiжнiсть ϑ̂𝑛 − ϑ→ 0 (за ймо-
вiрнiстю), коли𝑛 → ∞. Для характеризацiї точностi оцiнки важли-
во знати, як швидко ця рiзниця прямує до 0. Швидкiсть збiжностi
дослiджують, домножаючи ϑ̂𝑛 − ϑ на нормуючу послiдовнiсть 𝑎𝑛,
що прямує до нескiнченностi. Цю послiдовнiсть пiдбирають так,
щоб 𝑎𝑛(ϑ̂𝑛 − ϑ) прямувало не до 0 i не до нескiнченностi, а до
деякого промiжного значення.

Можна довести, що за досить широких умов при правильно-
му виборi нормування, розподiл такої нормованої рiзницi пря-
мує до нормального з нульовим математичним сподiванням —
𝑁(0,V

ϑ̂
(ϑ)). Тут V

ϑ̂
(ϑ) — коварiацiйна матриця граничного нор-

мального розподiлу, що залежить вiд справжнього значення не-
вiдомого параметра ϑ. Цю матрицю називають матрицею розсi-
ювання оцiнки ϑ̂𝑛. У багатьох задачах оцiнювання для кратних
вибiрок правильним нормуванням є 𝑎𝑛 =

√
𝑛.

У одновимiрному випадку 𝑑 = 1, коли оцiнюваний параметр
— це одне число, матриця розсiювання також складається з одно-
го елемента — дисперсiї 𝑣

ϑ̂
(ϑ) граничного нормального розподiлу

нормованої оцiнки. Це число називають коефiцiєнтом розсiюва-
ння.

Отже, в одновимiрному випадку зi збiжностi
√
𝑛(ϑ𝑛 − ϑ) до

𝑁(0, 𝑣
ϑ̂
(ϑ)) випливає, що для будь-якого λ > 0:

P

{︃
|
√
𝑛(ϑ̂𝑛 − ϑ)√︀
𝑣
ϑ̂
(ϑ)

≤ λ

}︃
→ P{|ζ| ≤ λ} = 1− 2Φ(−λ), (8.6)
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де ζ ∼ 𝑁(0, 1), Φ — функцiя розподiлу 𝑁(0, 1). Поклавши
λα = 𝑄Φ(1− α), отримуємо

P

{︃
|ϑ̂𝑛 − ϑ| ≤

√︀
𝑣
ϑ̂
(ϑ)λα/2√
𝑛

}︃
= 1− α. (8.7)

Таким чином, при великих обсягах вибiрки ширина iнтервалу,
у який вiдхилення оцiнки вiд оцiнюваного значення потрапляє iз
заданою ймовiрнiстю 1 − α, прямо пропорцiйна

√︀
𝑣
ϑ̂
(ϑ) (для всiх

α > 0). Тому точнiсть асимпотично нормальних оцiнок прийнято
характеризувати за допомогою коефiцiєнта розсiювання: чим вiн
менший, тим оцiнка точнiша.

У багатовимiрному випадку також, чим “менша” матриця
V
ϑ̂
(ϑ), тим оцiнка ϑ̂𝑛 точнiша. Порiвняння матриць тут виконує-

ться Льовнером:A < B рiвносильно тому, щоB−A є невiд’ємно
визначеною матрицею.

З’ясуємо тепер, як обчислювати матрицi розсiювання. Роз-
глянемо випадок, коли данi являють собою кратну вибiрку
X = (ξ1, . . . , ξ𝑛), невiдомий параметр ϑ = (ϑ1, . . . , ϑ𝑑) є 𝑑-
вимiрним i його оцiнка ϑ̂𝑛 = (ϑ1𝑛, . . . , ϑ𝑑𝑛) також.

Матриця розсiювання моментної оцiнки. Нехай використо-
вується моментна оцiнка з моментною функцiєю

h(ξ) = (ℎ1(ξ), . . . , ℎ𝑑(ξ))
𝑇 ,

i вектором теоретичних моментiв —

H(t) = (𝐻1(t), . . . ,𝐻𝑑(t))
𝑇 = Et h(ξ1), t = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑑)

𝑇 ∈ Θ.

Позначимо H′(t) матрицю перших похiдних вiд H(t) (матрицю
Якобi):

H′(t) =
𝜕

𝜕t𝑇
H(t) =

⎛⎜⎜⎝
𝜕𝐻1(t)
𝜕𝑡1

. . . 𝜕𝐻1(t)
𝜕𝑡𝑑... . . . ...

𝜕𝐻𝑑(t)
𝜕𝑡1

. . . 𝜕𝐻𝑑(t)
𝜕𝑡𝑑

⎞⎟⎟⎠
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Теорема 8.4.1. Нехай виконанi такi умови.
1. Елементи коварiацiйної матрицi Dϑ = cov(h(ξ1)) є скiн-

ченними.
2. Iснує обернена функцiяH−1.
3. ФункцiяH′(t) є неперервною за t у деякому околi ϑ.
Тодi консистентна моментна оцiнка ϑ̂𝑛, яка задовольняє рiв-

няння H(ϑ̂𝑛) = ĥ𝑛 є асимптотично нормальною з матрицею
розсiювання

V
ϑ̂
(ϑ) = (H′(ϑ))−𝑇Dϑ(H

′(ϑ))−1. (8.8)

У одновимiрному випадку формула (8.8) перетворюється на

𝑣
ϑ̂
=

Dϑ ℎ(ξ1)

(𝐻 ′(ϑ))2
. (8.9)

З’ясуємо, звiдки взялась формула (8.8). Замiнимо моментне
рiвняння його наближенням, використовуючи розклад H за фор-
мулою Тейлора в околi точки ϑ:

H(ϑ) +H′(τ)(ϑ̂𝑛 − ϑ) = ĥ𝑛,

де τ— промiжна точка мiж ϑ i ϑ̂𝑛. Враховуючи, що H(ϑ) = E ĥ𝑛,
отримуємо

√
𝑛(ϑ̂𝑛 − ϑ) = (H(τ))−1√𝑛(ℎ̂𝑛 − E ℎ̂𝑛). (8.10)

За центральною граничною теоремою, розподiл
√
𝑛(ℎ̂𝑛−E ℎ̂𝑛) збi-

гається до розподiлу випадкового вектора ζ ∼ 𝑁(0,Dϑ). Врахову-
ючи неперервнiсть H′(t), отримуємо звiдси формулу (8.8).

Матриця розсiювання оцiнки найбiльшої вiрогiдностi. Не-
хай розподiл спостережень має щiльнiсть 𝑓ϑ(x) вiдносно деякої
мiри µ. Позначимо

I(ϑ) = Eϑ
𝜕

𝜕ϑ
ln 𝑓ϑ(ξ1)

(︂
𝜕

𝜕ϑ
ln 𝑓ϑ(ξ1)

)︂𝑇

=
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=

(︃
w 𝜕

𝜕ϑ𝑖
𝑓ϑ(x)

𝜕
𝜕ϑ𝑘

𝑓ϑ(x)

𝑓ϑ(𝑥)
µ(𝑑𝑥)

)︃𝑑

𝑖,𝑘=1

— iнформацiйна матриця Фiшера для параметра ϑ за одним спо-
стереженням ξ1.

Мiркування, подiбнi розглянутим для моментних оцiнок, при-
водять до наступної формули для матрицi розсiювання оцiнок ме-
тоду найбiльшої вiрогiдностi ϑ̂𝑛:

V
ϑ̂
(ϑ) = (I(ϑ))−1 (8.11)

—матриця розсiювання є матрицею, оберненою до iнформацiйної.
У одновимiрному випадку для коефiцiєнта розсiювання отри-

муємо

𝑣
ϑ̂
(ϑ) =

1

𝐼(ϑ)
,

де

𝐼(ϑ) =
w (︀ 𝜕

𝜕ϑ𝑓ϑ(𝑥)
)︀2

𝑓ϑ(𝑥)
µ(𝑑𝑥)

— iнформацiя Фiшера про параметр ϑ, що мiститься в одному
спостереженнi.

Матриця розсiювання для квантильних оцiнок. Нехай зно-
ву, данi являють собою кратну вибiрку X випадкових величин ξ𝑗
з функцiєю розподiлу 𝐹ϑ та щiльнiстю 𝑓ϑ(𝑥), ϑ ∈ Θ ∈ R𝑑. За-
фiксуємо набiр рiвнiв α = (α1, . . . ,α𝑑), 0 < α𝑖 < 1. Позначимо
qα(ϑ) = (𝑄𝐹ϑ(α1), . . . , 𝑄

𝐹ϑ(α1)) — вектор теоретичних кванти-
лей, q̂α𝑛 = (𝑄X(α1), . . . , 𝑄

X(α1)) — набiр емпiричних квантилей.
Нехай для всiх α𝑖 виконано 𝑓ϑ(𝑄

𝐹ϑ(α𝑖)) > 0. Тодi з наслiдка 1
пiдрозд. 7 розд. 1 [3] випливає, що

√
𝑛(q̂α𝑛 − qα(ϑ)) збiгається за

розподiлом до 𝑁(0,C), де C = (𝑐𝑖,𝑘)
𝑑
𝑖,𝑘=1:

𝑐𝑖𝑘 =
min(α𝑖,α𝑘)− α𝑖α𝑘

𝑓ϑ(𝑄𝐹ϑ(α𝑖))𝑓ϑ(𝑄𝐹ϑ(α𝑘))
. (8.12)
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Нехай квантильна оцiнка ϑα𝑛 для ϑ є розв’язком рiвняння

qα(t) = q̂α𝑛

вiдносно t.
Тодi мiркування, аналогiчнi до тих, якi ми використали для

моментних оцiнок, приводять до наступного виразу для матрицi
розсiювання оцiнки ϑ̂α𝑛:

V
ϑ̂α
(ϑ) = Q−𝑇CQ−1, (8.13)

деQ = 𝜕
𝜕ϑ𝑇

qα(ϑ).
Зокрема, для медiанної оцiнки ϑ𝑚𝑒𝑑

𝑛 , що є розв’язком рiвняння

𝑞1/2(𝑡) = med(𝑋),

коефiцiєнт розсiювання дорiвнює

𝑣ϑ𝑚𝑒𝑑 =
1

4(𝑓ϑ(med(ξ1))(𝑞1/2(ϑ))′)2
. (8.14)

Подивимось, як записати коефiцiєнт розсiювання квантильної
оцiнки, якщо вона визначається як розв’язок рiвняння (8.5). Фор-
мулу, яку ми отримаємо, можна вивести з (8.13), але ми зробимо
це безпосередньо.

Отже, нехай для оцiнки ϑ̂𝑛 виконується рiвняння

𝐹
ϑ̂𝑛
(𝑞𝑛) = α,

де 𝑞𝑛 = 𝑄X(α). В умовах, що вказанi вище,
√
𝑛(𝑞𝑛−𝑞α) збiгається

за розподiлом до 𝑁(0, 𝑐), де

𝑞α = 𝑄𝐹ϑ(α), 𝑐 = α(1− α)/(𝑓ϑ(𝑞α))2.

Розкладаючи лiву частину цiєї рiвностi в околi точки (ϑ, 𝑞α), отри-
муємо

𝐹ϑ(𝑞α) +
𝜕

𝜕𝑡
𝐹𝑡(𝑞)(ϑ̂𝑛 − ϑ) + 𝜕

𝜕𝑞
𝐹𝑡(𝑞)(𝑞𝑛 − 𝑞α) = α,
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де 𝑡—промiжна точка мiж ϑ̂𝑛 i ϑ, 𝑞 —промiжна точка мiж 𝑞𝑛 i 𝑞α.
Звiдси отримуємо

√
𝑛(ϑ̂𝑛 − ϑ) ∼

𝜕
𝜕𝑞𝐹ϑ(𝑞α)

𝜕
𝜕ϑ𝐹ϑ(𝑞α)

√
𝑛(𝑞𝑛 − 𝑞α).

Використовуючи асимптотичну нормальнiсть 𝑞𝑛, отримуємо кое-
фiцiєнт розсiювання ϑ̂:

𝑣
ϑ̂𝑛

=

(︃
𝜕
𝜕𝑞𝐹ϑ(𝑞α)

𝜕
𝜕ϑ𝐹ϑ(𝑞α)

)︃2
α(1− α)
(𝑓ϑ(𝑞α))2

. (8.15)

Приклад 8.4.1. Повернемося до розгляду задачi оцiнки iн-
тенсивностi λ експоненцiйного розподiлу за кратною вибiркою
X = (ξ1, . . . , ξ𝑛). У попереднiх роздiлах були введенi три оцiн-
ки:

λ̂(1)𝑛 = 1/ξ̄, λ̂(2)𝑛 =

√︃
2𝑛∑︀𝑛
𝑗=1 ξ

2
𝑗

, λ̂med
𝑛 =

log 2

med(𝑋)
.

Першi двi оцiнки отриманi методом моментiв з моментними функ-
цiями ℎ1(𝑥) = 𝑥 та ℎ2(𝑥) = 𝑥2. Враховуючи, що

Dλ ℎ1(ξ1) =
1

λ2
, Dλ ℎ2(ξ1) =

23

λ4
,

за (8.9) отримуємо коефiцiєнти розсiювання цих оцiнок:

𝑣
λ̂(1)

= λ2, 𝑣
λ̂(2)

=
23

16
λ2.

Третя оцiнка — медiанна. Теоретична медiана експоненцiйного
розподiлу med(ξ1) = log 2/λ, а щiльнiсть розподiлу у медiанi —
𝑓λ(med(ξ1)) = λ/2. Тому коефiцiєнт розсiювання цiєї оцiнки

𝑣
λ̂𝑚𝑒𝑑 =

λ2

(log 2)2
.



328 Роздiл 8. Оцiнювання параметрiв

Оскiльки 23/16 ≈ 1.4375 < 2.08137 ≈ 1/(log 2)2, цi результати
показують, що найбiльш точною при великих обсягах вибiрок є
оцiнка λ̂(1)𝑛 , наступною — λ̂

(2)
𝑛 , а найменш точною з трьох розгля-

нутих є медiанна оцiнка.
Вiдношення коефiцiєнтiв варiацiї двох рiзних оцiнок одного

параметра називають їх вiдносною асиптотичною ефективнiстю
(asymptotic relative efficiency, ARE). Наприклад,

𝑣
λ̂𝑚𝑒𝑑/𝑣λ̂(1) = 1/(log 2)2 ≈ 2.08137

— ARE оцiнки найбiльшої вiрогiдностi порiвняно з медiанною
оцiнкою. ARE має простий статистичний змiст, який легко зро-
зумiти враховуючи (8.7). Якщо ми ранiше користувались оцiнкою
λ̂
(1)
𝑛 , а тепер замiсть неї хочемо використати λ̂(𝑚𝑒𝑑)

𝑛 , то для забез-
печення такої ж точностi, як i ранiше, нам доведеться збiльшити
обсяг вибiрки у два (точнiше у 2.08137) рази. Це варто робити,
якщо вигоди вiд робастностi медiанної оцiнки перевищують до-
датковi витрати на збiльшення обсягу спостережень. Iнакше слiд
використовувати оцiнку найбiльшої вiрогiдностi.

Те, що найкращою виявиться λ̂(1)𝑛 , можна було сказати вже тодi,
коли виявилось, що це оцiнка найбiльшої вiрогiдностi. Справа в то-
му, що при виконаннi досить широких умов6 ОНВ є асимптотично
нормальними оцiнками з коефiцiєнтом розсiювання, найменшим
серед всiх “правильних” (т. зв. регулярних) оцiнок. J

Приклад 8.4.2. Нехай тепер оцiнюються математичне сподiва-
ння µ i дисперсiя σ2 за кратною вибiркою гауссових спостережень
X. Ми отримали по двi оцiнки для кожного параметра: метод мо-
ментiв дав той самий результат, що i метод найбiльшої вiрогiдностi
(приклади 8.1.2 i 8.3.2):

µ̂𝑀𝐿𝐸 = ξ̄, σ̂2 𝑀𝐿𝐸
𝑛 = 𝑆2(X),

6Умов регулярностi, [3], роздi. 2, пiдрозд. 16.
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а метод квантилiв (приклад 8.2.2) —

µ̂𝑚𝑒𝑑
𝑛 = medX, σ̂2 𝐼𝑄 =

(︂
𝑄X(3/4)−𝑄X(1/4)

2λα/4

)︂2

.

(Тут, як i ранiше, λα = 𝑄𝑁(0,1)(1− α)).
Для обчислення матрицi розсiювання оцiнок найбiльшої вiрогi-

дностi знайдемо iнформацiйну матрицю для ϑ = (µ,σ2)𝑇 . Бачимо,
що7

𝜕

𝜕µ
𝑓ϑ(ξ1) =

ξ1 − µ
σ2

,
𝜕

𝜕σ2
𝑓ϑ(ξ1) = − 1

2σ2
− (ξ1 − µ)2

2σ4
.

Отже, iнформацiйна матриця для одного спостереження має ви-
гляд

I(ϑ) = E

(︃
(ξ1−µ)2
σ4

ξ1−µ
2σ4

+ (ξ1−µ)3
2σ6

ξ1−µ
2σ4

+ (ξ1−µ)3
2σ6

((ξ1−µ)2−σ2)2
4σ8

)︃
=

(︂
1
σ2

0
0 1

2σ4

)︂
.

Таким чином, матриця розсiювання оцiнок найбiльшої вiрогiдностi

V
ϑ̂𝑀𝐿𝐸 (ϑ) = I−1(ϑ) =

(︂
σ2 0
0 2σ4

)︂
. (8.16)

Ми отримали, що коефiцiєнт розсiювання µ̂𝑀𝐿𝐸
𝑛 дорiвнює σ2, а

коефiцiєнт розсiювання σ̂2 𝑀𝐿𝐸
𝑛 дорiвнює 2σ4. Цi оцiнки є асим-

птотично некорельованими.
Знайдемо коефiцiєнти розсiювання квантильних оцiнок. Для

µ̂𝑚𝑒𝑑
𝑛 це можна зробити безпосередньо за формулою (8.14):

𝑣µ̂𝑚𝑒𝑑 =
1

4(𝑓ϑ(µ))2
=
πσ2

2
.

7Тут 𝑓ϑ(𝑥)—щiльнiсть нормального розподiлу з параметрами µ, σ2, причому
диференцiюючи за σ2 слiд розумiти це як єдиний символ, а не як квадрат σ.
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Для σ̂2 𝐼𝑄
𝑛 мiркування дещо складнiшi. Почнемо з визначення гра-

ничної коварiацiйної матрицi для вектора

z𝑛 = (𝑧1𝑛, 𝑧
2
𝑛)

𝑇 =
√
𝑛(q̂𝑛 − q),

де
q̂𝑛 = (𝑄X(1/4), 𝑄X(3/4))𝑇 ,

q = (𝑄𝑁(µ,σ2)(1/4), 𝑄𝑁(µ,σ2)(3/4))𝑇 .

За (8.12) коварiацiйна матриця розподiлу двовимiрного нормаль-
ного вектора z, до якого збiгається розподiл z𝑛, дорiвнює

C = (𝑐𝑖𝑘)
2
𝑖,𝑘=1

1

(𝑓ϑ(µ+ σλ1/4))2

(︂
3
16

1
16

1
16

3
16

)︂
.

Звiдси отримуємо, що послiдовнiсть 𝑧𝑛 = (𝑧1𝑛− 𝑧2𝑛)/(2λ1/4) також
є асимптотично нормальною з асимптотичною дисперсiєю

𝑐 =
1

(2λ1/4)2
(𝑐11 − 2𝑐12 + 𝑐22) =

π𝑒
−λ2

1/4σ2

8λ21/4
.

Оскiльки при великих 𝑛:
√
𝑛(σ̂2 𝐼𝑄

𝑛 − σ2) ∼ 2σ𝑧,

то

𝑣σ̂2 𝐼𝑄 = 4σ2𝑐 =
π𝑒

−λ2
1/4σ4

2λ21/4
≈ 5.44184σ4.

Таким чином, вiдносна асимптотична ефективнiсть оцiнки най-
бiльшої вiрогiдностi для µ порiвняно з медiанною

𝑣µ̂𝑚𝑒𝑑/𝑣µ̂𝑀𝐿𝐸 = π/2 ≈ 1.5708.

Для ОНВ дисперсiї порiвняно з квартильною вiдносна асимптоти-
чна ефективнiсть

𝑣σ̂2 𝐼𝑄/𝑣σ̂2 𝑀𝐿𝐸 =
π𝑒

−λ2
1/4

4λ21/4
≈ 2.72092.
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Тобто при використаннi квартильної оцiнки потрiбно у 2.72 раза
бiльше спостережень, нiж при використаннi звичайної вибiрокової
дисперсiї для досягнення однакової точностi оцiнювання.

Зрозумiло,що вся ця асимптотична теорiя працює лишепридо-
статньо великих обсягах вибiрки. Наскiльки великих?Що буде для
невеликих обсягiв? Щоб вiдповiсти на такi запитання, проводять
спецiальнi iмiтацiйнi експерименти (simulation study). Подивимось,
як це зробити у нашому прикладi.

Ми згенеруємо B=1000 рiзних вибiрок з одним i тим самим нор-
мальним розподiлом з параметрами mu=1 (математичне сподiван-
ня) i sigma=1 (стандартне вiдхилення). По кожнiй вибiрцi будуть
обчисленi чотири оцiнки, якi вмiщуються у масиви оцiнок:

µ̂𝑀𝐿𝐸
𝑛 у EstMuMom, µ̂𝑚𝑒𝑑

𝑛 у EstMuMed, σ̂2 𝑀𝐿𝐸
𝑛 у EstSMom, σ̂2 𝐼𝑄

𝑛

у EstSMed.
По кожному з цих масивiв ми обчислюємо вибiркове середнє, що
має наближати математичне сподiвання вiдповiдної оцiнки i вiднi-
маємо вiд нього справжнє значення оцiнюваного параметра. Отри-
муємо приблизне значення змiщення оцiнки. Це значення домно-
жається на

√
𝑛. Асимптотичний розподiл нормованої оцiнки має

нульове математичне сподiвання, тому можна сподiватись, що при
досить великих 𝑛 таке нормоване змiщення буде близьким до 0.

Далi ми обчислюємо вибiрковi дисперсiї по масивах оцiнок i
домножаємо на 𝑛. Ця величина має приблизно дорiвнювати кое-
фiцiєнту розсiювання оцiнки. Якщо це не так, можна запiдозрити,
що нашi теоретичнi розрахунки неадекватнi або обсяг вибiрки не-
достатньо великий для застосування асимптотичної теорiї.

Наведемо скрипт, що реалiзує цю iдею для обсягу вибiрки
n=200:

O
> set.seed(3)

> B<-1000 # кiлькiсть вибiрок

> mu<-1 # математичне сподiвання

> n<-200 # обсяг вибiрки

> sigma<-1 # середнє квадратичне вiдхилення
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> EstMuMom<-numeric(B)

> EstMuMed<-numeric(B)

> EstSMom<-numeric(B)

> EstSMed<-numeric(B)

> # Генеруємо вибiрки i обчислюємо оцiнки:

> for(i in 1:B)

+ {

+ x<-rnorm(n,mu,sigma)

+ EstMuMom[i]<-mean(x)

+ EstMuMed[i]<-median(x)

+ EstSMom[i]<-var(x)

+ EstSMed[i]<-(IQR(x)/1.34898)^2

+ }

> # Моментна оцiнка мат. сподiвання:

> (mean(EstMuMom)-mu)*sqrt(n) # змiщення

[1] -0.001903953

> n*var(EstMuMom) # розсiювання

[1] 0.9389821

> sigma^2 # теоретичний коеф. розсiюввання

[1] 1

> # Медiанна оцiнка для мат. сподiвання:

> (mean(EstMuMed)-mu)*sqrt(n) # змiщення

[1] -0.005031941

> n*var(EstMuMed) # розсiювання

[1] 1.459559

> 3.1415*sigma^2/2 # теоретичний коеф. розсiювання
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[1] 1.57075

> # Моментна оцiнка дисперсiї:

> (mean(EstSMom)-sigma^2)*sqrt(n) # змiщення

[1] 0.05725523

> n*var(EstSMom) # розсiювання

[1] 2.010686

> 2*sigma^4 # теоретичний коеф. розсiювання

[1] 2

> # Квартильна оцiнка дисперсiї

> (mean(EstSMed)-sigma^2)*sqrt(n) # змiщення

[1] 0.01135744

> n*var(EstSMed) # розсiювання

[1] 5.561874

> 5.44184*sigma^4 # теоретичний коеф. розсiювання

[1] 5.44184

△
Як бачимо, при 𝑛 = 200 результати iмiтацiйного моделювання
непогано (хоча i не iдеально) узгоджуються з асимптотичними
формулами. Наприклад, теоретичний коефiцiєнт розсiювання ме-
дiанної оцiнки 1.57075, а його аналог, отриманий моделюванням
— 1.459559. Нормоване змiщення дорiвнює -0.005031941. Це ду-
же мало, порiвняно з дисперсiєю, тому змiщенням як джерелом
похибки можна знехтувати i характеризувати цю оцiнку лише дис-
персiєю. (Насправдi медiанна оцiнка у даному випадку незмiщена,
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тобто вiдхилення змiщення вiд 0— це результат неточностi нашо-
го iмiтацiйного експерименту).

Слiд пам’ятати, що зi збiжностi розподiлiв не випливає збi-
жнiсть моментiв. Тому навiть у асимптотично нормальних оцi-
нок дисперсiя нормованої оцiнки при зростаннi обсягу вибiрки
не обов’язково прямує до коефiцiєнта розсiювання. Зокрема, так
може бути, коли у маленькому вiдсотку випадкiв оцiнка дозволяє
грубi вiдхилення вiд справжнього значення параметра. Такi вiдхи-
лення можуть вiдiграти роль викидiв, що спотворюють дисперсiю
оцiнки при скiнченному обсязi вибiрки.

У такому випадку доречно використати для наближення коефi-
цiєнта розсiювання яку-небудь робастну оцiнку дисперсiї. Такою
оцiнкою може бути квантильна оцiнка, якою ми щойно скориста-
лись у нашому прикладi. Крiм того, доцiльно перевiрити, чи дiйсно
розподiл вибiрки з оцiнок добре узгоджується з нормальним. Роз-
глянемо скрипт, що реалiзує цю iдею:

O
> # Quantile estimate for dispersion:

> (sum(IQR(EstSMed))/1.34898)^2*n

[1] 5.04423

> # histogram

> hist(EstSMed,xlab=" ",ylab=" ",main=" ")

△
Як бачимо, значення цього робастного наближення — 5.04423,
помiтно вiдрiзняється як вiд значення нормованої вибiркової дис-
персiї оцiнок—5.561874, так i вiд теоретичного коефiцiєнта розсi-
ювання — 5.44184 (вони, доречi, досить добре узгоджуються). Це
може пояснюватись тим, що, внаслiдок порiвняно малого обсягу
вибiрки 𝑛, розподiл оцiнок недостатньо добре наближається нор-
мальним. I дiйсно, гiстограма оцiнок на рис. 8.4 вказує на помiтне
вiдхилення вiд нормальностi, зокрема, на асиметрiю розподiлу.
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Рис. 8.4. Гiстограма вибiрки з оцiнок

Можна зробити висновок, що у цiй задачi оцiнювання при та-
ких невеликих 𝑛 цiлком покладатись на асимптотичнi формули не
варто. J

Приклад 8.4.3. Перейдемо до розгляду задачi оцiнки параме-
трiв нормального розподiлу за спостереженнями з неоднорiдними
похибками з прикладу 8.1.3. У прикладi 8.3.3 ми розiбрались як об-
числювати оцiнки найбiльшої вiрогiдностi для середнього та дис-
персiї у цiй моделi. Чи можна скористатись нашою асимптотичною
теорiєю, щоб охарактеризувати точнiсть таких оцiнок?Наприклад,
нас може цiкавити, наскiльки вона погiршилась порiвняно з випад-
ком прикладу 8.4.2, коли данi спостерiгались без похибок.

Безпосередньо формулу (8.11) для матрицi розсiювання у да-
ному випадку застосувати не можна, оскiльки у цьому прикладi
спостереження не є однаково розподiленими. Однак вiдомо, що
асимптотична нормальнiсть виконана i для ОНВ у багатьох мо-
делях з неоднаковим розподiлом спостережень (див. [3], пiдрозд.
66). Зокрема, за умови обмеженостi дисперсiй похибок, вона буде
виконуватись у нашiй моделi. В таких випадках матрицю розсiю-
вання можна обчислювати використовуючи “середню iнформацiю
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на одне спостереження”, тобто

Ī𝑛(ϑ) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

I𝑗(ϑ),

де I𝑗(ϑ)— iнформацiйна матриця для 𝑗-го спостереження. Матри-
ця розсiювання ОНВ дорiвнює

V
ϑ̂𝑀𝐿𝐸 (ϑ) = lim

𝑛→∞
(Ī𝑛(ϑ))

−1.

Для практичних наближень замiсть границi при 𝑛 → ∞ беруть
значення (Ī𝑛(ϑ))−1 при тому обсязi вибiрки𝑛, для якого робляться
розрахунки. (Зрозумiло, що 𝑛 має бути достатньо великим, iнакше
наша асимптотична теорiя працювати не буде).

Аналогiчно тому, як це було зроблено у прикладi 8.4.2, отри-
муємо, що iнформацiйна матриця для 𝑗-го спостереження (воно у
нашiй моделi має розподiл 𝑁(µ,σ2 + σ2𝑗 )), має вигляд

I𝑗(ϑ) =

(︃ 1
σ2+σ2𝑗

0

0 1
2(σ2+σ2𝑗 )

2

)︃
.

(Тут, як i ранiше, ϑ = (µ,σ2)). Отже, коефiцiєнти розсiювання
оцiнок дорiвнюють

𝑣µ̂𝑀𝐿𝐸 (σ2) =
𝑛∑︀𝑛

𝑗=1(σ
2 + σ2𝑗 )

−1
,

𝑣σ̂2 𝑀𝐿𝐸 (σ2) =
2𝑛∑︀𝑛

𝑗=1(σ
2 + σ2𝑗 )

−2
,

J
Приклад 8.4.4.Проведемо порiвняння ефективностi оцiнок iн-

тенсивностi λ зрiзаного експоненцiйного розподiлу, отриманих у
прикладах попереднiх пiдроздiлiв. У прикладi 8.1.4 була побудо-
вана оцiнка методу моментiв (позначимо її λ̂𝑀𝑀 ), яка виявилась
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також оцiнкою найбiльшої вiрогiдностi у прикладi 8.3.4. У прикла-
дi 8.2.4 введена медiанна оцiнка (позначимо її λ̂𝑚𝑒𝑑). Обидвi оцiнки
обчислюються як розв’язки вiдповiдних рiвнянь, у явному вигля-
дi їх виразити не можна. Тим бiльш цiкаво, що їхнi коефiцiєнти
розсiювання цiлком можна знайти аналiтично.

Почнемо з λ̂𝑀𝑀 . Оскiльки це оцiнка найбiльшої вiрогiдностi,
її коефiцiєнт розсiювання можна знайти як 1/𝐼(λ), де

𝐼(λ) =
w 𝐶

0

(𝑓 ′
λ(𝑥))

2

𝑓λ(𝑥)
𝑑𝑥

— iнформацiя за Фiшером на одне спостереження,

𝑓λ(𝑥) =
λ𝑒−λ𝑥

1− 𝑒−λ𝐶

—щiльнiсть одного спостереження при 𝑥 ∈ [0, 𝐶],

𝑓 ′
λ(𝑥) =

𝜕

𝜕λ
𝑓λ(𝑥) =

𝑒λ(𝐶−𝑥)(λ(𝑥− 𝐶) + 𝑒λ𝐶(λ𝑥− 1)− 1)

(𝑒λ𝐶 − 1)2
.

Формулу для iнформацiї можна отримати звичайним iнтегруван-
ням:

𝐼(λ) =
1

λ2
+

𝐶2

2− (𝑒λ𝐶 + 𝑒−λ𝐶)
.

Про всяк випадок перевiримо правильнiсть цiєї формули i покаже-
мо, як можна наближено обчислювати iнтеграли в R у тих випадках,
коли для них немає явних виразiв.

У R для наближеного обчислення iнтегралiв використовується
функцiя

integrate(f,lower,upper),
де

f — дiйсна функцiя дiйсного аргументу, вiд якої пiдраховує-
ться iнтеграл8,

8Ця функцiя має бути векторизованою, тобто R має розумiти, як її застосову-
вати до масивiв поелементно. Якщо R цього не розумiє — застосуйте векториза-
цiю, як описано у п. 2.7.2.
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lower, upper— нижня та верхня межi iнтегрування.
Покажемо, як можна використати її для перевiрки результату

iнтегрування у нашому випадку:

O
> l<-0.5 # iнтенсивнiсть

> U<-1 # порiг зрiзання

> # щiльнiсть розподiлу

> f<-function(x,l,U){l*exp(-l*x)/(1-exp(-l*U))}

> # похiдна щiльностi розподiлу за l

> fp<-function(x,l,U){exp(l*(U-x))*(l*(x-U)

+ +exp(l*U)*(-l*x+1)-1)/(exp(l*U)-1)^2}

> # пiдiнтегральна функцiя для iнформацiї

> g<-function(x){(fp(x,l,U))^2/f(x,l,U)}

> # аналiтичний вираз для iнформацiї

> inf<-function(l,U){1/l^2+

+ U^2/(2-(exp(U*l)+exp(-U*l)))}

> #

> inf(l,U) # iнформацiя за формулою

[1] 0.08230191

> integrate(g,0,U) # наближений iнтеграл для iнформацiї

0.08230191 with absolute error < 9.1e-16

△
Як бачимо, значення iнформацiї за нашою формулою та значен-
ня, отримане наближеним iнтегруванням, однаковi. Отже, при
λ = 0.5, 𝐶 = 1 коефiцiєнт розсiювання моментної оцiнки
𝑣
λ̂𝑀𝑀 (λ) = 1/𝐼(λ) = 1/0.08230191 = 12.15039.

Тепер обчислимо коефiцiєнт розсiювання медiанної оцiнки.
Для цього скористаємось формулою (8.15). У нашому випадку
α = 1/2 медiана

𝑞α = −1

λ
(log(1 + 𝑒−𝐶λ)− ln 2),
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𝜕
𝜕𝑥𝐹λ(𝑥)
𝜕
𝜕λ𝐹λ(𝑥)

=
λ(𝑒λ𝐶 − 1)

𝐶(1− 𝑒λ𝑥) + 𝑥(𝑒λ𝐶 − 1).

Пiдставляючи це у формулу (8.15), отримуємо коефiцiєнт розсiю-
вання λ̂𝑚𝑒𝑑:

𝑣
λ̂𝑚𝑒𝑑(λ) =

λ2(𝑒λ𝐶 − 1)2

(λ𝐶 + (𝑒λ𝐶 + 1) log((𝑒−λ𝐶 + 1)/2))2
.

Пiдставляючи значення λ = 0.5, 𝐶 = 1, отримуємо коефiцiєнт
розсiювання 𝑣

λ̂𝑚𝑒𝑑(λ) = 16.3344.
Отже, при цих значеннях параметрiв вiдносна асимптотична

ефективнiсть оцiнки найбiльшої вiрогiдностi порiвняно з медiан-
ною становть 16.3344/12.15039 = 1.34435. При використаннi ме-
дiанних оцiнок треба використовувати вибiрки на 34% бiльшi по-
рiвняно з вибiрками для оцiнок найбiльшої вiрогiдностi, якщо ми
хочемо забезпечити однакову точнiсть оцiнювання.

На вiдмiну вiд прикладiв 8.4.1 i 8.4.2, вiдносна асимптотична
ефективнiсть (ARE) медiанної оцiнки та ОНВ залежить тепер вiд
невiдомого параметра λ. Ми можемо подивитись на графiку, як
вона змiнюється при рiзних λ (рис. 8.5).
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Рис. 8.5. Асимптотична вiдносна ефективнiсть медiанної оцiнки
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Цей рисунок вiдображений таким скриптом:

O
> vmm<-function(l){1/inf(l,U)}

> # коефiцiєнт розсiювання для медiанної оцiнки

> vmed<-function(l){

+ (l*(exp(l*U)-1)/

+ (l*U+(1+exp(l*U))*log((1+exp(-l*U))/2)))^2

+ }

> l<-(1:400)/20

> ARE<-sapply(l,vmed)/sapply(l,vmm)

> plot(l,ARE,type="l")

> vmed(0.01)/vmm(0.01)

[1] 1.333337

> vmed(20)/vmm(20)

[1] 2.081368

△
Як бачимо, ARE зростає iз зростанням λ вiд 1.333 до 2.081368.
Тобто у найгiршому випадку (при дуже великих λ) медiанна оцiнка
вимагає вдвiчi бiльше спостережень, нiж ОНВ для забезпечення
еквiвалентної точностi оцiнювання. Цiкаво, що такий самий ефект
ми отримали i для експоненцiйного розподiлу без зрiзання, тiльки
там така ARE була для всiх можливих значень λ. J

Досi ми розглядали лише оцiнки, якi є асимптотично нормаль-
ними. Але у деяких задачах оцiнювання доцiльно використовувати
оцiнки, що не мають цiєї властивостi. Зокрема, так часто буває при
оцiнюваннi параметрiв, що пов’язанi з розривами щiльностi роз-
подiлу спостережень. Тут ми обмежимось лише одним прикладом
такого оцiнювання.

Приклад 8.4.5. Нехай спостереження являють собою кратну
вибiрку X = (ξ1, . . . , ξ𝑛) з рiвномiрним розподiлом на iнтерва-
лi [𝑎, 𝑏]. Треба оцiнити µ = E ξ1 = (𝑏 − 𝑎)/2. Для цього можна
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запропонувати три оцiнки:

µ̂𝑚𝑒𝑎𝑛
𝑛 =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

ξ𝑗

— вибiркове середнє,

µ̂𝑚𝑒𝑑
𝑛 = med(X)

— вибiркова медiана,

µ̂𝑀𝑅
𝑛 =

1

2
(min(X) + max(X))

—середина дiапазону. (Це, до речi, класичнi статистики середньо-
го положення, якi ми розглядали у пiдрозд. 4.1). Зрозумiло, що
медiана буде робастною, а середина дiапазону — найбiльш чутли-
вою до викидiв оцiнкою. А яка з цих оцiнок є бiльш точною?

Середнє i медiана є асимптотично нормальними оцiнками. Їхнi
коефiцiєнти розсiювання дорiвнюють

𝑣𝑚𝑒𝑎𝑛 =
𝑏− 𝑎

12
, 𝑣𝑚𝑒𝑑 =

𝑏− 𝑎

4
,

тобто вибiркове середнє у цiй задачi оцiнювання втричi ефектив-
нiше, нiж вибiркова медiана.

Але середина дiапазону не є асимптотично нормальною, а нор-
мування

√
𝑛 не є вiдповiдним для цiєї оцiнки:

√
𝑛(µ̂𝑀𝑅 − µ) → 0 за ймовiрнiстю,

тобто µ̂𝑀𝑅 збiгається до µ швидше, нiж з порядком 1/
√
𝑛. Вияв-

ляється ([3]), що вiдповiдним нормуванням у цьому випадку буде
множення на𝑛: послiдовнiсть𝑛(µ̂𝑀𝑅−µ) збiгається за розподiлом
до деякого невиродженого розподiлу.

На рис. 8.6 зображено графiки залежностi дисперсiй цих трьох
оцiнок вiд обсягу вибiрки 𝑛 (у логарифмiчному масштабi по обох
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осях). Графiки отриманi в iмiтацiйному експериментi, подiбному
до описаних вище. Данi генерувались з рiвномiрним розподiлом
на [0, 1]. Експеримент пiдтверджує, що середина дiапазону має
найменшу дисперсiю при всiх обсягах вибiрки.

Рис. 8.6. Коефiцiєнти розсiювання оцiнок для математичного
сподiвання рiвномiрного розподiлу в залежностi вiд обсягу вибiрки 𝑛.

Логарифмiчний масштаб по обох осях

Таким чином, у цьому прикладi середина дiапазону виявляє-
ться значно точнiшою оцiнкою математичного сподiвання, нiж ви-
бiркове середнє або медiана. Це може бути важливим аргументом
на користь його використання у вiдповiдних прикладних задачах
оцiнювання, якщо робастнiсть не є важливою. J
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8.5 Довiрчi iнтервали та елiпсоїди

Зрозумiло, що оцiнка ϑ̂𝑛, побудована за випадковими даними
X майже нiколи не дорiвнює справжньому значенню невiдомого
параметра ϑ. Як далеко може вiдхилитсь оцiнка вiд справжнього ϑ?
Щоб охарактеризувати область можливих значень одновимiрного
параметра використовують технiку довiрчих iнтервалiв. А саме,
замiсть однiєї оцiнки ϑ̂𝑛 використовують пару статистик9 ϑ−𝑛 , ϑ+𝑛 ,
таких, що ϑ−𝑛 < ϑ+𝑛 i

P{ϑ ∈ [ϑ−𝑛 , ϑ
+
𝑛 ]} = 1− α, (8.17)

де α— задане статистиком мале число, яке називають рiвнем зна-
чущостi.

Таким чином, довiрчий iнтервал — це iнтервал, побудований
за спостережуваними даними, який покриває невiдомий параметр
iз заданою ймовiрнiстю 1− α.

Якщо (8.17) виконується точно для заданого обсягу даних 𝑛 i
всiх ϑ ∈ Θ ⊆ R, то [ϑ−𝑛 , ϑ

+
𝑛 ] називають точним (або строгим) до-

вiрчим iнтервалом. Якщо рiвнiсть у (8.17) досягається лише асим-
птотично, тобто

lim
𝑛→∞

P{ϑ ∈ [ϑ−𝑛 , ϑ
+
𝑛 ]} = 1− α, (8.18)

то довiрчий iнтервал називають асимптотичним. Нарештi, якщо
виконується нерiвнiсть

P{ϑ ∈ [ϑ−𝑛 , ϑ
+
𝑛 ]} ≥ 1− α,

довiрчий iнтервал називають нестрогим.

8.5.1 Побудова асимптотичних довiрчих
iнтервалiв

Теорiя асимптотичної нормальностi оцiнок дозволяє будувати
асимптотичнi довiрчi iнтервали з використанням коефiцiєнтiв роз-

9Тобто вимiрних функцiй вiд данихX.
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сiювання оцiнок. Дiйсно, нехай для невiдомого параметра ϑ iснує
асимптотично нормальна оцiнка ϑ̂𝑛 з коефiцiєнтом розсiювання
𝑣(ϑ) = 𝑣

ϑ̂𝑛
(ϑ). Припустимо, що 𝑣(ϑ) є неперервною функцiєю

ϑ ∈ Θ. Тодi 𝑣(ϑ)/𝑣(ϑ̂𝑛) → 1 при 𝑛 → ∞ (за ймовiрнiстю) i з (8.7)
випливає, що10

lim
𝑛→∞

P

⎧⎨⎩
√
𝑛|ϑ̂𝑛 − ϑ|√︁
𝑣(ϑ̂𝑛)

≤ λα/2

⎫⎬⎭ = 1− α. (8.19)

Покладемо

ϑ±𝑛 = ϑ̂𝑛 ± λα/2

√︃
𝑣(ϑ̂𝑛)

𝑛
. (8.20)

Оскiльки (8.19) еквiвалентно

lim
𝑛→∞

P{ϑ ∈ [ϑ−𝑛 , ϑ
+
𝑛 ]} = 1− α,

то [ϑ−𝑛 , ϑ
+
𝑛 ] є асимптотичним довiрчим iнтервалом з рiвнем значу-

щостi 1− α.
Таку технiку можна використовувати i у тому випадку, коли

крiм параметра ϑ у розподiлу даних є й iншi невiдомi параметри.
Для побудови довiрчого iнтервалу потрiбна лише асимптотично
нормальна оцiнка ϑ та консистентна оцiнка його коефiцiєнта роз-
сiювання. Якщо вони визначенi, то довiрчий iнтервал можна буду-
вати за формулою (8.20).

Зрозумiло, що чим менше коефiцiєнт розсiювання оцiнки, тим
вужчим буде довiрчий iнтервал, побудований за цiєю технiкою. То-
му при побудовi довiрчих iнтервалiв природно обирати оцiнки з
найменшим коефiцiєнтом розсiювання, якщо немає iнших важли-
вих вимог (як робастнiсть або екiварiантнiсть).

Приклад 8.5.1. Знову розглянемо задачу оцiнки iнтенсивностi
експоненцiйного розподiлу λ за кратною вибiркою X. У прикла-
дi 8.1.1, оцiнкою з найменшим коефiцiєнтом розсiювання для λ
виявилась 1/ξ̄, причому її коефiцiєнт розсiювання 𝑣(λ) = λ2.

10Тут, як i ранiше, λα = 𝑄𝑁(0.1)(1− α).
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Нехай треба побудувати довiрчий iнтервал для λ з рiвнем зна-
чущостi α = 0.05. Зазначимо, що11

λα/2 = 𝑄𝑁(0,1)(0.975) ≈ 1.96.

Отже, за (8.20) отримуємо межi довiрчого iнтервалу:

λ− =
1

ξ̄
− 1.96

ξ̄
√
𝑛
, λ+ =

1

ξ̄
+

1.96

ξ̄
√
𝑛
.

Рiвень значущостi довiрчого iнтервалу 0.05 означає, що в сере-
дньому на 100 задач оцiнювання у 95 випадках такий довiрчий
iнтервал покриє справжнє значення iнтенсивностi. Довiрчий iн-
тервал асимптотичний, отже, це має виконуватись “при достатньо
великих обсягах вибiрки”. Спробуємо в iмiтацiйному експеримен-
тi подивитись, наскiльки точним виявиться це передбачення для
вибiрок помiрного обсягу:

O
> set.seed(2)

> l<-0.5 # iнтенсивнiсть експ. розподiлу

> B<-10000 # кiлькiсть вибiрок

> n<-100 # обсяг вибiрки

> lambda<-qnorm(0.975)

> set.seed(2)

> l<-0.5 # iнтенсивнiсть експ. розподiлу

> B<-10000 # кiлькiсть вибiрок

11 Iснує певна незручнiсть в тому, що лiтера λ позначає i невiдомий параметр,
i квантиль нормального розподiлу. У цих позначеннях формули для довiрчого
iнтервалу будуть незрозумiлими. Можна було б спецiально для цього прикладу
ввести якесь особливе позначення для iнтенсивностi або для квантилi. Але обидва
позначення є стандартними i вiдступ вiд них також заплутав би справу. Я вийшов
з положення, зафiксувавши α = 0.05. Це дуже популярний рiвень значущостi i
вiдповiдне йому λα/2 = 1.96 бiльшiсть статистикiв знає напам’ять. У багатьох
прикладних книгах число 1.96 з’являється без пояснень, як магiчна константа.
Його зв’язок з рiвнем значущостi залишається для користувачiв таємницею.
Довiрчий iнтервал, який ми отримаємо, може бути прикладом таких формул.
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> n<-100 # обсяг вибiрки

> lambda<-qnorm(0.975)

> #res - масив результатiв випробувань

> res<-replicate(B,

+ {

+ x<-rexp(n,l)

+ estl<-1/mean(x)

+ ifelse(abs(l-estl)<lambda*estl/sqrt(n),1,0)

+ })

> err=1-mean(res) # частота помилок

> err

[1] 0.0474
△

Тут вибрано λ = 0.5, моделюється 𝐵 = 10000 вибiрок i по ко-
жнiй вибiрцi перевiряється, чи потрапить 0.5 у довiрчий iнтервал
(точнiше, чи є рiзниця λ̂ − λ меншою, нiж половина ширини iн-
тервалу). Якщо для 𝑖-ї модельованої вибiрки ця умова виконана,
на 𝑖-му мiсцi у масивi результатiв res записується 1, iнакше - 0.
Потiм частота потраплянь визначається як середнє res.

Як бачимо, результат експерименту показує помiрне узгодже-
ння з теорiєю — частота 0.0474 при теоретичнiй ймовiрностi 0.05.
При обсязi вибiрки 𝑛 = 1000 цей самий скрипт дасть 0.0505 —
чудова узгодженiсть.

Цiкаво, що у даному прикладi можна побудувати точний до-
вiрчий iнтервал, використовуючи той факт, що випадкова вели-
чина 𝑆 =

∑︀𝑛
𝑗=1 ξ𝑗 має розподiл Γ(𝑛, λ) (див. п. 6.2.4). Отже,

λ𝑆 ∼ Γ(𝑛, 1). Тому

P{𝑄Γ(𝑛,1)(α/2) ≤ λ𝑆 ≤ 𝑄Γ(𝑛,1)(1− α/2)} = 1− α.

Звiдси
P{λ− ≤ λ ≤ λ+} = 1− α,

де
λ− = 𝑄Γ(𝑛,1)(α/2)/𝑆, λ+ = 𝑄Γ(𝑛,1)(1− α/2)/𝑆.
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Перевiрка цього довiрчого iнтервалу на даних, згенерованих як у
попередньому скриптi, дає для 𝑛 = 100 частоту помилок 0.0494.
Тобто при цьому обсязi вибiрки точний довiрчий iнтервал виявля-
ється справдi помiтно точнiшим, нiж розглянутий вище асимпто-
тичний. При 𝑛 = 1000 маємо частоту помилок 0.0501, тобто при
такому обсязi вибiрки вiдмiннiсть вiд асимптотичного iнтервалу
вже несуттєва. J

Звичайно, на практицi, там, де є можливiсть знайти точнi до-
вiрчi iнтервали, краще використовувати саме їх.

Приклад 8.5.2. Розглянемо задачу аналiзу якостi жорстких
комп’ютерних дискiв з прикладiв 8.1.5 — 8.3.5. Для iнтенсивно-
стей утворення дефектiв λ кожного виробника можна за даними
з прикладу 8.1.5 побудувати асимптотичнi довiрчi iнтервали, ви-
користовуючи стандартну схему. Дiйсно, за (8.9) отримуємо, що
коефiцiєнт розсiювання моментної оцiнки, визначеної у прикладi
8.1.5, дорiвнює

𝑣
λ̂
(λ) =

𝑒−λ(1− 𝑒λ)2

𝑒λ − λ− 1
.

Отже, реалiзувати пiдрахунок значень лiвої та правої меж до-
вiрчого iнтервалу можна таким чином:

O
> alpha=0.05 # рiвень значущостi довiрчого iнтервалу

> # Коефiцiєнт розсiювання

> # як функцiя вiд iнтенсивностi l:

> VarTh<-function(l)(

+ exp(-l)*(1-exp(l))^2)*l/(exp(l)-1-l

+ )

> # CIPoisZ рахує межi довiрчого iнтервалу

> # для iнтенсивностi

> # x - значення варiант у вибiрцi

> # w - частота варiант

> # результат: набiр (li, est, ui), де

> # li - лiва межа, ui - права межа iнтервалу,

> # est - точкова оцiнка.
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> CIPoisZ<-function(x,w,alpha=0.05){

+ lambda<-qnorm(1-alpha/2)

+ EstL<-EstP(x,w)

+ dif<-lambda*sqrt(VarTh(EstL)/sum(w))

+ c(EstL-dif,EstL,EstL+dif)

+ }

△
(Функцiя EstP() описана у прикладi 8.1.5). Значення меж довiр-
чих iнтервалiв та точковi оцiнки можна тепер розрахувати таким
чином:

O
> # вводимо данi:

> A<-c(20,13,11,6,2,0)

> B<-c(25,20,15,7,0,1)

> C<-c(33,16,4,1,0,0)

> x<-1:6

> ci<-rbind(CIPoisZ(x,A),CIPoisZ(x,B),CIPoisZ(x,C))

> colnames(ci)<-c("li","est","ui")

> rownames(ci)<-c("A","B","C")

> ci

li est ui

A 1.4044474 1.8215158 2.238584

B 1.3899723 1.7494543 2.108936

C 0.5630007 0.8742175 1.185434

△
Отже, наприклад, для λ дискiв виробника B довiрчий iнтервал має
вигляд [1.3899723, 2.108936].

Для того, щоб вiдобразити всi три iнтервали на одному рисун-
ку, можна скористатись функцiєю plotCI() з бiблiотеки plotrix.
Основнi параметри цiєї функцiї:

x, y—координати точок,що будуть вiдповiдати точковим оцiн-
кам, навколо яких будується довiрчий iнтервал (основна точка);
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uiw (liv) — вiдстанi вiд основних точок до нижньої (верхньої)
границi довiрчого iнтервалу. (Якщо вказано лише uiw, то liv=uiw,
тобто основна точка розташована посерединi iнтервалу);

Альтернативний варiант задання границь:
ui (li) — абсолютнi координати нижнiх (верхнiх) границь iн-

тервалу. (Цi параметри використовуються лише тодi, коли uiw i
liv не заданi);

add — логiчний параметр, що показує, чи треба додавати iн-
тервали на попередньому рисунку (add=T), чи рисувати на тому,
який вже є (add=F).

Застосуємо plotCI() для вiдображення довiрчих iнтервалiв
для iнтенсивностей у нашому прикладi:

O

> library(plotrix)

> plotCI(1:3,y=ci[,2],ui=ci[,3],li=ci[,1],

+ xlab=" ",ylab="intensities",xlim=c(1,3.2),xaxt="n")

> axis(1,at=1:3,labels=c("A","B","C"))

△
(Опцiя xaxt="n" вiдмiняє рисування стандартної горизонтальної
осi, афункцiя axis рисує нестандартну вiсь, на якiй вiдмiченi назви
виробникiв замiсть координат по горизонталi).

Результат роботи скрипта зображено на рис. 8.7 Як ми бачимо,
довiрчий iнтервал для iнтенсивностi, отриманий за даними про ди-
ски виробника С, не перетинається з довiрчими iнтервалами для
iнших виробникiв (тобто на рисунку не можна провести горизон-
тальну лiнiю, яка проходила б через цей iнтервал та який-небудь з
iнтервалiв для A чи В). Отже, немає такого значення λ, яке могло б
бути спiльним для дискiв виробництва фiрми С та дискiв А (або В).
Для фiрм А i В iснує багато кандидатiв на роль спiльного значення
λ—це може бути будь-яке число, що належить перетину вiдповiд-
них iнтервалiв. Тому можна зробити висновок, що iнтенсивностi
для А i В — однаковi i вiдрiзняються вiд iнтенсивностi С.
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Рис. 8.7. Довiрчi iнтервали для iнтенсивностей утворення дефектiв на
жорстких дисках

J
Насправдi запропонована технiка є занадто грубою, хоча її до-

сить часто використовують. Ми повернемось до цього питання у
роздiлi про перевiрку гiпотез (приклад 9.3.3).

8.5.2 Побудова довiрчих елiпсоїдiв

Якщо модель розподiлу має кiлька (𝑑) невiдомих параметрiв,
то можна будувати довiрчi iнтервали для кожного параметра окре-
мо, використовуючи технiку, описану вище. Але можливий i iншiй
пiдхiд — набiр невiдомих параметрiв ϑ = (ϑ1, . . . , ϑ𝑑)

𝑇 ∈ Θ ⊆ R𝑑

можна розглядати як точку у 𝑑-вимiрному просторi i поставити
задачу побудови пiдмножини цього простору, яка покриває ϑ iз
заданою ймовiрнiстю. Точнiше, довiрчою множиною для ϑ iз зада-
ним рiвнем значущостi α називають таку випадкову (побудовану
за спостережуваними даннимиX𝑛) множину Θ̂ = Θ̂(X𝑛), для якої

P{ϑ ∈ Θ̂} = 1− α.
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Вiдповiдно, асимптотичною довiрчою множиною називають мно-
жину Θ̂(X𝑛), для якої

lim
𝑛→∞

P{ϑ ∈ Θ̂(X𝑛)} = 1− α.

Взагалi кажучи, для рiзних задач статистичного аналiзу можуть
бути корисними довiрчi множини рiзного вигляду. Ми обмежимось
розглядом технiки побудови асимптотичних довiрчих елiпсоїдiв на
основi асимптотично нормальних оцiнок.

Отже, нехай для невiдомого (𝑑-вимiрного) параметра ϑ за да-
ними X𝑛 можна побудувати асимптотично нормальну оцiнку ϑ̂𝑛,
яка має матрицю розсiювання V. Припустимо, що ця матриця не-
вироджена i для неї є консистентна оцiнка V̂𝑛.

Для довiльного t ∈ R𝑑 розглянемо випадкову величину

𝑆𝑛(t) = 𝑛(t− ϑ̂𝑛)𝑇 V̂−1
𝑛 (t− ϑ̂𝑛).

Можна довести, що розподiл 𝑆𝑛(ϑ) прямує до розподiлу 𝜒2
𝑑 при

𝑛 → ∞12.
Для рiвня значущостi α покладемо ℎ𝑑α = 𝑄𝜒2

𝑑(1− α),

Θ̂𝑛 = {t ∈ R𝑑 : 𝑆𝑛(t) ≤ ℎ𝑑α}.

Тодi

lim
𝑛→∞

P{ϑ ∈ Θ̂𝑛} = lim
𝑛→∞

P{𝑆𝑛(ϑ) ≤ ℎ𝑑α} = 1− α,

тобто Θ̂𝑛 є асимптотичною довiрчою множиною для ϑ рiвня α.
При достатньо великих 𝑛, рiвняння

𝑆𝑛(t) = ℎ𝑑α (8.21)
12 Дiйсно, з консистентностi V̂𝑛 та асимптотичної нормальностi ϑ̂𝑛 випливає

збiжнiсть за розподiлом ζ𝑛 =
√
𝑛V̂

−1/2
𝑛 (ϑ̂𝑛 − ϑ) → 𝑁(0,E) при 𝑛 → ∞, де

E — одинична 𝑑 × 𝑑-матриця. Оскiльки 𝑆𝑛(ϑ) = ‖ζ𝑛‖2, отримуємо потрiбну
збiжнiсть.
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вiдносно t задає уR𝑑 поверхню другого порядку, яка є елiпсоїдом з
центром у ϑ̂𝑛 (оскiльки матрицяV додатно-визначена, а V̂𝑛 → V).
Θ̂𝑛—тiло, обмежене цiєюповерхнею. Томуцюмножину називають
(асиптотичним) довiрчим елiпсоїдом для ϑ.

Приклад 8.5.3. Розглянемо кратну вибiрку X = (ξ1, . . . , ξ𝑛)
з гауссовим розподiлом: ξ𝑗 ∼ 𝑁(µ,σ2). Нехай обидва параметри
µ та σ є невiдомими. У прикладах 8.1.2 i 8.3.2 показано, що ме-
тод моментiв та метод найбiльшої вiрогiдностi тут дають однаковi
оцiнки:

µ̂𝑛 = ξ̄ =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

ξ𝑗 , σ̂𝑛 =

⎯⎸⎸⎷ 1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

(ξ𝑗 − ξ̄)2,

тобто вибiркове середнє та вибiркове середньоквадратичне вiдхи-
лення.

Як видно з прикладу 8.4.2, вектор оцiнок ϑ̂𝑀𝐿𝐸
𝑛 = (µ̂𝑛, σ̂

2
𝑛)

𝑇 є
асимптотично нормальним як оцiнка для ϑ = (µ,σ2)𝑇 з матрицею
розсiювання, що задається (8.16).

Тепер побудуємо довiрчi iнтервали для µ, σ та довiрчий елi-
псоїд для θ = (µ,σ)𝑇 на основi оцiнок θ̂𝑛 = (µ̂𝑛, σ̂

2
𝑛)

𝑇 . (Звернiть
увагу, що елiпсоїд будується саме для σ, а не σ2). Використову-
ючи (8.16), бачимо, що θ̂𝑛 також є асимптотично нормальною з
матрицею розсiювання

V =

(︂
σ2 0
0 σ2/2

)︂
.

Як оцiнку цiєї матрицi за даними природно використати

V̂𝑛 =

(︂
σ̂2𝑛 0
0 σ̂2𝑛/2

)︂
.

Таким чином, можемо написати асимптотичнi довiрчi iнтервали
окремо для параметрiв

P{µ ∈ [µ−𝑛 (α),µ
+
𝑛 (α)]} → 1− α, при 𝑛 → ∞,
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де

µ±𝑛 (α) = µ̂𝑛 ±
λα/2σ̂𝑛√

𝑛
.

Зазвичай на практицi використовують бiльш точний, неасимпто-
тичний iнтервал для µ, враховуючи те, що

µ̂𝑛 − µ√
𝑛𝑆0(X)

має Т-розподiл Стьюдента з 𝑛 − 1 ступенем вiльностi. Тому, по-
клавши

𝑡𝑛−1
α/2 = 𝑄𝑇𝑛−1(1− α), µ̂±𝑛 (α) = µ̂𝑛 ±

𝑡𝑛−1
α/2 𝑆0(X)

√
𝑛

,

отримуємо
P{µ ∈ [µ̂−𝑛 , µ̂

+
𝑛 ]} = 1− α.

Отже, межi точного довiрчого iнтервалу вiдрiзняються вiд
асимптотичних тим, що у них замiсть нормальних квантилiв ви-
користовуються квантилi 𝑇 -розподiлу, а вибiркова дисперсiя бере-
ться виправлена. При 𝑛 > 100 вiдмiннiсть мiж цими iнтервалами
не є суттєвою, наприклад 𝑡990.025 ≈ 1.98, λ0.025 ≈ 1.96. Якщо довiрчi
iнтервали використовуються для графiчного зображення результа-
тiв статистичного аналiзу, така вiдмiннiсть у третьому знаку майже
не буде помiтною.

Асимптотичний довiрчий iнтервал для σ матиме вигляд

P{σ ∈ [σ−𝑛 ,σ
+
𝑛 ]} → 1− α, при 𝑛 → ∞,

де

σ±𝑛 = σ̂𝑛 ±
λα/2σ̂𝑛√

2𝑛
.

Для σ також можна написати точний довiрчий iнтервал, викори-
стовуючи той факт, шо

ζ =
𝑛σ2𝑛
σ2

∼ 𝜒2
𝑛−1.
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Дiйсно, поклавши ℎ− = 𝑄𝜒2
𝑛−1(α/2), ℎ+ = 𝑄𝜒2

𝑛−1(1 − α/2),
отримуємо

P{ℎ− ≤ ζ ≤ ℎ+} = 1− α.

Пiдставляючи сюди явний вираз для ζ i розв’язуючи отриманi не-
рiвностi вiдносно σ, отримуємо

P{σ ∈ [σ̂−, σ̂+]} = 1− α,

де

σ̂± =

√︂
𝑛σ̂2

ℎ∓
.

Подивимось, як цi (та й iншi) довiрчi iнтервали можна вiдображати,
використовуючи R.

У наступному прикладi ми спочатку створюємо три вибiрки x,
y, z з нормальним розподiлом, а потiм будуємо довiрчi iнтервали
для їхнього математичного сподiвання та стандартного вiдхилен-
ня:

O
> library(plotrix)

> set.seed(3)

> n<-100 # обсяг вибiрки

> alpha<-0.05 # рiвень значущостi

> # квантилi для визначення меж iнтервалiв

> lambda<-qnorm(1-alpha/2)

> tq<-qt(1-alpha/2,n-1)

> hm<-qchisq(alpha/2,n-1)

> hp<-qchisq(1-alpha/2,n-1)

> # генерацiя трьох вибiрок

> x<-rnorm(n,0.72,1)

> y<-rnorm(n,0.72,1)

> z<-rnorm(n,1.1,0.9)

> D<-cbind(x,y,z)

> # оцiнки математичних сподiвань

> EstMu<-apply(D,2,mean)
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> # оцiнки дисперсiй

> EstS<-apply(D,2,sd)

> # межi асимптотичного iнтервалу для

> # математичних сподiвань:

> MuPlusN<-EstMu+EstS*lambda*sqrt(n-1)/n

> MuMinusN<-EstMu-EstS*lambda*sqrt(n-1)/n

> # межi точного iнтервалу для

> # математичних сподiвань:

> MuPlusT<-EstMu+EstS*tq/sqrt(n)

> MuMinusT<-EstMu-EstS*lambda/sqrt(n)

> # рисуємо асимптотичнi iнтервали для

> # математичних сподiвань:

> plotCI(1:3,y=EstMu,ui=MuPlusN,li=MuMinusN,

+ col="red",xlab=" ",ylab="means",slty="dashed",

+ xlim=c(1,3.2),xaxt="n")

> # рисуємо точнi iнтервали для

> # математичних сподiвань:

> plotCI((1:3)+0.2,y=EstMu,ui=MuPlusT,

+ li=MuMinusT,col="blue",add=T)

> # рисуємо горизонтальну вiсь координат з

> # назвами вибiрок, за якими побудованi iнтервали

> axis(1,at=(1:3)+0.1,labels=c("X","Y","Z"))

> # аналогiчно будуємо iнтервали

> # для стандартних вiдхилень:

> SPlusN<-EstS+EstS*lambda*sqrt(n-1/2)/n

> SMinusN<-EstS-EstS*lambda*sqrt(n-1/2)/n

> SPlusC<-sqrt((n-1)/hm)*EstS

> SMinusC<-sqrt((n-1)/hp)*EstS

> plotCI(1:3,y=EstS,ui=SPlusN,

+ li=SMinusN,col="red",slty="dashed",

+ xlab=" ",ylab="standard deviations",

+ xlim=c(1,3.2),xaxt="n")

> plotCI((1:3)+0.2,y=EstS,ui=SPlusC,

+ li=SMinusC,col="blue",add=T)
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> axis(1,at=(1:3)+0.1,labels=c("X","Y","Z"))

△
Отриманi довiрчi iнтервали можна побачити на рис. 8.8 (зверху

— для математичних сподiвань, знизу — для стандартних вiдхи-
лень). Червоним кольором (штриховою лiнєю) вiдображенi асим-
птотичнi довiрчi iнтервали, синiм (суцiльною лiнiєю) — точнi.
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Рис. 8.8. Довiрчi iнтервали для середнiх та стандартних вiдхилень
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Як бачимо, при обсязi вибiрки 𝑛 = 100 рiзниця мiж точним
i асимптотичним довiрчими iнтервалами для математичних сподi-
вань майже не помiтна. Для стандартних вiдхилень точнi iнтервали
трохи вужчi, нiж асимптотичнi.

На рис. 8.8 зверху бачимо, що довiрчi iнтервали для мате-
матичних сподiвань (як асимптотичнi, так i точнi) вибiрок 𝑋 та
𝑌 перекриваються: є спiльне значення, яке належить обом iнтер-
валам. (На рисунку iнтервали рознесенi по горизонталi, тому це
означає, що є горизонтальна лiнiя, яка перетинає обидва iнтер-
вали). Iнтервал для математичного сподiвання 𝑍 лежить значно
вище i не має спiльних точок з двома попереднiми. Це можна тра-
ктувати, як пiдтвердження припущення про те, що математичнi
сподiвання розподiлiв вибiрок 𝑋 i 𝑌 — однаковi та вiдрiзняються
вiд математичного сподiвання 𝑍. (Саме так i були згенерованi цi
вибiрки).

На рис. 8.8 знизу всi довiрчi iнтервали для стандартних вiдхи-
лень мають непорожнiй перетин — точка σ = 0.98 належить усiм
iнтервалам. Отже, можна припустити, що стандартнi вiдхилення
для всiх трьох розподiлiв однаковi. Це припущення хибне, у 𝑋 та
𝑌 σ = 1, у 𝑍 — σ = 0.9. Можна сказати, що ця вiдмiннiсть ви-
явилась занадто малою, щоб бути помiченою за допомогою наших
довiрчих iнтервалiв.

Така технiка використання довiрчих iнтервалiв для порiвняння
параметрiв рiзних вибiрок i перевiрки припущень про них є дуже
поширеним. С точки зору строгої теорiї, у нiй є певний недолiк,
яка обговорюється i виправляється п. 9.3.3. Але як спосiб грубої
попередньої оцiнки ця технiка допустима. Якщо треба одночасно
проаналiзувати вiдмiнностi обох параметрiв — µ та σ для рiзних
вибiрок, природно побудувати для них довiрчi елiпси (елiпсоїди у
двовимiрному просторi). У даному випадку рiвняння (8.21) вiдно-
сно t = (µ,σ) набуває вигляду

𝑛

ℎ2ασ̂
2
𝑛

(µ− µ̂𝑛)2 +
2𝑛

ℎ2ασ̂
2
𝑛

(σ− σ̂𝑛)2 = 1,
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де ℎ2α = 𝑄𝜒2
2(1 − α). Це рiвняння елiпса з осями, паралельними

осям координат, причому горизонтальна пiввiсь (вiдповiдає пара-
метру µ):

𝑎 = σ̂𝑛

√︂
ℎ2α
𝑛
,

а вертикальна (за параметром σ) —

𝑏 = σ̂𝑛

√︂
ℎ2α
2𝑛

.

Центр елiпса розмiщений у точцi (µ̂𝑛, σ̂𝑛).
Для вiдображення цього елiпса скористаємось функцiєю

draw.ellipse() з бiблiотеки plotrix. Основнi параметри цiєї
функцiї:

x,y— координати центра елiпса;
a,b— довжини пiвосей;
angle— кут повороту елiпса вiдносно системи координат.
У цiй функцiї можна також використовувати звичайнi опцiї

функцiй для вiдображення геометричних об’єктiв, як, наприклад,
col (колiр), density (щiльнiсть штриховки). Цi опцiї функцiя
draw.ellipse() передає без змiн функцiї polygon()13, яка ви-
користовується при зображення елiпса.

У поданому нижче скриптi зображення одного довiрчого елiпса
оформлено у виглядi окремої функцiї ConfEllipse()14. Викори-
стовуються вибiрки x, y, z, згенерованi у попередньому скриптi.

O
> ConfEllipse<-function(x,alpha=0.05,label=NULL,...)

+ {

+ n<-length(x)

13Зображення багатокутника за координатами його вершин.
14Ця функцiя призначена для побудови довiрчого елiпса для параметрiв нор-

мального розподiлу. Бiльш загальна функцiя PlotEllipse() для зображення
довiрчих елiпсiв за оцiнками та їхнiми (оцiненими) коварiацiйними матрицями
описана у пiдрозд. 8.6.
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+ EstMuMom<-mean(x)

+ EstSMom<-sd(x)

+ q<-qchisq(1-alpha,2)

+ a<-EstSMom*sqrt(q/n)

+ b<-EstSMom*sqrt(q/(2*n))

+ draw.ellipse(EstMuMom,EstSMom,a,b,0,...)

+ text(x=EstMuMom,y=EstSMom,labels=label,cex=2)

+ }

> plot(c(0.5,1.5),c(0.5,1.5),

+ type="n",xlab="mean",ylab="sd")

> ConfEllipse(x,label="X",col="red",density=15)

> ConfEllipse(y,label="Y",col="green",density=20)

> ConfEllipse(z,label="Z",col="blue",density=10)

△
Отриманi елiпси можна побачити на рис. 8.9. Оскiльки довiрчi

елiпси для вибiрок x та y перетинаються, то можна зробити висно-
вок, що параметри нормального розподiлу цих вибiрок однаковi.
Елiпс для z не перетинається з iншими, отже, розподiл цiєї вибiрки
вiдрiзняється вiд розподiлу двох iнших. J
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Рис. 8.9. Довiрчi елiпсоїди для середнiх та стандартних вiдхилень
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8.6 Оцiнювання для стандартних розподiлiв

Приклади з пiдрозд. 8.1—8.5 показують, якможна отримувати
оцiнки невiдомих параметрiв у випадку досить складних моделей
розподiлу даних. Якщо пiдганяється порiвняно проста стандартна
модель (напр., експоненцiйного або пуассонового розподiлу), то
писати власну програму оцiнювання не має сенсу. Можна скори-
статись стандартними засобами системи R.

Для пiдгонки стандартних моделей можна скористатись функ-
цiєю fitdistr() з бiблiотеки MASS. Ця функцiя має такi параме-
три:

x— вектор з даними (вибiрка);
densfun — тут можна вказати вид розподiлу, який пiдга-

няється: beta, cauchy, chi-squared, exponential, f, gamma,
geometric, log-normal (синонiм: lognormal), logistic, normal,
negative binomial, Poisson, t або weibull. У цьому параме-
трi можна також явно задати щiльнiсть теоретичного розподiлу як
функцiю вiд спостереження та невiдомих параметрiв;

start — початковi значення для пошуку оцiнки найбiльшої
вiрогiдностi чисельними методами.

Якщо оцiнку методу найбiльшої вiрогiдностi для даної моделi
розподiлу можна обчислити в явному виглядi (як для експоненцiй-
ного або пуассонового розподiлу), то fitdistr() використовує
явнi формули. Якщо це неможливо, проводиться чисельна макси-
мiзацiя функцiї вiрогiдностi за допомогою функцiї optim(). Для
деяких розподiлiв (гамма, логiстичного та iн.) початковi значення
для пошуку точки максимуму можна задати з евристичних мiрку-
вань i fitdistr() це робить, якщо параметр start не вказаний.
Для iнших розподiлiв вказувати start необхiдно. Початковi зна-
чення слiд задавати у виглядi iменованого списку.

Результатом роботи функцiї є об’єкт з атрибутами:
estimate— вектор оцiнок невiдомих параметрiв;
sd—оцiнки для середньовквадратичних вiдхилень цих оцiнок;
vcov— оцiнка для коварiацiйної матрицi вектора оцiнок;
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loglik—логарифм вiдношення вiрогiдностi у точцi максиму-
му.

sd та vcov розраховуються на основi оцiнок для матрицi розсi-
ювання (див. пiдрозд. 8.4). Їх можна використовувати для побудови
асимптотичних довiрчих iнтервалiв та елiпосїдiв. Значення loglik
може бути корисним для перевiрки гiпотез про невiдомi параметри
(див. пiдрозд. 9.3, приклад 9.3.2).

Функцiї fitdistr() можна задавати i iншi параметри. Вони
будуть передаватись функцiї optim(), яка шукає максимум фун-
кцiї вiрогiдностi, а через неї можуть потрапити й у саму функцiю
вiроiгдностi. Наприклад, якщо серед параметрiв розподiлу є вiдо-
мi, їхнi значення можна передати у виглядi додаткових опцiй у
fitdistr(). Тодi ця функцiя шукатиме оцiнки лише для невiдо-
мих параметрiв.

Приклад 8.6.1. Продемонструємо роботу функцiї fitdistr()
при обчисленнi оцiнок для параметрiв гамма-розподiлу. У скриптi
спочатку генерується вибiрка x обсягу 500 з параметрами shape=5,
rate=0.1. Потiм за цiєю вибiркою проводиться оцiнювання:

O
> library(MASS)

> n<-500

> s<-5

> r<-0.1

> set.seed(123)

> x <- rgamma(n, shape = s, rate = r)

> fitted<-fitdistr(x, "gamma")

> fitted

shape rate

5.158923002 0.106554667

(0.316202041) (0.006859197)
△

Отримано досить точну оцiнку shape≈ 5.1589 i rate≈ 0.1065. В
останньому рядку в дужках вказанi вiдповiднi оцiнки середньоква-
дратичних вiдхилень. Їх можна використати для побудови довiрчих
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iнтервалiв з урахуванням асимптотичної нормальностi оцiнок па-
раметрiв. А саме, якщо ϑ̂— оцiнка для параметра ϑ, а σ̂— оцiнка
для дисперсiї ϑ̂, то межi довiрчого iнтервалу з рiвнем значущостi
α можна визначити як

ϑ− = ϑ̂− λα/2σ̂, ϑ+ = ϑ̂+ λα/2σ̂.

Таким чином, продовжуючи цей скрипт, лiву i праву межi 95%-
довiрчого iнтервалу для shape можна знайти як:

O
> alpha<-0.05 # рiвень значущостi

> lambda<-qnorm(1-alpha/2)

> Est<-fitted$estimate["shape"] # значення оцiнки

> # оцiнка серередньоквадратичного вiдхилення:

> sdEst<-fitted$sd["shape"]

> # межi довiрчого iнтервалу:

> Est-lambda*sdEst # лiва:

shape

4.539178

> Est+lambda*sdEst # права:

shape

5.778668

△
Як бачимо, у цьому прикладi справжнє значення параметра

потрапляє до побудованого довiрчого iнтервалу.
Припустимо тепер, що справжнє значення параметра iнтен-

сивностi гамма-розподiлу rate=0.1 вiдоме, а треба лише оцiнити
shape. У цьому випадку доведеться задати початкове значення для
пошуку оцiнки у параметрi start функцiї fitdistr(). Значення
параметра rate=r передається у функцiю, яка обчислює щiльнiсть
гамма-розподiлу. Оцiнку можна обчислити за допомогою такого
скрипта:
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O
> options(warn = -1)

> fitdistr(x,"gamma",start=list(shape=1),rate=r)

shape

4.87187500

(0.09370892)

△
(Якщо цей скрипт запустити без команди options(warn=-1), вiн
видасть попередження про те, що метод оптимiзацiї, використаний
для знаходження точки максимуму у fitdistr(), не є надiйним.
Проте ми отримуємо адекватну оцiнку, отже, шукати кращого ме-
тоду не будемо).

Як бачимо, отримана оцiнка з середньоквадратичним вiдхи-
ленням значно меншим, нiж у випадку, коли параметр rate був
невiдомим. Тобто знання цього параметра дозволяє оцiнити shape
точнiше.

Наведемо скрипт, який будує довiрчий елiпсоїд для обох пара-
метрiв одразу (вiн використовує результати роботи першого скри-
пта з цього прикладу):

O
> # confidence ellipse plot

> PlotEllipse<-function(parest,S,

+ alpha=0.05,numpoint=50){

+ Sinv<-ginv(S)

+ # draw the confidence region

+ # get points for a circle with radius r

+ r=sqrt(qchisq(1-alpha,2)*2)

+ theta=seq(0,2*pi,length.out=numpoint)

+ z=cbind(r*cos(theta),r*sin(theta))

+ # transform points of circle into points of ellipse

+ # using svd of inverse covariance matrix

+ Sinv_svd=svd(Sinv) # inverse of covariance matrix

+ # transform from circle to ellispse:
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+ xt=t(Sinv_svd$v)%*%diag(1/sqrt(Sinv_svd$d))%*%t(z)

+ x=t(xt)

+ # translate the ellipse so that center is

+ # the estimated parameter value:

+ x=x+matrix(rep(as.numeric(parest),numpoint),

+ nrow=numpoint,byrow=T)

+ plot(x[,1],x[,2],type="l",xlab="shape",

+ ylab="rate",lwd=1)

+ points(parest[1],parest[2],pch=20,col="blue",cex=2)

+ }

> PlotEllipse(fitted$estimate,fitted$vcov)

△
Отриманий елiпс зображено на рис. 8.10.
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Рис. 8.10. Довiрчий елiпсоїд для параметрiв гамма-розподiлу

Ускриптi вводитьсяфункцiя PlotEllipse, призначена для ри-
сування довiрчого елiпса для двох невiдомих параметрiв на основi
рiвняння (8.21). Її параметри:

parest— двовимiрний вектор оцiнок пари невiдомих параме-
трiв;



8.6. Оцiнювання для стандартних розподiлiв 365

S— оцiнка для коварiацiйної матрицi parest;
alpha— рiвень значущостi довiрчого елiпса;
numpoint—кiлькiсть точок для рисування елiпса по точках15.

J
Приклад 8.6.2. (Вальницi i розподiл Вейбула) При аналiзi на-

дiйностi для опису розподiлу тривалостi роботи пристроїв часто
використовують розподiл Вейбула. Зокрема, ще з 40-х рокiв ХХ
ст. цей розподiл застосовують для аналiзу надiйностi кулькових
вальниць (пiдшипникiв). Розглянемо приклад даних з випробувань
вальниць (приклад 3.3.1 з [37], c. 98). Цi данi мiстять результати
21 випробування вальниць, для кожної вальницi вказано кiлькiсть
мiльйонiв обертiв, пiсля яких вона зламалась. Данi мiстяться у на-
борi bearings з бiблiотеки reliaR. Оцiнимо параметри shape i
scale розподiлу Вейбула для пiдгонки моделi цих даних i подиви-
мось, наскiльки модель вiдповiдає даним.

O
> library(reliaR)

> library(MASS)

> data("bearings") # пiдключаємо данi про вальницi

> # знаходимо оцiнки параметрiв розподiлу Вейбула:

> fitted<-fitdistr(bearings, "weibull")

> fitted$estimate

shape scale

2.10221 81.85425

> # рисуємо гiстограму даних

> hist(bearings,breaks=5,probability=TRUE,

+ xlab=" ",ylab=" ",main=" ")

> # на гiстограмi щiльнiсть розподiлу Вейбула

> # з оцiненими параметрами

15 Алгоритм, реалiзований у цiй функцiї, взято з www.r-bloggers.com/

learning-r-parameter-fitting-for-models-involving-differential

-equations/
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> curve(dweibull(x,shape=fitted$estimate["shape"],

+ scale=fitted$estimate["scale"]),col="blue",add=TRUE)

> # рисуємо Q-Q дiаграму:

> plot(qweibull(ppoints(bearings),

+ shape=fitted$estimate["shape"],

+ scale=fitted$estimate["scale"]),sort(bearings),

+ xlab="",ylab="")

> abline(a=0,b=1,col="red")

△
Таким чином, пiдгонка за методом найбiльшої вiрогiдностi дає

оцiнку shape≈ 2 i scale≈ 82. Гiстограма (рис. 8.11) та QQ-
дiаграма (рис. 8.12) не виявляють суттєвих вiдхилень розподiлу
даних вiд теоретичної вейбулової моделi. (Зауважимо, що при та-
кому малому обсязi даних, гiстограми зазвичай бувають мало iн-
формативними).
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Рис. 8.11. Пiдгонка розподiлу часу роботи вальниць. Гiстограма
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Рис. 8.12. Пiдгонка розподiлу часу роботи вальниць. Q-Q-дiаграма
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Роздiл 9

Перевiрка гiпотез

9.1 Загальнi вiдомостi

Поруч iз задачами оцiнювання параметрiв у статистицi велику
роль вiдiграють задачi перевiрки гiпотез. Тут ми не намагаємось
оцiнити невiдомий параметр якомога точнiше. Задача полягає в
перевiрцi того, наскiльки нашi данi пiдтверджують або суперечать
певним припущенням про дослiджуване явище.

Статистичнi гiпотези — це припущення про розподiл спо-
стережуваних статистичних даних. На практицi вони пов’язанi з
деякими змiстовними гiпотезамипроприродудослiджуваного яви-
ща, об’єкта, процесу. Правильний пiдхiд до аналiзу даних полягає
в тому, щоб почати з висунення змiстовної гiпотези. Далi слiд
сформулювати ймовiрнiсну модель та статистичну гiпотезу, яка
вiдповiдає змiстовнiй. Пiсля цього — вибрати правильний алго-
ритм перевiрки обраної статистичної гiпотези (статистичний тест),
застосувати його та iнтерпретувати отриманi результати.

Досить поширена протилежна практика: до статистичних да-
них намагаються застосувати рiзноманiтнi тести, сподiваючись, що
їх результати наштовхнуть дослiдника на змiстовнi гiпотези. На
мою думку, такий пiдхiд є невдалим. Якщо у статистика немає
розумної ймовiрнiсної моделi даних, доцiльно скористатись де-
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скриптивними методами i спробувати вiдшукати її. Тiльки пiсля
цього є сенс висувати статистичнi гiпотези та застосовувати тести
для їх преревiрки.

У цьому пiдроздiлi розглядається формальна постановка за-
дачi перевiрки статистичних гiпотез у загальному виглядi. Як цi
гiпотези можуть бути пов’язанi iз змiстовними гiпотезами у рiзних
прикладних областях, буде видно з прикладiв, що розглядаються
далi.

Нехай весь набiр статистичних данихX є випадковим елемен-
том простору даних 𝒳 . Розподiл даних, тобто набiр ймовiрностей
PX
ϑ (𝐴) = P{X ∈ 𝐴} вiдомий з точнiстю до невiдомого параметра

ϑ ∈ Θ, де Θ — деяка множина (простiр) можливих значень пара-
метра. Наприклад,X може бути кратною вибiркою обсягу 𝑛, а ϑ—
числовим параметром. Тодi 𝒳 = R𝑛, ϑ ∈ Θ ⊆ R. Будемо вважати,
що ϑ однозначно задає розподiл даних X. Тодi гiпотези про цей
розподiл є гiпотезами про можливi значення ϑ. Ми обмежимось
розглядом двоальтернативних гiпотез. Будемо вважати, що про-
стiр параметрiвΘ розбитий на двi множини, що не перетинаються:
Θ = Θ0 ∪ Θ1, Θ0 ∩ Θ1 = ∅. Гiпотезою 𝐻𝑖 назвемо припущення
про те, що ϑ ∈ Θ𝑖, 𝑖 = 0, 1.

При класичному пiдходi до задачi перевiрки гiпотез, гiпотези
𝐻0 i 𝐻1 не є рiвноправними. Гiпотеза 𝐻0 вважається основною,
тобто її вiдхиляють лише тодi, коли данi переконливо показують,
що вона є хибною. Гiпотеза𝐻1 вважається альтернативною, її при-
ймають лише тодi, коли данi переконливо свiдчать на її користь.

Для перевiрки статистичних гiпотез за даними використовують
алгоритми, якi називають статистичними тестами1. З формальної
точки зору тест можна розглядати як функцiю, що будь-якому
можливому значенню з простору даних зiставляє номер гiпотези,
яку тест приймає при цьому значеннi X. Таким чином, тест — це
вимiрна функцiя π : 𝒳 → {0, 1}. Якщо π(X) = 0, тест приймає

1У англомовнiй лiтературi прийнята назва test, у росiйськомовнiй — крите-
рий. В українськiй лiтературi вживають як назву тест, так i назву критерiй. Iнколи
“критерiєм” називають те, що ми далi називаємо статистикою тесту.
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основну гiпотезу, якщо π(X) = 1— альтернативу.
На практицi тести часто мають вигляд

π(X) = 1{𝑆(𝑋) > 𝐶}, або π(X) = 1{𝑆(𝑋) < 𝐶},

де 𝑆(X) — статистика, тобто вимiрна функцiя вiд даних, а 𝐶 —
деяке фiксоване число. У такому випадку 𝑆(𝑋) називають стати-
стикою тесту, а 𝐶 — порогом.

Характеризацiя якостi тестiв. Якiсть тесту характеризується
ймовiрнiстю того, що тест прийме неправильну гiпотезу (помили-
ться). При використаннi тесту можливi помилки двох типiв:

1.Помилка першого типу: правильна основна гiпотеза, а тест
її вiдхиляє, тобто ϑ ∈ Θ0, але π(X) = 1. Ймовiрнiсть такої помил-
ки

απ(ϑ) = α(ϑ) = Pϑ{π(X) = 1} = Eϑ π(X), ϑ ∈ Θ0.

2. Помилка другого типу: основна гiпотеза хибна, а тест її
приймає, тобто ϑ ∈ Θ1, але π(X) = 0. Ймовiрнiсть такої помилки

βπ(ϑ) = β(ϑ) = Pϑ{π(X) = 0} = 1− Eϑ π(X), ϑ ∈ Θ1.

Ймовiрнiсть того, що тест правильно прийме альтернативу, коли
вона є правильною, називають потужнiстю (power) тесту i позна-
чають

ϕπ(ϑ) = 1− βπ(ϑ) = Eϑ π(X), ϑ ∈ Θ1.

Найбiльше можливе значення ймовiрностi помилки першого типу
для тесту π називають рiвнем значущостi тесту (test signficance
level):

απ = sup
ϑ∈Θ0

απ(ϑ).

Серед усiх можливих тестiв бажано вибрати такий, який мати-
ме найменшу ймовiрнiсть помилки. Проте зазвичай при зменшеннi
απ збiльшується βπ, i навпаки. Тому у статистицi прийнятий на-
ступний пiдхiд до вибору тестiв.
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Фiксують деяке мале додатне число α = α0, яке називають
стандартним рiвнем значущостi i розглядають лише тести π, для
яких

απ ≤ α0 (9.1)

(тобто ймовiрнiсть помилково вiдхилити основну гiпотезу не пе-
ревищує стандартного рiвня значущостi). Серед таких тестiв ви-
бирають тест з найбiльшою потужнiстю ϕπ(ϑ).

Якщо вдається знайти такий тест π* що απ* ≤ α0 i для всiх
iнших тестiв π, якi задовольняють умову (9.1) виконано

ϕπ*(ϑ) ≥ ϕπ(ϑ) для всiх ϑ ∈ Θ1,

то тест π* називають рiвномiрно найбiльш потужним тестом
(р.н.п.) рiвня α для перевiрки гiпотези𝐻0 проти альтернативи𝐻1.

Р.н.п. тести iснують не для всiх гiпотез. Часто їх шукають не в
класi всiх можливих тестiв, а лише в якомусь класi “правильних”
тестiв. Якщо р.н.п. тест у данiй задачi перевiрки гiпотез знайти
не вдається, використовують тести, потужнiсть яких є достатньою
для практичних потреб.

Вибiр основної гiпотези та рiвня значущостi. Оскiльки 𝐻0

i 𝐻1 не є рiвноправними, то важливо правильно визначитись, яке
з двох альтернативних припущень вважати основним при перевiр-
цi гiпотез. Нехай, наприклад, дослiдник проводить експеримент з
метою виявити певний ефект. Скажiмо, ефектом може бути вплив
лiкiв на протiкання хвороби. В результатi експерименту отриманi
данi X. Якщо правильним є припущення про вiдсутнiсть ефекту,
X має розподiл 𝑅, якщо ефект є — розподiл 𝑆. Як основну мо-
жна взяти гiпотезу 𝐹X = 𝑅 або гiпотезу2 𝐹X = 𝑆. Який вибiр
кращий?

Якщо дослiдник хоче своїми даними переконати колег у тому,
що ефект виявлений, вiн повинен за основну взяти гiпотезу про
те, що ефекту немає — 𝐻0 : 𝐹X = 𝑅. Тодi, якщо вiдповiдний

2У цьому випадку невiдомим параметром можна вважати сам розподiл, який
набуває значень з двоелементної множини Θ = {𝑅,𝑆}.
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статистичний тест прийме 𝐻1 : 𝐹X = 𝑆, це буде пiдтвердженням
наявностi ефекту на основi даних експерименту, а не внаслiдок то-
го, що гiпотеза 𝐹X = 𝑆 апрiорi була вибрана основною. I навпаки,
якщо дослiди проводять, наприклад, для перевiрки вiдсутностi не-
гативних побiчних ефектiв лiкiв, основною повинна бути гiпотеза
про те, що такi ефекти є.

Наступним важливим кроком в органiзацiї перевiрки гiпотез є
вибiр стандартного рiвня значущостi α. Цей рiвень також визна-
чається не з математичних, а з прикладних мiркувань. Наприклад,
нехай у випадку первiрки лiкувального ефекту дослiджуваної ре-
човини основна гiпотеза—вiдсутнiсть ефекту. Виберемоα = 0.05.
Тодi перевiряючи рiзнi лiки, що насправдi не дають ефекту, будемо
хибно його виявляти в середньому один раз на двадцять випадкiв.
I, вiдповiдно, рекомендувати цi лiки для подальшого використан-
ня. Якщо це нас не влаштовує, можна зменшити α, встановивши
його, наприклад, 0.01. Але тодi ми ризикуємо частiше не помiчати
тих ефектiв, якi лiки справдi дають.

З цих мiркувань у рiзних предметних областях встановлюю-
ться рiзнi стандартнi рiвнi значущостi. Найменший з рекомендова-
них рiвнiв 0.05 прийнятий у соцiологiї, економiцi, медицинi. Бiльш
строгi рiвнi 0.01 або 0.001 прийнятi в експериментальнiй фiзицi та
iнженерних науках.

Досягнутий рiвень значущостi тесту3. (attained significance,
p-value) Оскiльки вибiр рiвня значущостi може змiнюватись зале-
жно вiд обставин, статистичнi тести прийнято одразу розробляти
так, щоб вони могли працювати з будь-яким обраним стандартним
рiвнем значущостi. При цьому i результат роботи тесту на конкре-
тних даних часто зручно подавати так, щоб по ньому можна було

3Як стандартний рiвень значущостi 0.05, так i використання досягнутих рiв-
нiв значущостi для перевiрки статистичних гiпотез є предметом дискусiй, що
не вщухають вже майже столiття. З сучасним критичним поглядом на це можна
ознайомитись у [42]. Американська статистична асоцiацiя нещодавно опублi-
кувала спецiальну заяву з цього приводу [53]. Застереження щодо можливих
неправильних трактувань досягнутого рiвня значущостi див. [30].
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одразу сказати, при якому рiвнi значущостi приймається основна
гiпотеза, а при якому — альтернатива. Для такого запису викори-
стовується спецiальна статистика 𝑝(X).

Справа в тому, що один i той самий тест зазвичай можна запи-
сати у багатьох еквiвалентних формах. Нехай, наприклад, тест має
вигляд

π(X) = 1{𝑆(X) > 𝐶α}, (9.2)

де порiг𝐶α i статистика тесту 𝑆(X) пiдiбранi так, що рiвень значу-
щостi тесту απ = α. Вiзьмемо довiльну строго зростаючу функцiю
ℎ. Тодi (9.2) еквiвалентно

π(X) = 1{ℎ(𝑆(X)) > ℎ(𝐶α)}.

Таким чином, пара (статистика,порiг) (ℎ(𝑆(X)), ℎ(𝐶α)) є еквiва-
лентною парi (𝑆(X), 𝐶α). Вони породжують один i той самий тест.

Серед всiх еквiвалентних статистик тесту є одна — 𝑝(X), при
використаннi якої тест набуває вигляду

π(X) = 1{𝑝(X) < α}.

Ця статистика 𝑝(X) i називається досягнутим рiвнем значущостi
тесту.

Таким чином, якщо на конкретних даних тест дає значення
досягнутого рiвня значущостi 𝑝, то основна гiпотеза приймається
при 𝑝 ≥ α i вiдхиляється при 𝑝 < α.

Розглянемо важливий частковий випадок, коли статистика
𝑆(X) тесту π(X), заданого (9.2), пiдiбрана так, щоб її розподiл був
тим самим при всiх значеннях параметра, що вiдповiдають основ-
нiй гiпотезi4. Позначимо функцiю розподiлу для цього розподiлу
𝐺(𝑠):

𝐺(𝑠) = Pϑ{𝑆(X) < 𝑠} для всiх ϑ ∈ Θ0.

4Такi тести називають незалежними вiд розподiлу. Зрозумiло, що на альтер-
нативi розподiл статистики має вiдрiзнятись вiд розподiлу на основнiй гiпотезi,
iнакше вiд такого тесту користi не буде.



374 Роздiл 9. Перевiрка гiпотез

Обмежимось випадком, коли 𝐺 — неперервна строго зростаюча
функцiя. Тодi тiльки порiг 𝐶α = 𝑄𝐺(1 − α) забезпечує рiвень
значущостi α для тесту π.

Таким чином, тест з рiвнем значущостi α має вигляд

π(X) = 1{𝑆(X) > 𝐺−1(1− α)} = 1{1−𝐺(𝑆(X)) < α}.

Отже, досягнутий рiвень значущостi цього тесту можна обчислити
за формулою

𝑝(X) = 1−𝐺(𝑆(X)). (9.3)

9.2 Тест вiдношення вiрогiдностi
для перевiрки простих гiпотез

Статистична гiпотеза називається простою, якщо вона одно-
значно визначає розподiл даних. Розглянемо випадок, коли i основ-
на гiпотеза, i альтернатива є простими. У цьому випадку параме-
тричну модель розподiлу даних можна не описувати, а задавати
гiпотези безпосередньо, вказуючи вiдповiдний розподiл.

Як i ранiше, позначимо набiр статистичних даних через X.
Нехай гiпотезi𝐻𝑖 (𝑖 = 0, 1) вiдповiдає розподiл даних 𝐹X

𝑖 . Припу-
стимо,що для деякої мiриµ на просторi даних𝒳 iснуютьщiльностi
розподiлiв 𝐹X

𝑖 вiдносно µ, якi ми позначимо 𝑓X
𝑖 :

𝐹X
𝑖 (𝐴) =

w

𝐴
𝑓X
𝑖 (𝑥)µ(𝑑𝑥).

Вiдношенням вiрогiдностi (likelihood ratio) для перевiрки простої
гiпотези𝐻0 проти простої альтернативи𝐻1 називають статистику

LR(X) =
𝑓X
1 (X)

𝑓X
0 (X)

.

Тестом вiдношення вiрогiдностi з порогом 𝐶 називають тест

π(X) = π𝐶(X) =

{︃
1 якщо LR(X) > 𝐶,

0 якщо LR(X) ≤ 𝐶.
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У випадку простих основної та альтернативної гiпотез ймовiрностi
помилок першого i другого типiв для будь-якого тесту π виражаю-
ться кожна одним числом (а не функцiєю вiд невiдомого параметра
ϑ, як у загальному випадку) i позначаються вiдповiдно απ та βπ.

Теорема 9.2.1. Якщо при виконаннi 𝐻0 випадкова величина
LR(X) має неперервну функцiю розподiлу 𝐺, то тест вiдноше-
ння вiрогiдностi π*α(X) = π𝐶(X) з 𝐶 = 𝐶α = 𝑄𝐺(1 − α) буде
найбiльш потужним5 тестом для перевiрки 𝐻0 проти 𝐻1 з рiв-
нем значущостi α.

Досягнутий рiвень значущостi цього тесту

𝑝(X) = 1−𝐺(LR(X)).

(Доведення див. теорему 1 п. 42 у [3] або п. 3.17 у [9]).
Зрозумiло, що такий найбiльш потужний тест можна будувати,

використовуючи не безпосередньо статистику вiдношення вiрогi-
дностi LR(X), а будь-якумонотоннуфункцiю вiд неї,—ℎ(LR(X)).
Для визначення порогу 𝑐α у такому тестi π(ℎ(LR(X))) можна ско-
ристатись умовою

α = απ = E0 π(ℎ(LR(X))).

(математичне сподiвання береться в припущеннi, що правильною
є 𝐻0).

У випадку, коли X = (ξ1, . . . , ξ𝑛) є кратною вибiркою, щiль-
нiсть всього набору даних 𝑓X

𝑖 записується як добуток щiльностей
окремих спостережень ξ𝑖. Тому

LR(X) =

𝑛∏︁
𝑗=1

𝑓1(ξ𝑗)

𝑓0(ξ𝑗)
,

де 𝑓𝑖 —щiльнiсть розподiлу ξ𝑗 при виконаннi гiпотези 𝐻𝑖.
5У термiнологiї попереднього пiдроздiлу — рiвномiрно найбiльш потужним,

але зараз потужнiсть це не функцiя, а одне число, тому казати “рiвномiрно” немає
сенсу.
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Напрактицi працювати з сумамибуває зручнiше, нiж з добутка-
ми, тому для кратних вибiрок використовують також логарифмiчне
вiдношення вiрогiдностi

lr(X) = logLR(X) =
𝑛∑︁

𝑗=1

log

(︂
𝑓1(ξ𝑗)

𝑓0(ξ𝑗)

)︂
.

У багатьох випадках практичного застосування статистичних
тестiв описати аналiтично розподiл вiдношення вiрогiдностi даних
при виконаннi основної гiпотези (або альтернативи) не вдається.
Але пiдiбрати правильний порiг тесту та визначити ймовiрнiсть
помилки другого типу можна, використовуючи iмiтацiйне моделю-
вання.

Для визначення порога тесту згенеруємо спочатку велику
кiлькiсть 𝐵 незалежних мiж собою вибiрок обсягу 𝑛 з розпо-
дiлом, що вiдповiдає основнiй гiпотезi. Позначимо цi вибiрки
X(1;0),. . . ,X(𝐵;0). Обчислимо значення статистики lr на кожнiй з
цих вибiрок: lr0𝑗 = lr(X(𝑗;0)). Набiр L(0) = (lr01, . . . , lr0𝐵) є кра-
тною вибiркою з розподiлом, який вiдповiдає розподiлу 𝐺 ста-
тистики lr(X) при виконаннi основної гiпотези. Тому вибiрковий
квантиль 𝑐α = 𝑄L0

(1 − α) є хорошою оцiнкою для порога тесту
𝑐α = 𝑄𝐺(1 − α), що вiдповiдає рiвню значущостi α. Порiг 𝑐α мо-
жна використовувати при реалiзацiї тесту для перевiрки гiпотез на
конкретних даних X. При цьому тест π працює таким чином:

Прийняти гiпотезу 𝐻0, якщо lr(X) ≤ 𝑐α i вiдхилилити, якщо
lr(X) > 𝑐α.

Досягнутий рiвень значущостi тесту можна оцiнити як

𝑝(X) = 1− 𝐹L0

𝐵 (lr(X)) =
1

𝐵

𝐵∑︁
𝑗=1

1{lr0𝑗 > lr(X)}.

Для того, щоб оцiнити ймовiрнiсть помилки другого типу цьо-
го тесту, треба згенерувати вибiрки з розподiлом, що вiдповiдає
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альтернативi: X(1;1),. . . ,X(𝐵;1) i обчислити статистику lr на них:
lr1𝑗 = lr(X(𝑗;1)), L(1) = (lr11, . . . , lr1𝐵).

Оцiнкою для βπ буде частота помилок тесту π на вибiрках
X(𝑗;1):

β̂π =
1

𝐵

𝐵∑︁
𝑗=1

1{lr1𝑗 < 𝑐α}.

Приклад 9.2.1. Розглянемо наступну умовну задачу. Нехай де-
яким пiдприємством була закуплена партiя 𝑛 електричних ламп.
Всi лампочки були використанi i було зареєстровано час роботи ко-
жної лампи до перегоряння— ξ𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Вiдомо, щофiрмовi
лампи мають експоненцiйний розподiл часу роботи до перегоря-
ння з iнтенсивнiстю λ0, а час роботи дешевого аналогу фiрмових
виробiв — також експоненцiйний з iнтенсивнiстю λ1 > λ0. Лампи
були закупленi як фiрмовi, але за спостереженнями виникла пiдо-
зра, що це дешевий аналог. Треба вирiшити, чи слiд виставляти
рекламацiю постачальнику товару.

Гiпотеза — А: “лампи є фiрмовими” не вимагає додаткових
дiй. Гiпотеза — В: “лампи є дешевим аналогом” приводить до
необхiдностi подавати рекламацiю. Отже, для прийняття гiпотези
В потрiбне обґрунтування на основi спостережуваних даних. Тому
як основну слiд обрати гiпотезу А, i дотримуватись її доти, поки
данi не змусять нас прийняти В.

Таким чином, X = (ξ1, . . . , ξ𝑛) — кратна вибiрка з експо-
ненцiйного розподiлу з iнтенсивнiстю λ. Треба за цiєю вибiркою
перевiрити гiпотезу 𝐻0: λ = λ0 проти альтернативи 𝐻1: λ = λ1,
причому λ0 < λ1.

Логарифмiчне вiдношення вiрогiдностi для цих гiпотез дорiв-
нює

lr(X) =

𝑛∑︁
𝑗=1

log

(︂
λ1𝑒

−λ1ξ𝑗

λ0𝑒−λ0ξ𝑗

)︂
= 𝑛(log λ1−log λ0)+(λ0−λ1)

𝑛∑︁
𝑗=1

ξ𝑗 .

Оскiльки
∑︀𝑛

𝑗=1 ξ𝑗 є монотонно спадною функцiєю вiд lr(X), тест
вiдношення вiрогiдностi можна записати в еквiвалентнiй формi
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π𝑐(X) = 1{
∑︀𝑛

𝑗=1 ξ𝑗 < 𝑐}. Для заданого рiвня значущостi α вiд-
повiдний порiг 𝑐 = 𝑐α можна вибрати з умови

α = E0 π𝑐(X) = Pλ0

⎧⎨⎩
𝑛∑︁

𝑗=1

ξ𝑗 < 𝑐

⎫⎬⎭ .

Якщо ξ𝑗 —експоненцiйно розподiленi з iнтенсивнiстю λ незалежнi
випадковi величини, то

∑︀𝑛
𝑗=1 ξ𝑗 має Γ-розподiл з iнтенсивнiстю λ

i параметром форми 𝑛, тобто Γ(𝑛, λ). Отже, 𝑐α = 𝑄Γ(𝑛,λ0)(α).
Ймовiрнiсть помилки другого типу для цього тесту

βπ = 1− Eλ1 π(X) = P{
𝑛∑︁

𝑗=1

ξ𝑗 > 𝑐α} = 𝐹Γ(𝑛,λ1)(𝑄Γ(𝑛,λ0)(α)).

J
Приклад 9.2.2. Цей приклад також є умовним. Нехай дослi-

джується генотип деякої рослини. Дослiдника цiкавить певний ген,
який впливає на конкретну ознаку рослини ξ (напр., спiввiдноше-
ння довжини i ширини листка). Вiдомо, що є два алеля (варiанти)
цього гена — домiнантний А та рецесивний — а. Дослiдника цiка-
вить конкретна рослина Z, генотип якої може бути Аа або аа. Для
з’ясування того, яким насправдi є генотип Z, цю рослину схрещу-
ють з рослиною, яка точно має генотип аа. Якщо генотип Z є аа, то
всi нащадки також будуть мати генотип аа. Якщо генотип Z — Aa,
то кожен з нащадкiв з ймовiрнiстю 𝑝 = 1/2 отримає генотип Aa, i
з ймовiрнiстю 1− 𝑝 — генотип аа.

Вiдомо, що ознака ξ у рослин з генотипом aa має щiльнiсть
розподiлу 𝑓𝑎𝑎, а у рослин з генотипом 𝐴𝑎 — 𝑓𝐴𝑎. Отримано
𝑛 нащадкiв, значення ξ у 𝑗-го нащадка ξ𝑗 . Треба за вибiркою
X = (ξ1, . . . , ξ𝑛) визначити, яким був генотип рослини Z. Основ-
ною є гiпотеза про генотип аа.

Зрозумiло, щощiльнiсть, яка вiдповiдає основнiй гiпотезi—це
𝑓0(𝑥) = 𝑓𝑎𝑎(𝑥). Щiльнiсть, що вiдповiдає альтернативi, є сумiшшю
двох щiльностей з ймовiрностями 𝑝 та 1− 𝑝:

𝑓1(𝑥) = 𝑝𝑓𝐴𝑎(𝑥) + (1− 𝑝)𝑓𝑎𝑎(𝑥).
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Логарифмiчне вiдношення вiрогiдностi має вигляд

lr(X) =

𝑛∑︁
𝑗=1

log

(︂
𝑝𝑓𝐴𝑎(ξ𝑗) + (1− 𝑝)𝑓𝑎𝑎(ξ𝑗)

𝑓𝑎𝑎(ξ𝑗)

)︂
.

Аналiтично розподiл цiєї величини виразити неможна. Тому скори-
стаємось iмiтацiйним моделюванням, як описано вище. У прикла-
дi розглядається випадок, коли 𝑓𝑎𝑎 та 𝑓𝐴𝑎 — гауссовi щiльностi з
математичним сподiванням i середньоквадратичним вiдхиленням
m0=2, s0=0.4 для 𝑓𝑎𝑎 i m1=3, s1=0.75 для 𝑓𝐴𝑎. Кiлькiсть спостере-
жень (кiлькiсть нащадкiв дослiджуваної рослини) n=12:

O
> set.seed(5)

> m0<-2 # середнє для аа

> s0<-0.4 # сер. кв. вiдх. для аа

> m1<-3 # середнє для Аа

> s1<-0.75 # сер. кв. вiдх. для Аа

> p<-0.5 # ймовiрнiсть аа при альтернативi

> n<-12 # обсяг вибiрки

> # логарифм щiльностi, що вiдповiдає основнiй гiпотезi

> f0<-function(x){log(dnorm(x,m0,s0))}

> # логарифм щiльностi, що вiдповiдає альтернативi

> f1<-function(x){log(p*dnorm(x,m0,s0)+

+ (1-p)*dnorm(x,m1,s1))}

> # логарифмiчне вiдношення вiрогiдностi (x - вибiрка)

> lr<-function(x)sum(sapply(x,f1)-sapply(x,f0))

> # генератор однiєї вибiрки при H0

> gen0<-function(n)rnorm(n,m0,s0)

> # генератор однiєї вибiрки при H1

> gen1<-function(n){

+ z<-rbinom(n,size=1,prob=p)

+ rnorm(n,z*m0+(1-z)*m1,z*s0+(1-z)*s1)

+ }

> alpha<-0.05 # стандартний рiвень значущостi
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> B<-10000 # кiлькiсть модельованих вибiрок

> lr0<-replicate(B,lr(gen0(n))) # масив значень lr при H0

> # порiг тесту, що вiдповiдає рiвню alpha

> Ca<-quantile(lr0,1-alpha)

> Ca

95%

-1.326246

> lr1<-replicate(B,lr(gen1(n))) # масив значень lr при H1

> # оцiнка ймовiрностi помилок другого роду

> mean(lr1<Ca)

[1] 0.0264

> # вiдображення гiстограм для lr

> mi<-min(c(lr0,lr1))

> mx<- 60 #max(c(lr0,lr1))

> hist(lr0,breaks=15,probability=T,

+ angle=0,density=12,xlim=c(mi,mx),ylim=c(0,0.33),

+ col="red",xlab="lr",main=" ")

> hist(lr1,probability=T,

+ breaks=15,angle=90,density=12, xlim=c(mi,mx),

+ col="blue",add=T)

> abline(v=Ca)

△
Як бачимо, для рiвня значущостiα = 0.05ми отримали порiг тесту
𝑐α = −1.326246. При цьому ймовiрнiсть помилки другого роду
оцiнюється як βπ = 0.0264. Ця оцiнка вийшла навiть меншою, нiж
встановлена нами ймовiрнiсть помилки першого роду.

На рис. 9.1 зображенi гiстограми значень (логарифмiчного) вiд-
ношення вiрогiдностi для основної гiпотези (червоним кольором,
горизонтальна штриховка) та альтернативи (синiм кольором, вер-
тикальна штриховка). Вертикальна лiнiя вiдмiчає положення поро-
гу 𝑐α. Площа тiєї частини гiстограми для𝐻0, що лежить праворуч
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вiд 𝑐α, вiдповiдає ймовiрностi помилки першого роду απ = 0.05.
Площа частини гiстограми для 𝐻1, яка лежить лiворуч вiд 𝑐α, вiд-
повiдає ймовiрностi помилки другого типу βπ. Змiщуючи поло-
ження порогу праворуч, можна зменшити απ, але βπ при цьому
збiльшиться. I навпаки, зменшуючи порiг, ми збiльшуємо ймовiр-
нiсть помилки першого типу та збiльшуємо другого. Таким чином,
отриманi гiстограми дозволяють побачити, наскiльки хорошим мо-
же бути тест для розпiзнавання цих двох гiпотез. Чим ближче цi
гiстограми одна до одної, тим менше шансiв побудувати хороший
тест.
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Рис. 9.1. Гiстограми для вiдношень вiрогiдностi з прикладу 9.2.2.
Горизонтальна штриховка (червоним) - при основнiй гiпотезi,

вертикальна штриховка (синiм) - при альтернативi. Вертикальна лiнiя
вiдповiдає порогу тесту

Нехай в ходi експерименту було отримано такi значення ξ:
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2.6 1.7 1.9 3.1 3.9 1.7

1.6 1.9 1.6 2.9 2.6 1.4

Перевiримо, на користь якої гiпотези свiдчать цi данi:

O
> # Вибiрка для перевiрки гiпотези:

> x<-c(2.6,1.7,1.9,3.1,3.9,1.7,

+ 1.6,1.9,1.6,2.9,2.6,1.4)

> # статистика вiдношення вiрогiдностi:

> lr(x)

[1] 9.685149

> # досягнутий рiвень значущостi:

> mean(lr0>lr(x))

[1] 0
△

Тут ми спочатку ввели вибiрку i позначили її x. Потiм обчислили
логарифмiчне вiдношення вiрогiдностi — воно виявилось рiвним
9.685149. Це бiльше, нiж обчислене нами 𝑐α, отже, при рiвнi зна-
чущостi 0.05 слiд прийняти альтернативу: генотип дослiджуваної
рослини Aa. Далi ми обчислили досягнутий рiвень значущостi,
i отримали значення 0. (Насправдi, звичайно, 0 — це лише наша
оцiнка, справжнє 𝑝(X) додатне, але настiльки мале, що наша технi-
ка оцiнювання не дозволяє помiтити його вiдмiннiсть вiд 0). Таким
чином, при всiх розумних рiвнях значущостi цi данi свiдчать на
користь альтернативи. J

Приклад 9.2.3. Покажемо, як статистичний аналiз дозволяє
аналiзувати автентичнiсть лiтературного твору6. Як вiдомо, “Сло-

6 У цьому прикладi розглядаються реальнi данi та цiкава iсторична проблема.
Але ми обмежимось лише розглядом дуже малої частинки цiєї проблеми, тому,
звичайно, наше дослiдження матиме переважно навчальний характер. Докладний
статистичний аналiз всiх даних, що стосуються “Слова”, потребував би, мабуть,
монографiї обсягу бiльшого, нiж вся ця книга.
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во о полку Iгоревiм” було опублiковано у 1800 роцi А.I. Мусiним-
Пушкiним як передрук древньоруського рукопису. В українськiй
та росiйськiй науцi прийнято вважати “Слово” автентичним тво-
ром невiдомого древньоруського автора XII — XIII ст. (Гiпоте-
за А). Однак значної популярностi (особливо у захiдному лiте-
ратурознавствi) набули гiпотези про те, що “Слово” є iмiтацi-
єю/пiдробкою, виконаною у XVIII ст. (Гiпотеза I). Деякi дослiдни-
ки називають такожможливих кандидатiв на роль автора-iмiтатора.
Зокрема, американський славiст Едвард Кiнан обстоює авторство
чеського фiлолога Йосифа Добровського (1753 — 1859) [35] (Гi-
потеза IД). Французький славiст Андре Мазон [40] та росiйський
iсторик А.А. Зiмiн [8] вважали автором архiмандрита Iоїля Биков-
ського, вiд якого отримав рукопис Мусiн-Пушкiн [40, 8] (Гiпотеза
IБ).

Росiйський фiлолог А.А. Залiзняк провiв лiнгвiстичний аналiз
мови “Слова”, порiвнюючи її з мовою рiзних схiднослов’янських
лiтературних джерел та мовою берестяних грамот, якi, починаючи
з середини ХХ ст. знаходять археологи при розкопках давньору-
ських мiст (у Новгородi, Псковi, Старiй Русi, Торжку, Звенигородi
Галицькому, Києвi та iн.). Результати його дослiджень викладенi у
книзi [7]: мова “Слова” має специфiчнi особливостi давньоруської
мови XII — XIII ст., якi не були вiдомi лiтераторам та лiнгвiстам
XVIII ст.7 Цi особливостi не могли бути вiдтворенi авторами XVIII
ст. випадково або несвiдомо. Тому А.А. Залiзняк приходить до
висновку про правильнiсть гiпотези А.

У цьому прикладi розглянуто лише один аргумент з книги
А.А. Залiзняка, що стосується положення у реченнi частки ся. Як
вiдомо, у сучасних лiтературних українськiй та росiйськiй мовах,

7Точнiше, за формулюванням А.А. Залiзняка: “. . . текст СПИ был создан в
конце XII — начале XIII века и переписан где-то на северо-западе в XV или XVI
веке” [7]. Зрозумiло, що “Слово” не могло з’явитись ранiше походу Iгоря 1185
року, отже, за спогадами учасникiв подiй його могли б написати або наприкiнцi
XII, або у XIII ст. Далi я буду вказувати XIII ст. як крайню межу, пiсля якої
“Слово” вже не можна розглядати як автентичний твiр.
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ся з дiєсловами вживається як “постфiкс”, тобто частина слова,
що стоїть наприкiнцi (постпозицiя ся, напр.: стосується, вжива-
ється). У сучасних дiалектах української мови та у деяких iнших
слов’янських мовах ся вживають також як самостiйну частку (клi-
тику), яка зазвичай розмiщується бiля початку речення, або його
логiчної частини:

Хто по кладцi мудро ступає, той ся в болотi не купає8.
(препозицiя ся).
За спостереженнями А.А.Залiзняка, у давньоруськiй мовi вжи-

вання ся розрiзнялось залежно вiд роду тексту та часу його напи-
сання. Стародавнi церковнослов’янськi тексти використовують ся
у постпозицiї, але у живiй розмовнiй мовi переважала препозицiя
ся. Це видно, зокрема, з мови берестяних грамот. Мова грамот
значно ближча до тодiшньої живої, розмовної, нiж мова лiтописiв
та церковних пам’яток письменства. У XII-XIII ст., коли, за гiпоте-
зою А, було створено “Слово”, пiд впливом живої мови, вживання
ся у препозицiї зустрiчалось у лiтературних текстах, але не часто.
Зокрема, частiше зустрiчається препозицiя там, де автор тексту
намагається передати живу мову персонажiв:

Аз уже бородат, а ти ся еси родил
(Я вже був бородатим, коли ти народився) — каже у лiтописi

князь В’ячеслав Мономахович Юрiєвi Долгорукому.
Досить часто препозицiя зустрiчається i у “Словi”, наприклад:
А чи диво ся братiє стару помолодити
(а чи дивно, браття, коли старий омолоджується).
У рiзних граматичних конструкцiях частота вживання препо-

зицiї була рiзною, причому вона залежала також вiд типу тексту:
свiтського чи церковного. Пiзнiше, пiд впливом лiтературної мови,
постпозицiя ся стала загальноприйнятою i у живiй мовi, а препо-
зицiя збереглась лише у дiалектах.

Таким чином, на кiнець XVIII ст., коли “Слово” мало бути
написане за гiпотезою I, стандартний правопис церковнослов’ян-

8 Зi збiрки М. Номис Украiнськi приказки, прислiвъя и таке инше (1864).
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ської мови не передбачав можливостi препозицiї ся, але людина,
яка хотiла б iмiтувати стародавнiй рукопис, могла бачити зразки
такої препозицiї в iснуючих текстах. Однак зрозумiти, що причи-
ною появ препозицї є вплив живої мови, фiлолог XVIII ст. не мiг
би, оскiльки для цього потрiбно було б знайомство з берестяними
грамотами, якi почали знаходити та аналiзувати лише у ХХ ст.
Бiльше того, граматичне правило, за яким у слов’янських (та iн-
ших iндоєвропейських мовах) частки-клiтики розташовуються на
початку фрази, було виявлено Я. Вакернагелем лише наприкiнцi
ХIХ ст. Таким чином, навiть найдосвiченiший фiлолог кiнця XVIII
ст. не змiг би правильно вiдтворити частоту вживання препозицiї
ся у фразах рiзного типу.

А.А. Залiзняк розглядає сiм рiзних типiв (розрядiв) вживання
ся залежно вiд побудови фрази. Для аналiзу “Слова” важливими є
розряди 2-4, по яких iснує достатнiй обсяг iнформацiї про часто-
тнiсть вживання препозицiї/постпозицiї ся у фразах такого типу
у XII-XIII ст. як у свiтськiй, так i у церковнiй мовi. У табл. 9.1
наведена частина даних з таблицi на с. 67 книги [7].

Таблиця 9.1. Частоти препозицiї ся у фразах з рiзних лiтературних
джерел

Розряд 2 Розряд 3 Розряд 4
Пряма мова 81% 81% 57%

Авторський текст 49% 12% 3%
“Слово” 1/1 3/3 6/10

Першi два рядки мiстять частоту фраз з препозицiєю ся (се-
ред всiх фраз вiдповiдного розряду) у Київському лiтописi за
1118–1200 роки (за Iпатiївським списком). Як вiдмiчає А.А. За-
лiзняк, цi частоти помiтно вiдрiзняються в авторському текстi лi-
топису (коли лiтописець веде власну розповiдь про подiї) та у тих
мiсцях, де лiтописець передає пряму мову свiтських персонажiв
(напр., промови князiв). Вiдповiдно, у першому рядку таблицi мi-
стяться вiдноснi частоти препозицiї ся у прямiй мовi свiтських
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персонажiв, а у другому, авторському текстi та у промовах церков-
них дiячiв, процитованих у лiтописi.

Як бачимо, частота препозицiй ся у вiдтворенiй лiтописцем мо-
вi свiтських персонажiв помiтно бiльша, нiж у авторськiй мовi. Це
можна пояснити бажанням лiтописця передати особливостi живої
мови, якi виявляються також у берестяних грамотах9. Якщо “Сло-
во” є твором свiтської лiтератури XII-ХIII ст., можна очiкувати, що
частоти препозицiї ся у ньому будуть близькими до таких частот
у книжнiй передачi живої мови, тобто у прямiй мовi Київського
лiтопису. Частоти “Слова” вмiщенi у третьому рядку табл. 9.1 у аi
дробiв, де чисельник—кiлькiсть препозицiй ся, знаменник—кiль-
кiсть всiх фраз з ся з даного розряду, якi зустрiчаються у “Словi”.
Вочевидь, частоти “Слова” цiлком подiбнi частотам прямої мови
лiтопису i сильно вiдрiзняються вiд частот авторської.

Данi табл. 9.1 є сильним аргументом на користь гiпотези А про
автентичнiсть “Слова”: фiлологи XVIII ст. не знали про особливо-
стi живої мови XII — XIII ст. i не могли б так точно вiдтворити
частотнi характеристики її передачi у письмових текстах того часу.
Але як статистичний аргумент, цi мiркування мають важливий не-
долiк: малу кiлькiсть спостережень.Маємо всього 14 випадкiв вжи-
вання ся, причому на перший розряд припадає лише один випадок.
Опоненти А.А. Залiзняка (зокремаМ.Мозер, [41]) зауважують, що
при такому обсязi даних спостережуваний розподiл препозицiй мiг
скластись подiбно до живої мови XII-ХIII ст. цiлком випадково.

Наша мета у даному прикладi — перевiрити статистичну зна-
чущiсть спостережень А.А. Залiзняка з препозицiї ся у “Словi”.
Для цього розглянемо дану задачу як перевiрку статистичної гiпо-
тези i застосуємо тест вiдношення вiрогiдностi. Нехай правильною
є гiпотезаА—аутентичнiсть “Слова”. Будемо вважати, що у цьому
випадку для кожної фрази з вiдповiдного розряду автор мiг обра-
ти форму з препозицiєю ся з iмовiрнiстю, яка вiдповiдає частотi у

9У книзi [7] наведено значно бiльше статистичної iнформацiї по рiзних дже-
релах, включаючи грамоти, але у цьому прикладi ми обмежимось лише аналiзом
даних табл. 9.1.
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прямiй мовi Київського рукопису (тобто першому рядку табл. 9.1).
Позначимо набiр цих ймовiрностей10:

p𝐴 = (𝑝1,𝐴, 𝑝2,𝐴, 𝑝3,𝐴) = (0.81, 0.81, 0.57).

Припустимо, що вибiр пре- або постпозицiї для кожної фрази вiд-
бувався незалежно11. Тодi розподiл кiлькостi фраз з препозицiєю
у 𝑖-му розрядi буде бiномiальним з ймовiрнiстю успiху 𝑝0𝑖 та кiль-
кiстю випробувань 𝑛𝑖, де

n = (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) = (1, 3, 10)

— загальнi кiлькостi фраз вiдповiдних розрядiв у “Словi”. Отже,
якщо позначити ζ𝑖 можливу кiлькiсть фраз з препозицiєю ся у
“Словi” при виконаннi гiпотези А, то

P{ζ𝑖 = 𝑘} = 𝐶𝑘
𝑛𝑖
(𝑝𝑖,𝐴)

𝑘(1− 𝑝𝑖,𝐴)
𝑛𝑖−𝑘.

Позначимо k = (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3) = (1, 3, 6)— спостережуванi кiлькостi
препозицiй у вiдповiдних розрядах у “Словi”. Тодi, враховуючи
незалежнiсть фраз, функцiя вiрогiдностi для параметра p𝐴 матиме
вигляд

𝐿(p𝐴) =

3∏︁
𝑖=1

𝐶𝑘𝑖
𝑛𝑖
(𝑝𝑖,𝐴)

𝑘𝑖(1− 𝑝𝑖,𝐴)
𝑛𝑖−𝑘.

Припустимо тепер, що правильною є гiпотеза IД (про те, що ав-
тором є чеський фiлолог Й. Добровський). Оскiльки Добровський,
перебуваючи у Санкт-Петербурзi, ознайомився з давньоруськими
лiтописами, вiн мiг помiтити рiзний розподiл препозицiй ся i (хоча
на теоретичному рiвнi цi закономiрностi не були виявленi до ХХ

10Оскiльки дослiджуються лише розряди 2–4, нумерацiя розрядiв у нас зсунута
на 1: другому розряду вiдповiдає ймовiрнiсть 𝑝1,𝐴 i т.д.

11Це досить сильне i, мабуть, не цiлком правильне припущення, але якщо вiд
нього вiдмовитись, треба буде висловити якесь припущення про ймовiрнiсний
зв’язок мiж формою рiзних фраз. Така модель була б ще менш обґрунтованою,
нiж припущення про незалежнiсть. Тому краще вже дотримуватись його.
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ст.) iнтуїтивно вiдтворити їх у своєму творi. Але, звичайно, вiн не
мiг би видiлити пряму мову свiтських персонажiв як особливий,
бiльш “живий” рiзновид, тому, що для цього у нього не було iнших
порiвняльних матерiалiв (як-от — берестянi грамоти). Тому його
вiдтворення мало вiдповiдати усередненому книжному стилю лi-
топису. Оскiльки пряма мова займає менше 10% тексту лiтопису,
то цей усереднений стиль мав би приблизно такi ж частотнi ха-
рактеристики, як авторський текст лiтопису, тобто вiдповiдав би
ймовiрностям

p𝐼 = (𝑝1,𝐼 , 𝑝2,𝐼 , 𝑝3,𝐼) = (0.49, 0.12, 0.03).

Для того, щоб обґрунтувати статистичну значущiсть даних Залi-
зняка як аргументу на користь гiпотезиАпроти гiпотези IД, слiд як
основну гiпотезу обрати IД. Тодi, якщо данi будуть суперечити цiй
гiпотезi, ми зможемо стверджувати, що вони свiдчать на користь
А.

Таким чином, нашою основною гiпотезою 𝐻0 буде IД, а аль-
тернативою, 𝐻1 — А. Логарифмiчне вiдношення вiрогiдностi має
вигляд

lr = log

(︂
𝐿(p𝐴)

𝐿(p𝐼)

)︂
= 𝑆 +𝐾,

де

𝑆 =

3∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖 log

(︂
𝑝𝑖,𝐴(1− 𝑝𝑖,𝐼)

𝑝𝑖,𝐼(1− 𝑝𝑖,𝐴)

)︂
,

𝐾 — константа (незалежна вiд спостережуваних частот 𝑘𝑖), яка
не впливає на результати тесту. Надалi як статистку нашого тесту
будемо використовувати 𝑆.

Як i ранiше, при значеннях 𝑆, менших або рiвних порогу 𝑐α,
слiд прийняти гiпотезу 𝐻0, якщо ж 𝑆 бiльше 𝑐α, то 𝐻0 слiд вiд-
хилити. Порiг 𝑐α обирається за заданим рiвнем значущостi α як
найменше 𝑐, при якому P𝐻0{𝑆 > 𝑐} ≤ α. Такi ймовiрностi можна
пiдрахувати в явному виглядi, але ми для реалiзацiї тесту скориста-
ємось тiєю ж технiкою iмiтацiйного моделювання, яка була засто-
сована у попередньому прикладi. А саме, згенеруємо 𝐵 = 10000



9.2. Тест для простих гiпотез 389

наборiв даних з розподiлу, що вiдповiдає основнiй гiпотезi, обчи-
слимо на кожному наборi статистику 𝑆𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝐵 i знайдемо
вибiрковий квантиль рiвня 1 − α отриманої вибiрки з 𝐵 значень
𝑆. Це i буде порiг 𝑐α. Досягнутий рiвень значущостi тесту визна-
чається як вiдносна частота подiї 𝑆 > 𝑆𝑗 , де 𝑆 — значення нашої
статистики на справжнiх даних. Ця iдея реалiзована у такому скри-
птi:

O

> set.seed(3)

> alpha<-0.05 # стандартний рiвень значущостi

> B<-10000 # кiлькiсть модельованих наборiв даних

> m<-3 # кiлькiсть частот у наборi

> # ймовiрностi для авторської мови у лiтописi:

> pI<-c(0.49,0.12,0.03)

> # ймовiрностi для прямої мови свiтських осiб:

> pA<-c(0.81,0.81,0.57)

> # частоти у "Словi":

> k<-c(1,3,6)

> # кiлькостi фраз з вiдповiдних розрядiв у "Словi":

> n<-c(1,3,10)

> # статистика тесту для даних "Слова":

> S<-sum(log(pA*(1-pI)/(pI*(1-pA)))*k)

> # Масив значень статистики на модельованих даних

> S0<-replicate(B,

+ {

+ k0<-rbinom(m,n,pI)

+ sum(log(pA*(1-pI)/(pI*(1-pA)))*k0)

+ })

> # порiг тесту:

> quantile(S0,1-alpha)

95%

8.690406
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> # значення статистики:

> S

[1] 34.36504

> # досягнутий рiвень значущостi:

> mean(S0>S)

[1] 0

△
Таким чином, статистика нашого тесту на реальних даних дорiвнює
приблизно 34.36504, порiг тесту для рiвня значущостi 0.05 дорiв-
нює 8.690406. Основну гiпотезу слiд вiдхилити, данi суперечать
припущенню про авторство Добровського. Бiльше того, оскiльки
наша оцiнка досягнутого рiвня значущостi— 0, то гiпотезу про ав-
торство Добровського слiд вiдхилити при будь-якому розумному
рiвнi значущостi.

Аналогiчно можна розглянути гiпотезу IБ про авторство Iої-
ля Биковського. Архiмандрит Iоїль не був фiлологом, але читав
багато стародавнiх рукописiв, тому мiг помiтити, що у бiльш древ-
нiх текстах частiше зустрiчається препозицiя ся. Якщо вiн хотiв
своєму тексту надати древнього колориту, то, мабуть, ставив би
випадково ся у пре- та постпозицiї з приблизно однаковими ймо-
вiрностями. Виходячи з цих мiркувань, щоб оцiнити вiрогiднiсть
авторства Биковського, вiзьмемо значення

p𝐼 = (𝑝1,𝐼 , 𝑝2,𝐼 , 𝑝3,𝐼) = (0.5, 0.5, 0.5)

i виконаємо тi ж дiї, що у попередньому випадку. Отримуємо
𝑆 = 7.491148, 𝑐0.05 = 6.927445, досягнутий рiвень значущостi —
0.0098. Отже, данi суперечать також i гiпотезi про те, що “Слово” є
iмiтацiєю, написаною людиною XVIII ст., яка, не будучи професiй-
ним фiлологом, була добре обiзнана зi старовинними рукописами
i намагалась навмання вiдтворити їх стиль (як це мiг би зробити
Iоїль Биковський).



9.2. Складнi гiпотези 391

Таким чином, незважаючи на малий обсяг наявних даних, во-
ни є статистично значущим аргументом на користь гiпотези про
автентичнiсть “Слова о полку Iгоревiм”12. J

9.3 Тест вiдношення вiрогiдностi
для складних гiпотез

Випадки, коли треба перевiряти просту гiпотезу проти простої
альтернативи, зустрiчаються на практицi менш часто, нiж випад-
ки перевiрки складних гiпотез. У таких складних випадках тест
вiдношення вiрогiдностi не завжди є оптимальним, але часто —
це хороший вибiр. У цьому пiдроздiлi ми спочатку розглянемо за-
гальну схему тесту вiдношення вiрогiдностi для складних гiпотез,
а потiм зупинимось на випадку так званих вкладених гiпотез, коли
цю схему можна реалiзувати порiвняно просто.

9.3.1 Загальна схема тестiв вiдношення вiрогiдностi

Розглянемо задачу перевiрки гiпотез за даними X з розподi-
лом 𝐹X(𝐴) = 𝐹ϑ{𝐴}, де ϑ ∈ Θ ⊆ R𝑑 — невiдомий параметр.
Основна гiпотеза𝐻0 полягає в тому, що ϑ ∈ Θ0, альтернатива𝐻1:
ϑ ∈ Θ1, де Θ𝑖 ⊆ Θ, Θ1 i Θ0 не мають спiльних точок. Оскiльки
ми не розглядаємо iнших гiпотез крiм𝐻0 i𝐻1, природно вважати,
що Θ0 ∪ Θ1 = Θ. Iнколи буває зручно використовувати параме-
тризацiю, для якої це припущення не виконується, але у даному
пiдроздiлi ми таких випадкiв не розглядаємо.

12Зрозумiло, що цей аргумент не вирiшує остаточно поставленого iсторичного
питання. З цього приводу нагадаю iсторiю, яку оповiдає С.П. Новiков у своїх
спогадах [14] про А.М. Колмогорова. У молодостi Андрiй Миколайович хотiв
стати iсториком i навiть написав статтю про економiку древного Новгорода, де
висловив цiкаву iсторичну гiпотезу. Коли цю статтю показали рецензенту, той
сказав, що на пiдкрiплення гiпотези наведено дуже мало доказiв, треба зiбрати
iншi. Колмогоров розчарувався в iсторичнiй науцi й остаточно присвятив себе
математицi, де досить навести одне доведення, щоб теорема вважалась iстиною.
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Тест вiдношення вiрогiдностi для перевiрки 𝐻0 проти 𝐻1 мо-
жна побудувати, коли iснує така мiра µ, що для всiх можливих
значень ϑ ∈ Θ0 ∪Θ1 𝐹ϑ(𝐴) має щiльнiсть 𝑓ϑ(𝑥) вiдносно µ:

𝐹ϑ(𝐴) =
w

𝐴
𝑓X
ϑ (𝑥)µ(𝑑𝑥).

Вiдношенням вiрогiдностi для перевiрки 𝐻0 проти 𝐻1 за даними
X називають

LR*(X) =
supϑ1∈Θ1

𝑓X
ϑ1
(X)

supϑ0∈Θ0
𝑓X
ϑ0
(X)

.

Позначимо ϑ̂(𝑖) = argmaxϑ∈Θ𝑖
𝑓X
ϑ (X)—оцiнкаметоду найбiльшої

вiрогiдностi для параметра ϑ в припущеннi, що виконана гiпотеза
𝐻𝑖. Якщо цi оцiнки iснують, то

LR*(X) =
𝑓X
ϑ̂(1)

(X)

𝑓X
ϑ̂(0)

(X)
. (9.4)

Таким чином, вiдношення вiрогiдностi — це вiдношення найбiль-
шого можливого значення функцiї вiрогiдностi на альтернативi до
її найбiльшого значення при основнiй гiпотезi.

Логарифмiчне вiдношення вiрогiдностi — це

lr*(X) = logLR*(X) = log 𝑓X
ϑ̂(1)

(X)− log 𝑓X
ϑ̂(0)

(X).

Якщо данiX = (ξ1, . . . , ξ𝑛) є кратною вибiркою зi щiльнiстю роз-
подiлу одного спостереження 𝑓ϑ(𝑥), то логарифмiчне вiдношення
вiрогiдностi записується як

lr*(X) =

𝑛∑︁
𝑗=1

log

(︂
𝑓
ϑ̂(1)

(ξ𝑗)

𝑓
ϑ̂(0)

(ξ𝑗)

)︂
.

Тест вiдношення вiрогiдностi для 𝐻0 проти 𝐻1 має вигляд

π(X) = π𝐶(X) =

{︃
1 якщо LR*(X) > 𝐶,

0 якщо LR*(X) ≤ 𝐶,
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де 𝐶 = 𝐶α — порiг тесту, який вибирають так, щоб рiвень значу-
щостi π дорiвнював заданому рiвню α. Iнакше кажучи, 𝐶α — це
такий порiг 𝐶, при якому

sup
ϑ∈Θ0

Pϑ{LR*(X) > 𝐶} = α.

Зрозумiло, що тест вiдношення вiрогiдностi можна реалiзу-
вати, використовуючи логарифмiчне вiдношення вiрогiдностi або
будь-яку iншу статистику, яка отримується з LR*(X) монотонним
перетворенням.

Зауважимо, що LR*(X) < 1 (або, що те саме, lr*(X) < 0)
вiдповiдає тому, що максимум функцiї вiрогiдностi досягає-
ться на значеннi параметра, який вiдповiдає основнiй гiпотезi (
supϑ∈Θ0

𝑓X
ϑ (X) > supϑ∈Θ1

𝑓X
ϑ (X)), тобто основна гiпотеза є бiльш

вiрогiдною, нiж альтернатива. У такому випадку вiдхиляти основ-
ну гiпотезу немає сенсу13. Тому порiг𝐶α доцiльно завжди обирати
бiльшим 1 (вiдповiдно, порiг для lr*(X) — бiльшим 0). Якщо ви
отримали𝐶α < 1, це, радше свiдчить про невдалий вибiр рiвня зна-
чущостi — ви дозволили собi занадто велику ймовiрнiсть похибки
першого роду α.

Якщо дотримуватись обмеження𝐶 > 1, вiдношення вiрогiдно-
стi можна визначити як

LR(X) =
supϑ1∈Θ 𝑓X

ϑ1
(X)

supϑ0∈Θ0
𝑓X
ϑ0
(X)

=
𝑓X
ϑ̂𝑀𝐿𝐸

(X)

𝑓X
ϑ̂(0)

(X)
, (9.5)

де ϑ̂𝑀𝐿𝐸 — оцiнка методу найбiльшої вiрогiдностi по всьому про-
стору можливих значень невiдомого параметра ϑ = Θ = Θ1 ∪Θ0.
У сучасних пiдручниках часто (9.5) приймають як основне озна-
чення вiдношення вiрогiдностi, хоча (9.4) бiльш iнтуiтивно зро-
зумiле i бiльше вiдповiдає традицiї. Якщо LR*(X) > 1, то

13Ми домовились вiдхиляти 𝐻0 лише тодi, коли данi переконливо їй супере-
чать, а у цьому випадку данi її пiдтверджують.
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LR(X) = LR*(X). Якщо LR*(X) ≤ 1, то LR(X) = 1.
Приклад 9.3.1. Розглянемо знову задачу перевiрки якостi еле-

ктричних лампочок з прикладу 9.2.1. Там ми припускали, що
тривалiсть роботи лампи описується експоненцiйним розподiлом,
причому якiсним (брендовим) лампам вiдповiдає iнтенсивнiсть
λ = λ0, а неякiсним — λ = λ1 > λ0, i λ1 та λ0 вважались вi-
домими. Такi випадки можливi, але мабуть бiльш поширеним є
iнший випадок, коли якiсними вважаються лампи, що перегоря-
ють з iнтенсивнiстю λ ≤ λ0, де λ0 — деякий порiг, зафiксований
у технiчних умовах для даного типу ламп. Якщо λ > λ0, лампи
вважаються неякiсними.

Нехай спостереження тривалостi роботи лампX = (ξ1, . . . , ξ𝑛)
являють собою кратну вибiрку з експоненцiйного розподiлу з не-
вiдомою iнтенсивнiстю λ. Побудуємо тест вiдношення вiрогiдно-
стi для перевiрки гiпотези 𝐻0 : λ ≤ λ0 (якiснi лампи) проти
𝐻1 : λ > λ0 (неякiснi) за данимиX.

Логарифмiчна функцiя вiрогiдностi для данихX має вигляд

log 𝑓X
λ (X) = 𝑛(log λ− λξ̄),

де ξ̄ = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑗=1 ξ𝑗 .

Позначимо
λ̂(0) = argmax

λ≤λ0
log 𝑓X

λ (X),

λ̂(1) = argmax
λ≥λ0

log 𝑓X
λ (X).

Оскiльки функцiя log 𝑓X
λ (X) при λ ∈ (0,+∞) має єдину точку

максимуму у λ = 1/ξ̄, то

λ̂(0) =

{︃
1/ξ̄, якщо 1/ξ̄ ≤ λ0,
λ0 якщо 1/ξ̄ > λ0,

, λ̂(1) =

{︃
λ0 якщо 1/ξ̄ ≤ λ0,
1/ξ̄, якщо 1/ξ̄ > λ0,

.

Тому

lr*(X) =

{︃
𝑛(log λ0 − λ0ξ̄− log(1/ξ̄) + 1) якщо 1/ξ ≤ λ0,
𝑛(log(1/ξ̄)− 1− log λ0 + λ0ξ̄) якщо 1/ξ̄ > λ0.
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Якщо 1/ξ̄ < λ0, lr*(X) < 0—уцьому випадкумидомовились при-
ймати𝐻0. Якщо 1/ξ̄ > λ0, lr*(X) є монотонно спадною функцiєю
ξ̄ (це легко перевiрити за знаком похiдної). Отже, тест вiдношення
вiрогiдностi можна записати в еквiвалентнiй формi

π(X) =

{︃
1 якщо ξ̄ < 𝑐α,

0 якщо ξ̄ ≥ 𝑐α,

де 𝑐α слiд обрати, виходячи з умови

sup
λ≤λ0

Pλ{ξ̄ < 𝑐α} = α. (9.6)

Оскiльки 𝑛λξ̄ має гамма-розподiл з iнтенсивнiстю 1 i показником
форми 𝑛, то Pλ{ξ̄ < 𝑐} = Pλ{𝑛λξ̄ < 𝑛λ𝑐} = 𝐹Γ(𝑛,1)(𝑛λ𝑐) є
монотонно зростаючою функцiєю λ i умова (9.6) перетворюється
на 𝐹Γ(𝑛,1)(𝑛λ0𝑐α) = α, звiдки

𝑐α =
𝑄Γ(𝑛,1)(α)

𝑛λ0
.

Фактично, побудований нами тест вiдношення вiрогiдностi для
складних 𝐻0 i 𝐻1 тотожний тесту, отриманому у пiдрозд. 9.2 для
простих гiпотез. За теоремою 9.2.1 вiн буде найбiльш потужним те-
стом рiвня α для перевiрки гiпотези λ = λ0 проти гiпотези λ = λ1
для всiх λ1 > λ0. Тому вiн є рiвномiрно найбiльш потужним для
𝐻0 : λ ∈ (0, λ0] проти 𝐻1 : λ ∈ (λ0,+∞). J

Цей приклад показує, що тест вiдношення вiрогiдностi у ви-
падку складних гiпотез може бути простим у реалiзацiї i мати пев-
нi властивостi оптимальностi. Багато стандартних статистичних
тестiв отримано саме як окремий випадок застосування технiки
найбiльшої вiрогiдностi. Але у загальному випадку знаходження
порогу та перевiрка оптимальностi для таких тестiв становлять
досить складну проблему. У наступному пiдроздiлi ми розглянемо
важливий окремий випадок, коли для вибору порогу тесту вiд-
ношення вiрогiдностi при великiй кiлькостi спостережень можна
використовувати порiвняно просту асимптотичну теорiю.
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9.3.2 Асимптотика тесту вiдношення вiрогiдностi
для вкладених гiпотез

Досить часто основна гiпотеза, яку треба перевiрити за дани-
ми, є частковим випадком загальної моделi даних, виокремленим
додатковими умовами на невiдомi параметри. Тобто данiX взагалi
описуються певним розподiлом 𝐹ϑ, ϑ ∈ Θ ⊆ R𝑑, а основна гiпо-
теза 𝐻0 полягає в тому, що для ϑ виконуються додатковi умови
(обмеження) вигляду g(ϑ) = 0, де g : Θ → R𝑟 — деяка гладенька
функцiя:

𝐻0 : ϑ ∈ Θ i виконано g(ϑ) = 0. (9.7)

Такi гiпотези називають обмеженими.
Наприклад, нехайX—кратна вибiрка з нормального розподiлу

𝑁(µ,σ2), де ϑ = (ϑ1, ϑ2)
𝑇 = (µ,σ2)𝑇 ∈ Θ = (R, (0,+∞)) —

невiдомий параметр. Необхiдно перевiрити гiпотезу про те, що
коефiцiєнт варiацiї вибiрки дорiвнює 0.7. Це означає, що 𝐻0 :
σ/µ = 0.7. У термiнах параметра ϑ це можна записати як

𝐻0 :
√︀
ϑ2 − 0.7ϑ1 = 0,

тобто у цьому випадкуg(ϑ) =
√
ϑ2−0.7ϑ1. Тут 𝑟 = 1. В загальному

випадку, 𝑟 це кiлькiсть скалярних рiвнянь, якi задають гiпотезу𝐻0

(кiлькiсть обмежень).
Зазвичай набiр всiх значень, якi ϑ може набувати при обмеже-

нiй гiпотезi вигляду (9.7), можна описати, використовуючи набiр
нових параметрiв θ = (θ1, . . . , θ𝑞)

𝑇 , як

Θ0 = {h(θ), θ ∈ Θ′ ⊆ R𝑞}. (9.8)

Так, в нашому прикладi з коефiцiєнтом варiацiї можна µ ∈ R взяти
як новий параметр θ, тодi, при виконаннi 𝐻0, ϑ2 = σ2 = 0.49µ2.
Отже, у цьому випадку функцiя h(θ) = (θ, 0.49θ2)𝑇 , Θ′ = R.

Кажуть, що гiпотеза (модель) вигляду 𝐻0 : ϑ ∈ Θ0, де Θ0 ви-
значено (9.8), є вкладеною (nested) у загальну модель𝐻𝑈 : ϑ ∈ Θ.
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Зрозумiло, що для еквiвалентностi гiпотези 𝐻0 : ϑ ∈ Θ0 i гi-
потези 𝐻0, визначеної (9.7), повинно виконуватись g(h(θ)) = 0
для всiх θ ∈ Θ′. Крiм того, для всiх ϑ ∈ Θ, якi не можна предста-
вити у виглядi ϑ = h(θ), повинно виконуватись g(ϑ) ̸= 0. Якщо
у системi 𝑟 рiвнянь g(ϑ) = 0 немає таких, що виражаються через
iншi,Θ має вимiрнiсть 𝑑 аΘ′ має вимiрнiсть 𝑞, то маємо 𝑞 = 𝑑− 𝑟.
(Кiлькiсть параметрiв, необхiдних для опису моделi, зменшується
на кiлькiсть обмежень, що накладаються на цю модель).

Розглянемо задачу перевiрки гiпотези 𝐻0 : ϑ ∈ Θ0 проти
альтернативи 𝐻1 : ϑ ∈ Θ ∖Θ0, де Θ0 визначено (9.8). (Тобто аль-
тернатива полягає в тому, що виконана загальна модель𝐻𝑈 , але не
виконується хоча б одне з обмежень, якi задають основну гiпотезу
𝐻0). Вiдношення вiрогiдностi (логарифмiчне) для перевiрки цих
гiпотез можна обчислювати як i у попередньому пiдроздiлi:

lr(X) = logLR(X) = log 𝑓X
ϑ̂
(X)− log 𝑓X

h(θ̂)
(X),

де ϑ̂ — оцiнка найбiльшої вiрогiдностi для ϑ у загальнiй моделi
𝐻𝑈 , θ̂— оцiнка найбiльшої вiрогiдностi для θ у вкладенiй моделi
𝐻0 : ϑ = h(θ). (𝑓ϑ(𝑥) як i ранiше, позначає щiльнiсть розподiлу
даних вiдносно деякої фiксованої мiри µ).

Нехай данi X = (ξ1, . . . , ξ𝑛) являють собою кратну вибiрку
обсягу 𝑛. Виявляється, що при виконаннi досить загальних умов,
якщо виконана 𝐻0, то

P{2lr(X) < 𝑡} → 𝐹𝜒2
𝑟(𝑡), при 𝑛 → ∞. (9.9)

(Тут 𝐹𝜒2
𝑟 — функцiя розподiлу 𝜒2-розподiлу з кiлькiстю ступе-

нiв вiльностi 𝑟, що дорiвнює кiлькостi обмежень, якi визначають
основну гiпотезу).

Таким чином, тест вiдношення вiрогiдностi

π(X) =

{︃
1 якщо 2lr(X) > 𝑐α,

0 якщо 2lr(X) ≤ 𝑐α
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з 𝑐α = 𝑄𝜒2
𝑟(1− α) буде мати асимптотичний рiвень значущостi α.

Вiдповiдно, досягнутий рiвень значущостi цього тесту можна
визначити як

𝑝(X) = 1− 𝐹𝜒2
𝑟(2lr(X)).

Строге формулювання умов, за яких виконується (9.9), можна зна-
йти у теоремi 6.5 книги [46]. Опишемо основнi з них неформально:

1. Функцiя h має бути неперервно диференцiйовною.
2. Справжнє значення параметра ϑ, що вiдповiдає розподiлу

даних, повинно бути внутрiшньою точкою Θ. Тобто для деякого ε
всi вектори в R𝑑, що лежать на вiдстанi вiд ϑ, меншiй нiж ε, також
мають належати Θ. Аналогiчно, θ, для якого ϑ = h(θ), повинно
бути внутрiшньою точкою Θ′.

3. Iнформацiйна матриця для ϑ за споcтереженням ξ𝑗 у загаль-
нiй моделi має iснувати i бути невиродженою.Аналогiчно, має бути
невиродженою iнформацiйна матриця для θ у обмеженiй моделi.

4.Мають виконуватись додатковi умови регулярностi з теореми
4.36 у [46]. (Цi умови виконуються у бiльшостi звичайних ймовiрнi-
сних моделей з щiльностями, двiчi неперервно диференцiйовними
за невiдомими параметрами).

Приклад 9.3.2. Розглянемо знову данi про тривалiсть роботи
вальниць з прикладу 8.6.2. Як ми бачили, розподiл часу роботи
вальниць добре описується розподiлом Вейбулла. У пiдручниках
параметр shape цього розподiлу (вейбулiв параметр) при розра-
хунку надiйностi сталевих кулькових вальниць рекомендують при-
ймати рiвним 1.3. У прикладi 8.6.2 ми оцiнили shape за даними
й отримали значення 2.10221. Це помiтно вiдрiзняється вiд 1.3.
Але ця оцiнка побудована лише за 23 спостереженнями. Чи є її
вiдхилення вiд “стандартного” значення iстотним, чи це наслiдок
випадкового розкиду даних i ним можна знехтувати? Для перевiр-
ки застосуємо тест найбiльшої вiрогiдностi.

Основна гiпотеза полягає в тому, що значення вейбулового па-
раметра є стандартним: 𝐻0 : shape=1.3, альтернатива — 𝐻1 :
shape̸= 1.3. При цьому параметр rate невiдомий i може набувати
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будь-яких додатних значеннь. Отже, загальна модель𝐻𝑈 (розподiл
Вейбулла з повнiстю невiдомими параметрами) визначається дво-
ма параметрами (𝑑 = 2), а у гiпотезi 𝐻0 накладається одне обме-
ження (𝑟 = 1). Подвоєну логарифмiчну статистику вiдношення
вiрогiдностi обчислюємо, використовуючи функцiю fitdistr(),
описану у п. 8.6. Як ми пам’ятаємо, її результатом є об’єкт, що в
атрибутi loglik мiстить максимальне досягнуте значення логари-
фмiчної функцiї вiрогiдностi. Отже,

O
> library(reliaR)

> library(MASS)

> data("bearings")

> options(warn=-1)

> # Пiдгонка у загальнiй моделi:

> fitted<-fitdistr(bearings, "weibull")

> # Пiдгонка у обмеженiй моделi:

> fitted1<-fitdistr(bearings, "weibull",shape=1.3)

> # Подвоєне логарифмiчне вiдношення вiрогiдностi:

> lr2<-2*(fitted$loglik-fitted1$loglik)

> # Досягнутий рiвень значущостi:

> p_level=1-pchisq(lr2,1)

> cat("Статистика=",lr2,";

+ Досягнутий рiвень зн.=",p_level)

Статистика= 7.367821 ;

Досягнутий рiвень зн.= 0.006640136

△
Таким чином, досягнутий рiвень значущостi тесту вiдношення вi-
рогiдностi на наших даних— 0.006640136, менше 1%, тому вiдхи-
лення оцiнки вейбуллового параметра вiд стандартного значення
слiд вважати значущим. J
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9.3.3 Багатовибiрковi задачi

Хоча у попередньому пiдроздiлi асимптотичне спiввiдношення
(9.9) введене для даних, що утворюють одну кратну вибiрку, його
можна також застосовувати i для перевiрки гiпотез у випадку, коли
данi складаються з кiлькох кратних вибiрок, причому розподiли у
рiзних вибiрках можуть бути рiзними. Задачi перевiрки гiпотез,
пов’язанi з такими даними, називають багатовибiрковими.

Найбiльш поширений приклад багатовибiркових задач — пе-
ревiрка однорiдностi. У таких задачах вважається, що для всiх
вибiрок виконується одна загальна модель розподiлу, але кожнiй
вибiрцi можуть вiдповiдати свої особливi значення невiдомих па-
раметрiв цiєї моделi. Задача полягає у перевiрцi гiпотези 𝐻0 про
те, що значення параметрiв однаковi для всiх вибiрок (тобто що
вибiрки однорiднi). Розглянемо приклад застосування тесту вiдно-
шення вiрогiдностi для перевiрки такої гiпотези.

Приклад 9.3.3.Повернемось до аналiзу задачi, описаної у при-
кладi 8.1.5. Розглядаються данi гарантiйної майстернi про кiлькiсть
дефектiв на жорстких дисках, виготовлених трьома фiрмами A, B i
C. Розiб’ємо данi на три вибiрки, по кожнiй фiрмi-виробнику окре-
мо. Розподiл даних у кожнiй вибiрцi—пуассонiв зi зрiзаним нулем.
Iнтенсивностi цього розподiлу (λ𝐴, λ𝐵 , λ𝐶) для рiзних вибiрок мо-
жуть вiдрiзнятись. Перевiряється гiпотеза про те, що насправдi всi
iнтенсивностi однаковi: 𝐻0 : λ𝐴 = λ𝐵 = λ𝐶 . Застосуємо для
перевiрки 𝐻0 тест вiдношення вiрогiдностi.

Для цього треба обчислити найбiльшу логарифмiчну вiрогi-
днiсть в умовах загальної моделi (рiзнi iнтенсивностi). Вона до-
рiвнюватиме сумi максимальних значень логарифмiчних вiрогi-
дностей для кожної вибiрки окремо. Далi, щоб знайти максимум
логарифмiчної вiрогiдностi при 𝐻0, треба об’єднати всi три ви-
бiрки в одну i пiдганяти пуассонову модель зi зрiзаним нулем по
об’єднанiй вибiрцi. Рiзниця мiж найбiльшим значенням при 𝐻0 i
найбiльшим значенням для загальної моделi буде потрiбною нам
статистикою логарифмiчного вiдношення вiрогiдностi.
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Згiдно з прикладом 8.3.5 оцiнки найбiльшої вiрогiдностi для
цiєї моделi тi ж, що й отриманi у прикладi 8.1.5 оцiнки методу
моментiв. Отже, визначимо:

O
> library(nleqslv)

> # Вводимо данi для аналiзу:

> x<-1:6 # кiлькiсть дефектiв на одному диску

> # частоти дискiв з такою кiлькiстю дефектiв

> # серед продукцiї фiрм A, B i C:

> A<-c(20,13,11,6,2,0)

> B<-c(25,20,15,7,0,1)

> C<-c(33,16,4,1,0,0)

> # моментна оцiнка

> # перший момент як функцiя вiд iнтенсивностi l

> # мiнус m - емпiричний момент

> moment<-function(l,m){

+ l/(1-exp(-l))-m

+ }

> # Оцiнка iнтенсивностi

> # x - вектор значень спостережуваної змiнної

> # w - частоти значень у вибiрцi

> EstP<-function(x,w){

+ m<-weighted.mean(x,w)

+ nleqslv(m,moment,m=m)$x

+ }

> # логарифмiчна функцiя вiрогiдностi

> # lambda - аргумент функцiї (iнтенсивнiсть)

> # x - вектор значень спостережуваної змiнної

> # w - частоти значень у вибiрцi

> llP<-function(lambda,x,w){

+ m<-weighted.mean(x,w)

+ n<-sum(w)

+ K<-length(x)

+ n*(m*log(lambda)-log(exp(lambda) -1))
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+ -sum(w*log(factorial(1:K)))

+ }
△

Обчислимо подвоєне логарифмiчне вiдношення вiрогiдностi:

O
> 2*(llP(EstP(x,A),x,A)+llP(EstP(x,B),x,B)

+ +llP(EstP(x,C),x,C)-llP(EstP(x,A+B+C),x,A+B+C))

[1] 0

△
Цю статистику треба порiвняти з пороговим значенням, яке є
квантилем розподiлу 𝜒2 з 𝑟 = 3 − 1 = 2 ступенями вiльностi,
оскiльки у загальнiй моделi пiдганялись 3 параметри, а у обмеже-
нiй𝐻0 —один. (Це також зрозумiло з того, що𝐻0 задається двома
рiвняннями-умовами: λ𝐴 = λ𝐵 , λ𝐵 = λ𝐶). Для α = 0.05 маємо:

O
> qchisq(1-0.05,2)

[1] 5.991465

△
Оскiльки статистика бiльша, нiж порiг, то слiд прийняти альтер-
нативу: вибiрки не є однорiдними, значення параметрiв суттєво
вiдрiзняються. J

Аналiзувати багатовибiрковi данi за цiєю схемою доцiльно, ко-
ли розмiри всiх вибiрок приблизно однакового порядку. Якщо,
наприклад, одна з вибiрок у 1000 разiв бiльша, нiж iншi, то зна-
чення параметрiв, отриманi оцiнкою по цiй вибiрцi, краще вважати
встановленими точно (оскiльки похибка їх оцiнки буде несуттєвою
порiвняно з похибками оцiнок за iншими вибiрками).

9.4 Тести за довiрчими iнтервалами

У пiдрозд. 8.5 ми розглядали застосування довiрчих iнтерва-
лiв для перевiрки гiпотез про невiдомi параметри розподiлу даних.
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Розберемо це питання з позицiй загальної теорiї перевiрки стати-
стичних гiпотез, якiй присвячено даний роздiл.

Нехай ϑ ∈ R—невiдомий числовий параметр розподiлу даних
X. За данимипобудовано довiрчий iнтервал [ϑ−(α), ϑ+(α)] для для
цього параметра, який покриває справжнє значення ϑ iз заданою
ймовiрнiстю 1− α:

P{ϑ ∈ [ϑ−(α), ϑ+(α)]} = 1− α.

(Зрозумiло, що ϑ+(α) i ϑ−(α) є також функцiями вiд X, хоча ми
цього явно не записуємо.)

Треба перевiрити гiпотезу𝐻0 про те, що ϑ ∈ Θ0, деΘ0 ⊂ R—
деякафiксованамножина. Для цьогоможна скористатись довiрчим
iнтервалом, застосувавши такий тест:

π(X) =

{︃
0 якщо [ϑ−(α), ϑ+(α)] ∩Θ0 ̸= ∅,

1 якщо [ϑ−(α), ϑ+(α)] ∩Θ0 = ∅,

тобто

Тест приймає основну гiпотезу, якщо довiрчий iнтервал пере-
тинає множину Θ0 i вiдхиляє її, якщо перетину немає.

Iнтуїтивний змiст тесту очевидний: будь-яка спiльна точка до-
вiрчого iнтервалу i Θ0 — кандидат на роль справжнього значення
ϑ, для якого виконується основна гiпотеза. Якщо таких кандидатiв
немає, 𝐻0 природно вiдхилити.

Яким буде рiвень значущостi такого тесту? Щоб зрозумiти це,
оцiнимоймовiрнiсть похибкипершого типу: тест вiдхиляє𝐻0, коли
вона правильна. Якщо 𝐻0 виконана, то ϑ ∈ Θ0 i

P{[ϑ−(α), ϑ+(α)] ∩Θ0 = ∅} ≤ P{ϑ ̸∈ [ϑ−(α), ϑ+(α)]} = α.

Отже, поклавши α = α0, де α0 — заданий стандартний рiвень
значущостi, отримаємо тест з рiвнем, який не перевищує стандар-
тного. Тобто наш тест π задовольняє мiнiмальну вимогу до тестiв
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(9.1), висунуту у пiдрозд. 9.1. Не очевидно, чи буде цей тест най-
кращим можливим, але за вiдсутностi кращих, користуватись ним
можна.

У прикладi 8.5.3 описана бiльш складна технiка перевiрки гi-
потез, яка використовує декiлька довiрчих iнтервалiв. А саме, ми
розглядаємо𝑚 невiдомих параметрiв ϑ𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 i для кожно-
го маємо довiрчий iнтервал [ϑ−𝑖 (α), ϑ

+
𝑖 (α)], тобто

P{ϑ𝑖 ∈ [ϑ−𝑖 (α), ϑ
+
𝑖 (α)]} = 1− α для всiх 𝑖 ∈ 1 . . . ,𝑚. (9.10)

Треба перевiрити гiпотезу 𝐻0 : ϑ1 = ϑ2 = · · · = ϑ𝑚 (однорi-
днiсть). Для цього застосовується такий тест:

π𝑚(α) =

{︃
0 якщо

⋂︀𝑚
𝑖=1[ϑ

−
𝑖 (α), ϑ

+
𝑖 (α)] ̸= ∅,

1 якщо
⋂︀𝑚

𝑖=1[ϑ
−
𝑖 (α), ϑ

+
𝑖 (α)] = ∅,

— ми приймаємо гiпотезу про рiвнiсть всiх параметрiв, якщо є
точка, яка належить всiм довiрчим iнтервалам, i вiдхиляємо, якщо
такої точки немає. Знову iнтуїтивний змiст зрозумiлий — спiльна
точка всiх iнтервалiв є природним кандидатом на роль єдиного
спiльного значення для всiх параметрiв.

Нажаль, для цього тесту рiвень значущостi може бути бiльшим,
нiж α. Дiйсно, при виконаннi 𝐻0 досить, щоб один з невiдомих
параметрiв не був покритий вiдповiдним довiрчим iнтервалом i
тест може прийняти альтернативу. А (9.10) гарантує лише те, що
для кожного iнтервалу окремо ймовiрнiсть покриття вiдповiдного
ϑ𝑖 буде дорiвнювати α. Такi набори довiрчих iнтервалiв називають
неодночасними.

Щоб перевiряти гiпотези за тестом π𝑚(α) iз заданим рiвнем
значущостi, потрiбен набiр одночасних довiрчих iнтервалiв, тобто
таких iнтервалiв [ϑ̃−𝑖 (α), ϑ̃

+
𝑖 (α)], для яких

P

[︃
𝑚⋂︁
𝑖=1

{ϑ𝑖 ∈ [ϑ̃−𝑖 (α), ϑ̃
+
𝑖 (α)]}

]︃
= 1− α



9.4. Тести за довiрчими iнтервалами 405

— ймовiрнiсть того, що всi довiрчi iнтервали одночасно покри-
вають вiдповiднi параметри дорiвнює 1 − α (або, для нестрогого
набору довiрчих iнтервалiв, не перевищує 1− α).

Iснують декiлька способiв побудови таких одночасних наборiв.
Тут ми розглянемо два.

Перший спосiб застосовується, якщо можна побудувати на-
бiр неодночасних довiрчих iнтервалiв, якi задовольняють (9.10) i
є незалежними мiж собою. (Напр., якщо кожен з цих iнтервалiв
будується по окремiй вибiрцi i цi вибiрки незалежнi, як у прикла-
дi 8.5.2). Тодi для того, щоб отримати набiр одночасних довiрчих
iнтервалiв з рiвнем значущостi α0, можна взяти неодночаснi, але з
меншим рiвнем

α = 1− 𝑚
√
1− α0, (9.11)

де𝑚 — кiлькiсть iнтервалiв у наборi.
Справдi, внаслiдок незалежностi:

P

[︃
𝑚⋂︁
𝑖=1

{ϑ𝑖 ∈ [ϑ−𝑖 (α), ϑ
+
𝑖 (α)]}

]︃
=

𝑚∏︁
𝑖=1

P
{︀
ϑ𝑖 ∈ [ϑ−𝑖 (α), ϑ

+
𝑖 (α)]

}︀
=

=
𝑛∏︁

𝑖=1

(1− α) = 1− α0.

Таким чином, набiр [ϑ−𝑖 (α), ϑ
+
𝑖 (α)] є набором одночасних довiрчих

iнтервалiв рiвня α0.
Другий спосiб можна використовувати i тодi, коли неодночаснi

довiрчi iнтервали є залежними. У цьому випадку вибираємо

α =
α0

𝑚.
(9.12)

(Такий пiдхiд називаютьметодом Бонферронi). При такому вибо-
рi α:

P

[︃
𝑚⋂︁
𝑖=1

{ϑ𝑖 ∈ [ϑ−𝑖 (α), ϑ
+
𝑖 (α)]}

]︃
= 1−P

[︃
𝑚⋃︁
𝑖=1

{ϑ𝑖 ̸∈ [ϑ−𝑖 (α), ϑ
+
𝑖 (α)]}

]︃
≥
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≥ 1−
𝑚∑︁
𝑖=1

P{ϑ𝑖 ̸∈ [ϑ−𝑖 (α), ϑ
+
𝑖 (α)]} = 1− α0.

Метод Бонферронi дає бiльш широкi довiрчi iнтервали, нiж метод,
що використовує незалежнiсть. Тому при його застосуваннi важче
помiтити вiдхилення вiд основної гiпотези, коли воно насправдi є.
Таким чином, метод Бонферронi доцiльно використовувати лише
тодi, коли початковi неодночаснi довiрчi iнтервали є залежними.
Хоча, при стандартному рiвнi значущостi α0 = 0.05 i невеликiй
кiлькостi iнтервалiв, вiдмiннiсть мiж цими двома типами iнтервалiв
на око майже непомiтна.

Приклад 9.4.1. Зобразимо набiр одночасних довiрчих iнтерва-
лiв для iнтенсивностей зрiзаного пуасонового розподiлу з прикла-
ду 8.1.5. На рис. 9.2 вони зображенi червоним кольором (суцiльною
лiнiєю) разом з неодночасними довiрчими iнтервалами (чорним ко-
льором, переривчастою лiнiєю), отриманими у прикладi 8.5.2.

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

A B C

Рис. 9.2. Довiрчi iнтервали для iнтенсивностей (одночаснi — суцiльною
лiнiєю, не одночаснi — переривчастою)

Програма на R для вiдображення цього рисунка майже та сама,
що у прикладi 8.5.2, лише α для одночасних iнтервалiв обчислює-
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ться за (9.11) з α0 = 0.05. Як бачимо, довiрчi одночаснi iнтервали
трохи ширшi, нiж неодночаснi, але у даному випадку це не вплину-
ло на висновок про неоднорiднiсть вибiрок: значення λ для вибiрки
C суттєво вiдрiзняється вiд λ для A i B, якi можуть бути однакови-
ми14.

Цей приклад iлюструє перевагу тесту на основi довiрчих iнтер-
валiв над тестом вiдношення вiрогiдностi, який ми застосували у
прикладi 9.3.3 . Довiрчi iнтервали дозволяють не тiльки виявити не-
однорiднiсть вибiрок, а i зрозумiти, яка саме вибiрка вiдрiзняється
вiд iнших. Можна сказати, що за допомогою набору одночасних
довiрчих iнтервалiв ми перевiряємо не пару гiпотез — 𝐻0 : одно-
рiднiсть проти 𝐻1 : неоднорiднiсть, а цiлий набiр з 5 гiпотез:

𝐻0 : λ𝐴 = λ𝐵 = λ𝐶 ;

𝐻𝐴 : λ𝐴 ̸= λ𝐵 = λ𝐶 ;

𝐻𝐵 : λ𝐴 = λ𝐶 ̸= λ𝐵;
𝐻𝐶 : λ𝐴 = λ𝐵 ̸= λ𝐶 ;
i 𝐻𝐴𝐵𝐶 : всi λ— рiзнi. J
Робити перевiрку багатьох гiпотез за допомогою картинки з

довiрчими iнтервалами значно зручнiше, нiж перевiряти такi гiпо-
тези попарно, використовуючи тести, подiбнi до тесту вiдношення
вiрогiдностi. Але при цьому слiд мати на увазi, що i рисунки iз
довiрчими iнтервалами не завжди вдається iнтерпретувати просто
i однозначно. Наприклад, якщо рисунок з довiрчими iнтервалами
має такий вигляд, як на рис. 9.3, то можна зробити висновок, що
вибiркам A i C вiдповiдають рiзнi значення параметра, а параметр
для вибiрки B може бути рiвним або параметру для A, або параме-
тру дляC. (Обом одразу не може, бо вони рiзнi!) Якому? Вiдповiсти
на це за довiрчими iнтервалами неможливо.

14Зрозумiло, що цей висновок є ghfdbkmybv лише за умови, що модель пуасо-
нового розподiлу зi зрiзаним нулем адекватно описує данi. Для перевiрки цього
можна скористатись тестом 𝜒2, див. приклад 9.6.2.



408 Роздiл 9. Перевiрка гiпотез

1
2

3
4

5
6

7

A B C

Рис. 9.3. Довiрчi iнтервали з невизначеним висновком

З iншого боку, тест вiдношення вiрогiдностi має певнi пере-
ваги над висновками за довiрчими iнтервалами. Вiн не дозволяє
сказати, в чому саме полягає неоднорiднiсть, але саму неоднорi-
днiсть вловлює акуратнiше, нiж це можна зробити за довiрчими
iнтервалами. Тест помiчає такi малi вiдхилення, яких довiрчi iн-
тервали не помiтять. Тому при аналiзi реальних даних доцiльно
поєднувати проведення числових тестiв на зразок тесту вiдношен-
ня вiрогiдностi iз графiчними засобами статистичного аналiзу, як
довiрчi iнтервали.

За тiєю ж логiкою можна використовувати й iншi довiрчi мно-
жини, наприклад, довiрчi елiпсоїди. Зокрема, у прикладi 8.5.3 при
застосуваннi довiрчих елiпсоїдiв для перевiрки гiпотези про одно-
часну однорiднiсть i математичних сподiвань, i дисперсiй доцiльно
зменшити номiнальний рiвень значущостi елiпсоїдiв за формулою
(9.11).

Довiрчi елiпсоїди можна також використовувати для перевiрки
бiльш складних гiпотез.

Приклад 9.4.2. Нехай у медичнiй лабораторiї впроваджує-
ться нова методика вимiрювання швидкостi осiдання еритроцитiв
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(ШОЕ) у пробах кровi. Стандартна методика, що використовува-
лась ранiше, забезпечує коефiцiєнт варiацiї вимiрювань 10% (тобто
CV=0.1). Треба перевiрити, чи гарантує нова методика такий самий
або кращий (менший) CV.

Для цього одну пробу кровi роздiлили на 6 окремих зразкiв i
по кожному визначили ШОЕ за новою методикою. Отримали такi
результати (у мiлiметрах на годину15):

N 1 2 3 4 5 6
ШОЕ 7.3 7.8 8.2 7.2 8.1 8.

За цими даними легко обчислити CV(X) = 0.05442358. Це майже
вдвiчi краще, нiж за стандартною методикою. Але наша вибiрка
складається лише з 6 спостережень. Чи можемо ми покладатись на
висновок з такої малої кiлькостi даних?

Припустимо,що коливання вимiрювань мають нормальний роз-
подiл з невiдомими нам математичним сподiванням µ i сере-
дньоквадратичним вiдхиленням σ. Нам треба перевiрити гiпотезу
𝐻0 : CV = σ/µ > 0.1 (Як основну слiд взяти саме цю гiпоте-
зу, а не протилежну, якщо ми хочемо своїми даними переконати
замовникiв в тому, що CV ≤ 0.1). У координатах (µ,σ) область,
що вiдповiдає 𝐻0, буде пiвплощиною, яка лежить вище прямої
σ > 0.1µ.

Зобразимо цю пiвплощину i довiрчий елiпсоїд для (µ,σ) iз за-
даним рiвнем значущостi α0 = 0.05. Переконливо вiдхилити 𝐻0

можна лише тодi, коли цей елiпсоїд не має спiльних точок з пiвпло-
щиною. (Ймовiрнiсть такої подiї при виконаннi 𝐻0 не бiльше α0,

15У стандартнiй методицi Вестергрена ШОЕ визначається як ширина прошар-
ку чистої плазми над еритроцитами, що осiли за годину i вимiрюється на око, з
точнiстю до мiлiметра. Але сучаснi автоматичнi методи можуть давати числа з
формально бiльшою точнiстю. Наскiльки така пiдвищена точнiсть може бути ко-
рисною для реальної дiагностики— питання непросте. Зокрема, якщо коливання
результатiв вимiрювань для одного зразка такi, як у нас, знаки пiсля коми навряд
чи є значущими.
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оскiльки вона можлива лише тодi, коли справжнє значення параме-
трiв опиняється за межами елiпсоїда). Якщо елiпсоїд i пiвплощина
мають хоча б одну спiльну точку, 𝐻0 слiд прийняти.

Для зображення елiпсоїда використаємо введену нами у при-
кладi 8.5.3 функцiю ConfEllipse(). Пiвплощину зобразимо фун-
кцiєю polygon():

O
> library(plotrix)

> x<-c(7.3, 7.8, 8.2, 7.2, 8.1, 8.)

> plot(c(5,10),c(0.1,1),type="n",xlab="mean",ylab="sd")

> points(mu,sigma)

> ConfEllipse(x,col="blue",density=15)

> polygon(c(4,11,11,4),c(0.4,1.1,1.1,1.1),

+ col="red",density=5)

> abline(0,0.1,lwd=2)
△

Результат вiдображено на рис. 9.4. Довiрчий елiпсоїд (синiй) та
множина значень параметрiв,що вiдповiдає𝐻0 (заштрихована чер-
воним), не перетинаються. Отже, 𝐻0 слiд вiдхилити, тобто коефi-
цiєнт варiацiї нової методики менший 0.1.

Тут корисно зробити зауваження. По-перше, довiрчий елiпсоїд,
який ми побудували, є асимптотичним, йому можна довiряти лише
при великих обсягах вибiрок. 6 спостережень навряд чи можна
назвати “великим обсягом”.

По-друге, нормальний розподiл коливань значень вимiрювань
взятий нами “зi стелi”. Дiйсно, при правильнiй побудовi методики
вимiрювання, похибки вимiрювань складаються внаслiдок дiй ба-
гатьох неконтрольованихфакторiв i серед цихфакторiв не повинно
бути “домiнуючих”, таких, якi переважають всi iншi16. Усередне-
ння впливiв таких факторiв за центральною граничною теоремою

16Якщо домiнуючi фактори є, правильна методика повинна враховувати i кон-
тролювати їхню дiю. Скажiмо, якщо на осiдання еритроцитiв великий вплив має
температура навколишнього середовища, то треба робити вiдповiдну поправку
на температуру при визначеннi результату.



9.5. Тести для нормального розподiлу 411

має давати приблизно нормальний розподiл. Але ми дослiджуємо
результати вимiрювання за нестандартною методикою. Хто може
гарантувати нормальнiсть розподiлу її похибок?

5 6 7 8 9 10
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2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

mean

sd

Рис. 9.4. Довiрчий елiпсоїд для даних ШОЕ

Отже, наш висновок про виконання умови CV<0.1 можна об-
ґрунтовано критикувати. Проте рис. 9.4 додає впевненостi в тому,
що нова методика визначення ШОЕ є перспективною. J

9.5 Тести для нормального розподiлу

Цей пiдроздiл присвячено тестам, якi застосовуються для пере-
вiрки гiпотез про математичнi сподiвання або дисперсiї даних, що
за припущенням мають нормальний (гауссiв) розподiл. Наприклад,
для математичного сподiвання розподiлу однiєї кратної вибiрки
можна розглядати задачу перевiрки гiпотези про те, що справжнє
значення математичного сподiвання µ дорiвнює даному фiксова-
ному числу µ0, або що воно не перебiльшує µ0. Зазвичай у таких
задачах дисперсiя σ2 розподiлу невiдома, але бувають i задачi, в
яких точне значення σ2 вiдоме.
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Якщо спостереження складаються з двох вибiрок, то може ви-
никнути питання про те, чи є однаковими їхнi математичнi спо-
дiвання (гiпотеза однорiдностi середнiх17). Дисперсiї при цьому
можуть бути вiдомими для обох вибiрок або невiдомими. Якщо
треба робити висновки про математичне сподiвання, а дисперсiя
невiдома, то її називають заважаючим параметром у цiй задачi.

Аналогiчно можна сформулювати вiдповiднi гiпотези для дис-
персiй. Наприклад, для двовибiркових даних часто виникає задача
перевiрки гiпотези про те, що дисперсiї обох вибiрок однаковi.
Для перевiрки гiпотез про дисперсiї математичне сподiвання буде
заважаючим параметром, якщо воно невiдоме.

Для перевiрки гiпотез такого родуще у першiй половинi ХХ ст.
розроблений набiр стандартних тестiв, якi прийнято вважати опти-
мальними. Бiльшiсть з них є варiантами тесту вiдношення вiрогi-
дностi для вiдповiдної задачi. Зазвичай вони є рiвномiрно найбiльш
потужними серед тестiв, якi природно застосовувати у данiй задачi
перевiрки гiпотез. У тих випадках, коли вiдповiдного рiвномiрно
найбiльш потужного тесту не iснує, стандартний тест дає результа-
ти розумно близькi до найкращих можливих у тих випадках, яких
природно сподiватись у практичних задачах. Тому немає сенсу на-
магатись розробляти свої власнi тести у данiй областi, якщо тiльки
ви не є спецiалiстом саме з цього типу тестiв i не хочете довести
перевагу свого пiдходу iншим спецiалiстам в галузi статистичної
теорiї. Спецiалiсти з прикладної статистики та практики у предме-
тних областях, де застосовується статистика, все одно не повiрять
у доречнiсть застосування нестандартного тесту до нормально роз-
подiлених даних.

Всi тести, описанi у даному пiдроздiлi, крiм тесту Велча —
Сатерсвайта, є неасимптотичними, тобто їх можна застосовувати
для всiх обсягiв вибiрок, бiльших 1. Можливiсть робити висновки

17Математичне сподiвання теоретичного розподiлу часто трактують, як сере-
днє значення дослiджуваної величини у генеральнiй сукупностi, з якої вiдiбрано
вибiрку. Тому гiпотезу про рiвнiсть математичних сподiвань також називають
гiпотезою про однорiднiсть середнiх.
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всього лиш по чотирьох (а то i по двох) спостереженнях — велика
перевага. Але слiд розумiти, що вона ґрунтується на апрiорному
припущеннi про нормальнiсть розподiлу цих спостережень. Якщо
воно неправильне, висновки можуть бути цiлком хибними.

Для вибiрок великих обсягiв припущення про нормальнiсть не
є критичним, якщо перевiряється гiпотеза про математичнi сподi-
вання. Висновки вiдповiдних стандартних тестiв будуть достатньо
надiйними завдяки центральнiй граничнiй теоремi18. Для стандар-
тних тестiв щодо дисперсiй це не правильно — на не нормальних
даних вони можуть давати хибнi результати навiть при великих
обсягах вибiрок.

Далi ми спочатку подивимось, як у R перевiряти гiпотези, ви-
користовуючи стандартнi функцiї, а лише потiм, на основi яких
формул працюють цi функцiї. Таким чином, читач, якого не цiкав-
лять деталi, може обмежитись знайомством з технiкою використа-
ння стандартних функцiй R у пiдрозд. 9.5.1 та 9.5.2, не входячи у
розгляд математики, на яку вони спираються.

9.5.1 T-тест. Перевiрка гiпотез про середнi.
Дисперсiя — заважаючий параметр

Для того, щоб перевiряти гiпотези про значення математично-
го сподiвання нормального розподiлу, у випадку, коли дисперсiя
невiдома, можна використовувати функцiю t.test. Вона реалiзує
рiзнi версiї T-тесту Стьюдента.

Функцiя t.test має такi параметри:
x, y — набори даних. Якщо перевiряється гiпотеза про одну

вибiрку, досить вказати тiльки x, а y не задають. При порiвняннi
двох вибiрок одну з них вмiщують в x, а другу — в y. Можливий
також варiант запису двовибiркової задачi у виглядi формули. Тодi
перший параметр функцiї записують як data~factor, де data —
числовий вектор, що мiстить першу i другу вибiрки, factor —

18Зрозумiло, що для цього розподiл даних повинен мати скiнченну дисперсiю,
iнакше центральна гранична теорема виконуватись не буде.
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вектор факторiв тiєї ж довжини, що data, елементи якого можуть
набувати лише двох рiзних значень, якi вказують, до якої вибiрки
належить вiдповiдний елемент data.

alternative—вказує альтернативу, яка перевiряється. Стан-
дартно це "two.sided" — двостороння альтернатива. Тобто
основною гiпотезою вважається𝐻0 : µ =mu, де mu—число, задане
у вiдповiдному параметрi функцiї, а𝐻1 : µ ̸=mu. У цьому випадку
тест помiчає вiдхилення вiд основної гiпотези в обидва боки — у
бiльший i менший.

Якщо обрати alternative="greater", то тест для однiєї ви-
бiрки x з невiдомим математичним сподiванням µ буде перевi-
ряти гiпотезу 𝐻0 : µ ≤mu, проти альтернативи 𝐻1 : µ >mu,
тобто помiчатиме лише вiдхилення у бiльший бiк, а всi зна-
чення µ <mu розглядатиме як вiдповiднi основнiй гiпотезi. При
alternative="less" навпаки, 𝐻1 : µ <mu, проти 𝐻0 : µ ≥mu.
(Досить вказати лише першу лiтеру назви альтернативи— t, l або
g).

Якщо задано двi вибiрки19 x та y з невiдомими математични-
ми сподiваннями µ𝑥 i µ𝑦, то перевiряються гiпотези про рiзницю
µ𝑦 − µ𝑥, аналогiчнi тим, що розглянутi вище для одновибiркового
тесту. Наприклад, при alternative="greater", альтернатива має
вигляд 𝐻1 : µ𝑦 > µ𝑥+mu, а основна гiпотеза — 𝐻0 : µ𝑦 ≤ µ𝑥+mu.

mu — як ми тiльки що розiбрали, це параметр, де вказується
значення, або одностороння межа для µ в одновибiркових тестах,
або для µ𝑦 − µ𝑥 — у двовибiркових.

paired—цей параметр використовується тiльки у двовибiрко-
вих тестах. Для вибiрок x та y можливi два випадки: вони можуть
мiстити данi про два набори рiзних об’єктiв, не пов’язаних мiж
собою (незалежнi або непов’язанi вибiрки), або у x можуть бути
данi про деяку характеристику дослiджуваних об’єктiв, у y—про
iншу характеристику цих самих об’єктiв (залежнi, або “пов’язанi
вибiрки”). Тести для перевiрки рiвностi математичних сподiвань

19Або формула, за якою данi розбиваються на двi такi вибiрки.
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рiзнi для зв’язаних i незв’язаних вибiрок. Тести для зв’язаних
вибiрок називаються “парними тестами”. Якщо вам потрiбен пар-
ний тест, обирайте paired=TRUE. Якщо вибiрки непов’язанi —
paired=FALSE. (Стандартно FALSE).

var.equal — органiзацiя двовибiркового тесту суттєво рiзна
залежно вiд того, чи вважаємо ми однаковими (невiдомi) дисперсiї
в обох вибiрках. Якщо є пiдстави вважати дисперсiї однаковими,
вибираємо var.equal=TRUE, тодi тесту буде легше помiтити вiд-
мiннiсть математичних сподiвань. Якщо впевненостi немає, краще
обрати var.equal=FALSE—такий вибiр не буде помилкою у будь-
якому випадку (це стандартний варiант20).

conf.level — крiм перевiрки гiпотези тест також вказує до-
вiрчий iнтервал для математичного сподiвання (µ𝑦 − µ𝑥 для дво-
вибiркових тестiв). Цей параметр задає його надiйнiсть (1 − α0).
Якщо обрана двостороння гiпотеза, будується звичайний довiрчий
iнтервал, якщо одностороння—вказується тiльки одна односторо-
ння межа, яка дозволяє перевiрити вiдповiдну гiпотезу (як другий
кiнець iнтервалу, вказують ±Inf).

Результатом виконання функцiї є об’єкт, що має такi атрибути:
statistic i parameter — значення статистики тесту (це 𝑇 -

статистика, див. п. 9.5.5) i кiлькiсть ступенiв вiльностi для неї;
p.value — значення досягнутого рiвня значущостi тесту (по-

рiвняти його iз стандартним i прийняти ту чи iншу гiпотезу ви
маєте самi);

conf.int— межi довiрчого iнтервалу.
Результат функцiї t.test() має ще кiлька атрибутiв, що вiдi-

грають допомiжну роль, їх можна подивитись у help.
Приклад 9.5.1. В автоматi, що розливає каву по склянках, є

дозатор, який регулює об’єм налитої кави. Ми встановили його

20Але слiд мати на увазi, що при var.equal=TRUE використовується не асим-
птотичний T-тест Стьюдента, який можна застосовувати при будь-яких обсягах
вибiрки бiльше 2. При var.equal=FALSE використовується тест Велча— Сатер-
свайта, який є наближеним i дає хорошi результати лише при достатньо великих
обсягах вибiрки.
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на подiлку 100 мл i хочемо перевiрити, чи правильно вiн працює.
Для цього п’ять разiв замовили автомату каву i кожного разу ви-
мiряли об’єм, який вiн налив. Отримали значення: 95, 90, 105, 90,
85. Бачимо, що недолив зустрiчається значно частiше, нiж переви-
щення замовленого об’єму. Чи свiдчать цi данi про систематичне
вiдхилення середнього об’єму кави, яку наливає автомат, вiд но-
мiнального?

Для перевiрки використаємо T-тест. Як основну гiпотезу вi-
зьмемо припущення, що автомат працює правильно21 — матема-
тичне сподiвання об’єму налитої у склянку кави 𝐻0 : µ = 100.
Перевiряємо наявнiсть вiдхилень в обидва боки (двостороння гi-
потеза):

O
> t.test(c(95, 90, 105, 90, 85),mu=100)

One Sample t-test

data: c(95, 90, 105, 90, 85)

t = -2.0642, df = 4, p-value = 0.1079

alternative hypothesis: true mean is not equal to 100

95 percent confidence interval:

83.58462 102.41538

sample estimates:

mean of x

93

△
R вивiв таблицю результатiв, де вказано, що застосовувався

одновибiрковий T-тест, написано, по яких даних проводились пiд-
рахунки. Значення T-статистики виявилось рiвним -2.0642 (чим
ближче статистика до 0, тим бiльше це свiдчить на користь основ-
ної гiпотези). Досягнутий рiвень значущостi — 0.1079, тобто
основну гiпотезу про те, що автомат в середньому дає 100 мл кави,

21Саме так треба робити, якщо ми хочемо, щоб у хибностi роботи автомата
нас переконували данi спостережень, а не апрiорнi мiркування.
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слiд прийняти за результатами T-тесту при будь-якому розумному
стандартному рiвнi значущостi.

Довiрчий iнтервал — [83.58462, 102.41538] (з рiвнем значущо-
стi 0.05). Оскiльки 100 потрапляє до цього iнтервалу, то у нас
немає причин вiдхилити гiпотезу µ = 100. Тест на основi довiрчо-
го iнтервалу рекомендує прийняти𝐻0. (У даному випадку тест на
основi довiрчого iнтервалу i T-тест еквiвалентнi. При однаковому
рiвнi значущостi вони на будь-яких даних будуть видавати однi i
тi самi результати).

Далi у таблицi вказано, що середнє за даними дорiвнює 93. Це,
звичайно, менше, нiж 100, але таке вiдхилення виявилось недоста-
тнiм для того, щоб зробити висновок про систематичну помилку
автомата. Маємо розглядати це як результат випадкових коливань
навколо правильного середнього положення 100 мл.

Нехай тепер нас цiкавить тiльки можливiсть недоливу, а пе-
релив ми готовi полишити на совiсть автомата. Якщо за даними
бажано побачити можливий недолив, то як основну треба взяти
гiпотезу про перелив: 𝐻0 : µ > 100.

O
> t.test(c(95, 90, 105, 90, 85),mu=100,

+ alternative="less")

One Sample t-test

data: c(95, 90, 105, 90, 85)

t = -2.0642, df = 4, p-value = 0.05397

alternative hypothesis: true mean is less than 100

95 percent confidence interval:

-Inf 100.2294

sample estimates:

mean of x

93

△
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Як бачимо з таблицi, для одностороннього тесту p-value =

0.05397. При стандартному рiвнi значущостi α = 0.05 нам знову
слiд прийняти гiпотезу про вiдсутнiсть недоливу22. Але досягну-
тий рiвень значущостi тепер менший, нiж у попередньому випадку.
Недолив легше помiтити, якщо не вiдволiкатись на пошук можли-
вого, але не цiкавого для нас переливу.

Дехто може сказати, що 0.05397 — це майже 0.05. Iще б тро-
хи, i ми виявили б недолив! Зрештою, при дуже великому бажан-
нi, можна дозволити собi пiдняти допустиму ймовiрнiсть помилки
першого роду до 0.1. Тодi наче можна буде прийняти альтернативу.
Але якщо ви з таким результатом спробуєте потягнути продавцiв
кави до суду за недолив, то їхнi адвокати зроблять з вас посмiхови-
ще. Краще спробувати отримати бiльше даних на користь вашого
висновку, наприклад, провести з автоматом iще кiлька дослiдiв.

Тут є делiкатна проблема: якщо ви будете наливати склянки
по однiй i перевiряти кожного разу гiпотезу про недолив за всiма
даними отриманими до даного моменту, то рано чи пiзно тест повi-
домить вас про недолив навiть тодi, коли насправдi його немає (при
µ = 100). Правильний пiдхiд: визначити потрiбну кiлькiсть експе-
риментiв заздалегiть. За наявностi деякої попередньої iнформацiї
це можливо. J

Приклад 9.5.2.Уприкладi 3.4.4 ми розглядали данi про iнтерес
дошортiв двох рiзнихфасонiв. Вiдобразивши цi данi на картi США
ми помiтили, що переважання iнтересу до джинсових шортiв над
карго-шортами характерне для штатiв, що розташованi у басейнi
Мiссiсiпi — Мiссурi. Звичайно, картинка на картi для когось мо-
же бути переконливою, а комусь здаватись безглуздою. Наскiльки
статистично значущим є виявлений нами ефект? Щоб перевiрити

22Серед результатiв роботи функцiї t.test() знаходимо також “односторон-
нiй довiрчий iнтервал” (−∞, 100.2294] для µ з рiвнем значущостi α = 0.05.
Оскiльки множина значень µ, що вiдповiдають 𝐻0, тобто [100,+∞) має спiльнi
точки з цим iнтервалом, мусимо прийняти𝐻0 за правилом з пiдрозд. 9.4. Цей тест
на основi одностороннього довiрчого iнтервалу завжди дає той самий результат,
що i вiдповiдний одностороннiй T-тест Стьюдента.
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це, спробуємо застосувати T-тест для перевiрки рiвностi матема-
тичних сподiвань двох вибiрок.

Нагадаємо, що у фреймi даних, який розглядається, змiнна
cargo мiстить кiлькiсть запитiв про карго-шорти у даному штатi, а
змiнна jean—кiлькiсть запитiв про джинсовiшорти23.Щоб охара-
ктеризувати переважання iнтересу до джинсових шортiв, введемо
змiнну x, що визначається як

x=jean/(jean+cargo).
Чим бiльше у даному штатi цiкавляться джинсовими шортами,

тим бiльше x. У змiннiй miss мiститься значення 1, якщо штат
лежить у басейнi Мiссiсiпi — Мiссурi (ММ-штат), i 0 — якщо нi
(не-ММ штат)24. Чи можна вважати, що змiнна x має нормальний
розподiл? РозглянемоQ-Q-дiаграму для неї окремо поММ-штатах
та не-ММ штатах (див. рис. 9.5, 9.6).

O
> tb<-read.table("c:/rem/term/shortU.txt",header=T)

> tb$x<-tb$jean/(tb$jean+tb$cargo)

> qqnorm(tb$x[tb$miss==0],main=" ",

+ xlab=" ",ylab=" ")

> qqline(tb$x[tb$miss==0])

> qqnorm(tb$x[tb$miss==1],main=" ",

+ xlab=" ",ylab=" ")

> qqline(tb$x[tb$miss==1])

△
На дiаграмi для не-ММ штатiв (рис. 9.5) точки добре вклада-

ються на пряму, розподiл можна вважати нормальним. На дiаграмi
ММштатiв (рис. 9.6) помiтний викид, що вiдповiдає штату Пiвден-
на Дакота, для якого значення x= 1 (жителi цього штату не робили

23Фрейм даних завантажується з файла shortU.txt i у програмах далi фiгурує
пiд назвою tb.

24Я створив цю змiнну сам за картою США. Є деяка непевнiсть щодо того,
як вiдмiчати штати, якi частково лежать у басейнi цих рiк, а частково — нi.
Можливо, моя класифiкацiя не зовсiм методично коректна, але можемо собi таке
дозволити, оскiльки тут цей приклад має навчальний характер.
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жодного запиту про карго-шорти). За винятком цього викиду, то-
чки на QQ-дiаграмi добре вкладаються на пряму— розподiл також
можна вважати нормальним.
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Рис. 9.5. Q-Q-дiаграма для не-ММ штатiв
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Рис. 9.6. Q-Q-дiаграма для ММ штатiв
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Пояснити особливiсть Пiвденної Дакоти не берусь, тому да-
лi будемо проводити аналiз даних як з викидом, так i без нього.
Подивимось, чи вплине викид на статистичнi висновки.

Застосуємо двовибiрковий T-тест для незв’язаних вибiрок для
перевiрки того, чи є значуща вiдмiннiсть мiж середнiми значен-
нями (математичними сподiваннями) змiнної x у ММ та не-ММ
штатах25:

O
> t.test(tb$x~tb$miss)$p.value # з викидом

[1] 0.01502045

> tb1<-tb[!(tb$x==1),] # видалили викид

> t.test(tb1$x~tb1$miss)$p.value # без викиду

[1] 0.0002063404

△
Як бачимо, у варiантi з викидом досягнутий рiвень значущостi —
0.01502, без викиду — 0.0002063. При α0 = 0.05 треба приймати
альтернативу (математичнi сподiвання x по рiзних групах штатiв
значущо вiдрiзняються). При α0 = 0.01 прийняти альтернативу
треба, якщо не враховувати викид. Можна сказати, що цей викид
(якщо трактувати його як забруднення) маскує вiдмiннiсть сере-
днiх. Цiкаво, що при врахуваннi викиду рiзниця мiж вибiрковими
середнiми зростає. Здавалося б, бiльшу рiзницю легше помiтити?
Але насправдi тест порiвнює рiзницю мiж середнiми з розкидом
спостережень. Альтернатива приймається тодi, коли рiзницю сере-
днiх не можна пояснити випадковим розкидом. А викид збiльшує
також i розкид вибiрки,у даному випадку значнiше, нiж рiзницю
середнiх.

Оскiльки ми приймаємо стандартне α0 = 0.05, то нашим оста-
точним висновком буде прийняття альтернативи незалежно вiд

25Стандартно функцiя t.test() використовує двостороннiй тест.
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трактування викиду у Пiвденнiй Дакотi. J
Приклад 9.5.3. Виробники акумуляторiв для слухових апара-

тiв випустили акумулятори нової моделi i стверджують, що вони
працюють до розряду в середньому на 2 год. довше, нiж старi у тих
самих апаратах. Для перевiрки цього твердження взяли п’ять слу-
хових апаратiв i спочатку ввiмкнули їх зi старими акумуляторами
та дали працювати до розряду, а потiм — з новими. Результати —
тривалiсть роботи до розряду у годинах записанi у таблицi:

Номер апарата 1 2 3 4 5
Старi акумулятори 12 14 11.5 13 10
Новi акумулятори 14.5 15 13 14 11.5

Середнiй час роботи нових акумуляторiв 13.6 год. Це лише
на 1.5 год. бiльше нiж середнiй час роботи старих (12.1 год.). Чи
можна, спираючись на цi данi стверджувати, що виробник непра-
вильно iнформує про переваги нових акумуляторiв? Для перевiрки
значущостi результату застосуємо T-тест. Оскiльки тривалiсть ро-
боти акумулятора може залежати вiд слухового апарата, у якому
вiн працює, вибiрки для нових i старих акумуляторiв є зв’язани-
ми. Отже, встановлюємо опцiю paired=TRUE. Основною має бути
гiпотеза, що виробник дає достовiрну iнформацiю — середня рi-
зниця мiж часом роботи нового i старого акумуляторiв бiльше 2.
Проведемо парний T-тест, вибравши односторонню альтернативу
“рiзниця середнiх менше mu=2” (l):

O
> y<-c(12,14,11.5,13,10) # старi акумулятори

> x<-c(14.5,15,13,14,11.5) # новi акумулятори

> t.test(x,y,mu=2,alternative="l",paired=TRUE)

Paired t-test

data: x and y

t = -1.8257, df = 4, p-value = 0.07096

alternative hypothesis: true difference in means is



9.5. Тести для нормального розподiлу 423

less than 2 95 percent confidence interval:

-Inf 2.08383

sample estimates:

mean of the differences

1.5

△
Тест дає досягнутий рiвень значущостi 0.07096, цього не досить,
щоб сваритись iз виробником. Приймаємо основну гiпотезу. J

9.5.2 F-тест. Перевiрка гiпотез про дисперсiї.
Заважаючий параметр — математичне
сподiвання

Розглянемо тепер задачу перевiрки гiпотез про дисперсiї двох
нормально розподiлених вибiрок при невiдомому математичному
сподiваннi. Для перевiрки таких гiпотез використовують F-тест
(тест Фiшера). У R цей тест реалiзовано в функцiї var.test().
Логiка її використання схожа на логiку t.test() (див. п. 9.5.1) для
двовибiркових гiпотез, але є i вiдмiнностi. Параметри цiєї функцiї:

x, y — вибiрки, за якими перевiряється гiпотеза. Як i у
t.test(), можна задати x, y або вказати формулу типу

data~factor.
Вибiрки x, y вважаються нормальними з невiдомими дисперсi-

ями σ2𝑥, σ2𝑦 вiдповiдно. Математичнi сподiвання також вважаються
невiдомими.

ratio вiдношення дисперсiй σ2𝑥/σ2𝑦, що вiдповiдає нульовiй
гiпотезi.

alternative — вказує, для якої альтернативи робиться пере-
вiрка. Якщо вказано alternative="two.sided"—перевiряється
гiпотеза 𝐻0 : σ

2
𝑥/σ

2
𝑦 =ratio проти альтернативи

𝐻1 : σ
2
𝑥/σ

2
𝑦 ̸=ratio.

Варiанти alternative="greater" або "less" вiдповiдають
одностороннiм альтернативам 𝐻1 : σ2𝑥/σ

2
𝑦 >ratio (вiдповiдно —

<).
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conf.level—задає рiвень надiйностi (1−α) довiрчого iнтер-
валу для вiдношення σ2𝑥/σ2𝑦.

В результатi виконання функцiя створює об’єкт, що має такi
атрибути:

statistic — значення статистики тесту (F-статистика Фiше-
ра);

parameter— пара чисел, що вiдповiдають ступеням вiльностi
чисельника i знаменника у розподiлi Фiшера для статистики тесту;

p.value— досягнутий рiвень значущостi тесту;
conf.int— довiрчий iнтервал для σ2𝑥/σ2𝑦;
estimate— оцiнка для σ2𝑥/σ2𝑦.
Приклад 9.5.4.Продовжимо розгляд даних про iнтерес дошор-

тiв з прикладiв 9.5.2 i 3.4.4. Перевiримо, чи вiдрiзняються дисперсiї
змiнної x26 для ММ i не-ММ штатiв:

O
> tb<-read.table("c:/rem/term/shortU.txt",header=T)

> tb$x<-tb$jean/(tb$jean+tb$cargo)

> var.test(tb$x~tb$miss)$p.value # з викидом

[1] 9.85907e-10

> tb1<-tb[!(tb$x==1),] # видалили викид

> var.test(tb1$x~tb1$miss)$p.value # без викиду

[1] 0.0752459

△
З урахуванням викиду — Пiвнiчної Дакоти виявляється, що вiд-
мiннiсть мiж дисперсiями значуща на будь-якому розумному рiвнi
значущостi — досягнутий рiвень значущостi 𝑝 = 9.86 × 10−10.
Без викиду маємо 𝑝 = 0.075. Це i не дивно: з викидом вибiркова
дисперсiя x по ММштатах дорiвнює 0.013, а без викиду— 0.0016,
тобто на порядок менше (i ближче до дисперсiї по не-ММ штатах
— 0.00075). Я б сказав, що данi не пiдтверджують гiпотезу про

26Рiвень iнтересу до джинсових шортiв.
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вiдмiннiсть дисперсiй характеристики x у ММ i не-ММ штатах.
Втiм, навiть без викиду вибiрковi дисперсiї вiдрiзняються прибли-
зно вдвiчi. Тому впевеностi у рiвностi вiдповiдних теоретичних
дисперсiй немає.

Якщо прийняти гiпотезу про рiвнiсть дисперсiй, то можна по-
вторити тест для рiвностi математичних сподiвань x, враховуючи
це припущення, тобто з опцiєю var.equal=TRUE:

O
> t.test(tb1$x~tb1$miss,

+ var.equal=TRUE)$p.value # данi без викиду

[1] 6.868349e-05

△
Отримали досягнутий рiвень значущостi 𝑝 = 6.87 × 10−5, тобто
вiдмiннiсть середнiх у штатах рiзних груп є значущою. Нагадаю,
що той самий результат ми отримали i без припущення про рiвнiсть
дисперсiй.

Власне, результат цiєї останньої перевiрки можна було перед-
бачити без проведення тесту: якщо ми побачили вiдмiннiсть сере-
днiх, не використовуючи припущення про рiвнiсть дисперсiй, то
тим бiльше воно буде помiтне з таким припущенням. У протиле-
жному випадку, коли T-тест з var.equal=FALSE не бачить невели-
ких вiдмiнностей, тест з var.equal=TRUE може їх трактувати як
значущi. J

9.5.3 Z-тест для гiпотез про середнє
без заважаючих параметрiв

Перейдемо тепер до теоретичного опису тестiв. Почнемо з те-
стiв для математичного сподiвання.

Нехай данi X = (ξ1, . . . , ξ𝑛) являють собою кратну вибiрку з
розподiлу 𝑁(µ,σ2), причому σ2 вiдоме, а µ— нi. Потрiбно пере-
вiрити гiпотезу 𝐻0 : µ ≤ µ0 проти альтернативи 𝐻1 : µ > µ0, де
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µ0 — деяке фiксоване число. Стандартний рiвень значущостi —
α0.

Для перевiрки використаємо статистику

𝑍 =

√
𝑛(ξ̄− µ0)
σ

,

де ξ̄ — вибiркове середнє X, 𝑛 — кiлькiсть спостережень. (𝑍
називають Z-статистикою).

Як i ранiше, позначимо λα0 = 𝑄𝑁(0,1)(1−α0)— це буде порiг
нашого тесту. Тест побудуємо таким чином:

Якщо 𝑍 > λα0 — приймаємо 𝐻1, iнакше — приймаємо 𝐻0.

Цей тест називають одностороннiм Z-тестом.
Якщо справжнє µ = µ0, то 𝑍 ∼ 𝑁(0, 1) i P{𝑍 > λα0} = α0.

Якщо µ < µ0, то

P{𝑍 > λα0} = P{
√
𝑛(ξ̄− µ0)/σ > (µ0 − µ)/σ+ λα0} ≤

≤ P{(ξ̄− µ0)/σ > λα0} ≤ α0.

Отже, для всiх µ ≤ µ0 ймовiрнiсть помилки першого роду
нашого тесту не перевищує α0, тобто рiвень значущостi Z-тесту
дорiвнює α0.

Можна показати, що одностороннiй Z-тест є рiвномiрно най-
бiльш потужним у класi всiх тестiв iз заданим рiвнем значущостi
(див. [46], приклад 6.6, або [3], п. 5 розд. 3). Вiн також буде тестом
вiдношення вiрогiдностi. Досягнутий рiвень значущостi цього те-
сту 𝑝 = 1− Φ(𝑍), де Φ(𝑥) —функцiя розподiлу 𝑁(0, 1).

Приклад 9.5.5. Вагу дослiджуваного зразка вимiряли тричi
на вагах, що мають стандартне вiдхилення похибки вимiрювання
σ = 0.5 мг. Отриманi результати: 11 мг, 10.3 мг, 10.6 мг. Чи мо-
жна стверджувати, що вага зразка бiльша, нiж 10 мг? Перевiрку
гiпотези зробити з рiвнем значущостi α0 = 0.01.
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Оскiльки всi спостереження бiльше 10, то на перший погляд
данi пiдтверджують гiпотезу. Але вiдхилення вимiряних значень
вiд 10 невелике порiвняно з стандартним вiдхиленням похибки.
Тому необхiдно зробити акуратну перевiрку з використанням вiд-
повiдного тесту. Ми будемо трактувати справжнє значення ваги
µ як математичне сподiвання вимiрювань, а вiдхилення вiд нього,
як випадкову похибку з нормальним розподiлом, що має нульове
математичне сподiвання та дисперсiю σ2. (Вимiрювальнi прилади
спецiально виробляють i градуюють так, щоб їхнi похибки були
такими).

Основною буде гiпотеза, протилежна тiй, яку ми хочемо пiд-
твердити даними: 𝐻0 : µ ≤ 10. Якщо тест прийме протилежну
гiпотезу 𝐻1 : µ > 10, це буде її переконливим обґрунтуванням.
Обчислимо досягнутий рiвень значущостi Z-тесту для цiєї пари
гiпотез:

O

> x<-c(11,10.3,10.6)

> 1-pnorm(sqrt(length(x))*(mean(x)-10)/0.5)

[1] 0.01412018

△
Отримали 𝑝 = 0.0141. Це бiльше, нiж 0.01, тест приймає основну
гiпотезу. Отже, проведених вимiрювань недостатньо, щоб пiдтвер-
дити, що µ > 10 мг. J

Зазначимо, що якщо при використаннi Z-тесту завищити дис-
персiю (тобто взяти для нормування не справжню дисперсiю, а її
оцiнку зверху), то рiвень його значущостi зменшиться. Тобто його
можна буде використовувати, хоча при цьому зросте ймовiрнiсть
помилок другого роду: тест перестане помiчати альтернативнi зна-
чення, якi лежать близько до порогу µ0.

Якщо треба перевiрити гiпотезу𝐻0 : µ = µ0 проти двосторон-
ньої альтернативи𝐻1 : µ ̸= µ0, застосовують двостороннiй Z-тест,
який працює таким чином:
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Прийняти 𝐻0, якщо |𝑍| < λα0/2 i вiдхилити у протилежному
випадку.

Цей тест є рiвномiрно найбiльш потужним у класi всiх незмi-
щених тестiв рiвня α0. Досягнутий рiвень значущостi для нього
𝑝 = (1− Φ(|𝑍|))/2.

Двостороннiй Z-тест еквiвалентний тесту вiдношення вiрогi-
дностi для вiдповiдної гiпотези i тесту на основi довiрчого iнтер-
валу для µ. У даному випадку довiрчий iнтервал рiвня α0 для µ
має вигляд

𝐴𝑛(α0) = [ξ̄− λα0/2σ/
√
𝑛, ξ̄+ λα0/2σ/

√
𝑛]. (9.13)

Зрозумiло, що умова |𝑍| < λα0/2 еквiвалентна µ ∈ 𝐴𝑛(α0).
Досить часто виникає потреба розглядати гiпотезу µ = µ0 не

як основну, а як альтернативну. Скажiмо, якщо за даними кiлькох
зважуваньмихочемоперевiрити, чи є дана гиря стандартною гирею
вагою 1 кг, нам треба як основну взяти гiпотезу про те, що вона
нестандартна: 𝐻0 : µ ̸= 1 кг, 𝐻1 : µ = 1 кг.

У такiй постановцi розумний тест для перевiрки цих гiпотез
запропонувати не можна. Множина значень µ, яка вiдповiдає аль-
тернативi, настiльки вузька, що найкраща оцiнка для µ, тобто ξ̄,
потрапляє у неї з ймовiрнiстю 0. А коли ξ̄ потрапляє у множину,
яка вiдповiдає основнiй гiпотезi𝐻0, у нас немає причин вiдхилити
𝐻0.

Бiльш розумним буде встановити певну область допустимих
значень навколо стандарту, якi вiдповiдатимуть альтернативi. На-
приклад, нехай стандартна гиря повинна мати вагу 1 кг±1 г. Тодi
𝐻0 : µ ̸∈ [0.999, 1.001], 𝐻1 : µ ∈ [0.999, 1.001].

У загальному виглядi можна записати 𝐻0 : µ ̸∈ [𝑎, 𝑏], де 𝑎 < 𝑏
— фiксованi числа. Для перевiрки такої гiпотези проти альтерна-
тиви 𝐻1 : µ ∈ [𝑎, 𝑏], можна застосувати тест на основi довiрчого
iнтервалу:
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𝐻1 приймається, якщо𝐴𝑛(α0) повнiстю лежить у [𝑎, 𝑏]. Якщо
є точки 𝐴𝑛(α0), якi не належать [𝑎, 𝑏], приймається 𝐻0.

Цей тест є рiвномiрно найбiльшпотужним.Вiн еквiвалентний тесту
вiдношення вiрогiдностi для цiєї пари гiпотез.

9.5.4 Знову про тести для дисперсiї

Гiпотези про дисперсiї природно перевiряти, використовуючи
суми квадратiв вiдхилення спостережень вiд математичного спо-
дiвання (якщо воно вiдоме) або вiд середнього.

Нехай, як i ранiше, X = (ξ1, . . . , ξ𝑛) — кратна вибiрка з роз-
подiлу 𝑁(µ,σ2). Тодi

1

σ2

𝑛∑︁
𝑗=1

(ξ𝑗 − µ)2 ∼ 𝜒2
𝑛,

1

σ2

𝑛∑︁
𝑗=1

(ξ𝑗 − ξ̄)2 =
(𝑛− 1)𝑆2

0(X)

σ2
∼ 𝜒2

𝑛−1.

Завдяки цьому можна будувати одностороннi тести для перевiрки
гiпотез про дисперсiї, аналогiчнi розглянутим вище для математи-
чного сподiвання. При цьому квантилi 𝜒2-розподiлу вiдiграють ту
ж роль, яку для середнiх вiдiгравали квантилi нормального розпо-
дiлу. Вiдмiннiсть в тому, що розподiл 𝜒2 — не симетричний, тому
його верхнi квантилi не можна виразити через нижнi.

Приклад 9.5.6. У прикладi 9.5.5 ми розглядали ваги, що
визначають вагу з середньоквадратичним вiдхиленням похибки
σ = 0.5 мг. Звiдки взялось це значення? Мабуть хтось перевi-
рив роботу цих вагiв на еталонних зразках i визначив дисперсiю
похибок. На практицi важливо, щоб ця дисперсiя не перевищувала
деякої межi. Отже, нехай для еталонного зразка з точно вiдомою
вагою µ було проведено 𝑛 зважувань (ξ1, . . . , ξ𝑛). Вiдповiдною
перевiркою пiдтверджена нормальнiсть розподiлу та вiдсутнiсть
систематичної похибки (тобто перевiрено, що математичне сподi-
вання дорiвнює µ). Треба перевiрити, що дисперсiя не перевищує
σ20.
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Таким чином, маємо задачу перевiрки гiпотези 𝐻0 : σ2 > σ20
проти альтернативи 𝐻1 : σ

2 ≤ σ20. Статистика тесту

𝐶 =
1

σ20

𝑛∑︁
𝑗=1

(ξ𝑗 − µ)2,

порiг — 𝐶α0 = 𝑄𝜒2
𝑛(α0):

Тест приймає 𝐻0, якщо 𝐶 ≥ 𝐶α0 i вiдхиляє, якщо
𝐶 < 𝐶α0 .

Досягнутий рiвень значущостi тесту визначається на основi
статистики 𝐶 як 𝑝 = 𝐹𝜒2

𝑛(𝐶). J
Розглянемо тепер двостороннiй тест для перевiрки гiпотези

𝐻0 : σ2 = σ20 проти альтернативи 𝐻1 : σ2 ̸= σ20. Ту саму ста-
тистику С, що визначена у прикладi 9.5.6, можна використати i
для цього тесту, але порiвнювати її треба з двома порогами —
𝐶−
α0

= 𝑄𝜒2
𝑛(α0/2) i 𝐶+

α0
= 𝑄𝜒2

𝑛(1− α0/2).
Тест:

Якщо 𝐶−
α0

≤ 𝐶 ≤ 𝐶+
α0

приймаємо основну гiпотезу, iнакше
— вiдхиляємо.

Досягнутий рiвень значущостi цього тесту: 𝑝 = 1−|1−2𝐹𝜒2
𝑛(𝐶)|.

Приклад 9.5.7. Псевдовипадковi числа, створенi генератором
rnorm(n,mean=1,sd=2), повиннi мати нормальний розподiл з ма-
тематичним сподiванням 1 i дисперсiєю 4. Перевiримо, чи є зна-
чущим вiдхилення дисперсiї згенерованих чисел вiд 4? Основна
гiпотеза — вiдхилення немає, 𝐻0 : σ

2 = 4:

O
> set.seed(2)

> n<-1000000

> x<-rnorm(n,mean=1,sd=2)
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> s0<-4

> 1-abs(1-2*pchisq(sum((x-1)^2)/s0,n))

[1] 0.7328603

△
Досягнутий рiвень значущостi 𝑝 = 0.7328603 — вiдхилення не
виявлено за мiльйоном спостережень. Якщо у цьому скриптi пiд-
ставити s0<-3.98, отримаємо 𝑝 = 0.0013, а при s0<-4.02 —
𝑝 = 0.0001, тобто при рiвнi значущостi α0 = 0.01 слiд прийняти
альтернативу. Наш тест помiчає вiдхилення, що складають пiввiд-
сотка справжньої дисперсiї. Але для цього знадобилось 1 000 000
спостережень. J

Для того, щоб порiвнювати дисперсiї двох вибiрок, застосову-
ють F-тести. Цi тести будуються на нормованому вiдношеннi 𝐶-
статистик, що вiдповiдають окремим вибiркам. Таке вiдношення
називають F-вiдношенням (F-статистикою).

Нехай данi складаються з двох вибiрок X1 = (ξ11, . . . , ξ
1
𝑛1
) i

X2 = (ξ21, . . . , ξ
2
𝑛1
), причому спостереження з X1 мають розподiл

𝑁(µ1,σ
2
1), а з X2 — 𝑁(µ2,σ

2
2). Значення µ1, µ2 — вiдомi, треба

перевiрити гiпотезу про рiвнiсть дисперсiй27 𝐻0 : σ21 = σ22. У
цьому випадку F-статистика має вигляд

𝐹 =
𝐶(X1)

𝐶(X2)
=

1
𝑛1

∑︀𝑛1
𝑗=1(ξ

1
𝑗 − µ1)2

1
𝑛2

∑︀𝑛2
𝑗=1(ξ

2
𝑗 − µ2)2

.

При виконаннi 𝐻0 ця статистика має F-розподiл Фiшера з 𝑛1

ступенями вiльностi чисельника i 𝑛2 ступенями вiльностi зна-
менника. Вiдповiдно, для перевiрки (двосторонньої) 𝐻0 стати-
стика порiвнюється з двома порогами: 𝐹−

α0
= 𝑄𝐹 (𝑛1,𝑛2)(α0/2),

𝐹+
α0

= 𝑄𝐹 (𝑛1,𝑛2)(1− α0/2).
Тест має вигляд:

27Можна також розглядати одностороннi гiпотези, або тести, у яких перевiря-
ються гiпотези про вiдношення двох дисперсiй.



432 Роздiл 9. Перевiрка гiпотез

Якщо 𝐹−
α0

≤ 𝐹 ≤ 𝐹+
α0

— прийняти 𝐻0, iнакше — вiдхилити.

Досягнутий рiвень значущостi цього тесту

𝑝 = 1− |1− 2𝐺(𝐹 )|, (9.14)

де 𝐺 —функцiя розподiлу 𝐹 (𝑛1, 𝑛2)-розподiлу28.
Приклад 9.5.8. Порiвнюють двi методики зважування29. Для

цього один i той самий зразок вагою 1 г зважують тричi обома ме-
тодиками i отримують значення 1.008571, 1.000319, 1.006722— за
першою методикою, 0.9986845, 1.0020705, 0.9997553— за другою.
Основною є гiпотеза про те, що обидвi методики дають однакову
дисперсiю похибок. Але вибiркова дисперсiя другої вибiрки при-
близно у шiсть разiв бiльша, нiж першої. Чи можна твердити, що
данi суперечать основнiй гiпотезi? Застосуємо F-тест:

O
> y<-c(1.008571, 1.000319, 1.006722)

> x<-c(0.9986845, 1.0020705, 0.9997553)

> F<-sum(length(y)*(x-1)^2)/(length(x)*sum((y-1)^2))

> 1-abs(1-2*pf(F,length(x),length(y)))

[1] 0.03593744

△
Досягнутий рiвень значущостi 𝑝 = 0.03593744. Якщо використо-
вувати 5% стандартний рiвень значущостi, основну гiпотезу слiд
вiдхилити, методики дають рiзну точнiсть вимiрювання.

Спробуємо перевiрити ту ж гiпотезу, застосовуючи стандар-
тний F-тест для порiвняння дисперсiй у двох вибiрках:

O
> var.test(x,y,ratio=1)

28У наших загальних познченнях слiд було б написати
𝑝 = 1 − |1 − 2𝐹𝐹 (𝑛1,𝑛2)(𝐹 )|, але тут лiтера 𝐹 виходить занадто перена-
вантаженою.

29Це можуть бути не зважування, а вимiрювання будь-якої фiзичної величини.
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F test to compare two variances

data: x and y

F = 0.15973, num df = 2, denom df = 2, p-value =

0.2755

alternative hypothesis: true ratio of variances

is not equal to 1

95 percent confidence interval:

0.004095665 6.229506005

sample estimates:

ratio of variances

0.1597309

△
— досягнутий рiвень значущостi цього тесту 𝑝 = 0.2755 — слiд
прийняти основну гiпотезу!

Чому наш тест прийняв альтернативу, а стандартний—нi? При
побудовi нашого тесту ми виходили з того, що математичне сподi-
вання вимiрювань вiдоме (1 г). У стандартному тестi математичнi
сподiвання оцiнюються вибiрковими середнiми. Це зменшує то-
чнiсть оцiнок для дисперсiй, тому стандартний тестменшсхильний
помiчати їх вiдмiнностi, частiше буде змушений приймати основну
гiпотезу, не зважаючи на рiзницю вибiркових дисперсiй. Таким чи-
ном, враховуючи додаткову iнформацiю ми можемо зробити наш
тест бiльш чутливим. J

А як працює стандартний тест двовибiрковий F-тест для пере-
вiрки рiвностi дисперсiй30, у якому µ1 i µ2 вважаються невiдоми-
ми? Статистика цього тесту має вигляд

𝐹 =
1
𝑛1

∑︀𝑛1
𝑗=1(ξ

1
𝑗 − ξ̄1)2

1
𝑛2

∑︀𝑛2
𝑗=1(ξ

2
𝑗 − ξ̄2)2

.

При виконаннi основної гiпотези 𝐻0 : σ21 = σ22 ця статистика
має F-розподiл Фiшера з 𝑛1 − 1 ступенем вiльностi чисельни-
ка i 𝑛2 − 1 ступенем вiльностi знаменника. (Тобто замiна при

30Тобто тест, реалiзований у функцiї var.test(), див. п. 9.5.2.
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обчисленнi статистики справжнього математичного сподiвання
його оцiнкою зменшує кiлькiсть ступенiв вiльностi на 1). Вiд-
повiдно змiнюються пороги тесту: 𝐹−

α0
= 𝑄𝐹 (𝑛1−1,𝑛2−1)(α0/2),

𝐹+
α0

= 𝑄𝐹 (𝑛1−1,𝑛2−1)(1− α0/2).
Сам тест тепер з новими порогами має той самий вигляд, як

i у попередньому випадку. Досягнутий рiвень значущостi також
розраховується за (9.14), де 𝐺 тепер — це функцiя розподiлу для
𝐹 (𝑛1 − 1, 𝑛2 − 2).

9.5.5 Знову про тести для математичних
сподiвань

Нам залишилось розiбратись теоретично, як працюють T-тести
для перевiрки гiпотез про математичнi сподiвання при невiдомих
дисперсiях31.

Для одновибiркових задач, коли гiпотези про математичне
сподiвання µ перевiряють за нормальною кратною вибiркою
X = (ξ1, . . . , ξ𝑛) з невiдомоюдисперсiєю, T-тести використовують
статистику

𝑇 = 𝑇 (X) =
(ξ̄− µ0)

√
𝑛

𝑆0(X)
,

де µ0 — порогове значення математичного сподiвання для гiпоте-
зи, що перевiряється, 𝑆2

0(X) = 1
𝑛−1

∑︀𝑛
𝑗=1(ξ𝑗 − ξ̄)2 — виправлена

вибiркова дисперсiя даних, 𝑆0(X) =
√︀

𝑆2
0(X). Тобто при побудовi

𝑇 -статистики справжня дисперсiя даних замiнюється її оцiнкою по
вибiрцi.

Якщо справжнє математичне сподiвання даних µ = µ0, то 𝑇
має T-розподiл Стьюдента з 𝑛 − 1 ступенем вiльностi. Тому тести
для перевiрки гiпотез проµможна будувати на основi T-статистики
аналогiчно описаним у п. 9.5.3, але використовуючи як пороги те-
сту квантилi T-розподiлу замiсть квантилiв нормального розподiлу.

31Як на практицi користуватись цими тестами в R розповiдається у п. 9.5.1.
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Наприклад, тест для перевiрки гiпотези𝐻0 : µ = µ0 має такий
вигляд:

Якщо |𝑇 | < 𝑄𝑇𝑛−1(1 − α0/2), приймаємо 𝐻0, iнакше вiдхи-
ляємо.

При аналiзi двовибiркових задач iз залежними вибiрками
для порiвняння математичних сподiвань фактично використо-
вується T-статистика, побудована за рiзницями спостережень з
першої i другої вибiрок. Точнiше, нехай спостерiгаються данi
X1 = (ξ11, . . . , ξ

1
𝑛), X2 = (ξ21, . . . , ξ

2
𝑛), причому спостереження

з однаковими номерами у першiй i другiй вибiрках, тобто век-
тори (ξ1𝑗 , ξ

2
𝑗 ) є незалежними, гауссовими векторами з (можли-

во) корельованими координатами. Треба перевiрити гiпотезу32 𝐻0

про те, що µ1 = µ2, де µ𝑖 = E ξ𝑖𝑗 . Позначимо ξ𝑗 = ξ1𝑗 − ξ2𝑗 .
Оскiльки ξ𝑗 є нормально розподiленими з математичним сподi-
ванням µ = E ξ𝑗 = µ1 − µ2, то перевiрка 𝐻0 зводиться до пе-
ревiрки гiпотези µ = 0. Для цього використовується статистика
𝑇 (X) = 𝑇 (X1 −X2):

якщо |𝑇 (X)| ≤ 𝑄𝑇𝑛−1(1− α0/2) — 𝐻0 приймається, iнакше
вiдхиляється.

Залишились ще двовибiрковi тести для незв’язаних вибiрок,
коли X1 = (ξ11, . . . , ξ

1
𝑛1
), X2 = (ξ21, . . . , ξ

2
𝑛2
) незалежнi мiж собою

зможливо рiзнимиматематичними сподiваннямиµ1 iµ2. Дисперсiї
σ21 i σ22 вважаються невiдомими. Розрiзняють два випадки.

Перший випадок: вважаєтся, що σ21 = σ22. Тодi можна для
перевiрки 𝐻0 : µ1 = µ2 використати T-статистику

𝑇 (X1,X2) =
ξ̄1 − ξ̄2√︂(︁

1
𝑛1

+ 1
𝑛2

)︁
𝑆2(X1,X2)

,

32Або iншi аналогiчнi гiпотези.
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де

𝑆2(X1,X2) =
(𝑛1 − 1)𝑆2

0(X
1) + (𝑛2 − 1)𝑆2

0(X
2)

(𝑛1 + 𝑛2 − 2)

—об’єднана оцiнка для спiльної дисперсiї обох вибiрок, обчислена
з урахуванням рiзних математичних сподiвань.

При виконаннi гiпотези 𝐻0 статистика 𝑇 (X1,X2) має T-
розподiл Стьюдента з 𝑛1+𝑛2− 2 ступенями вiльностi. Вiдповiдно
порiг тесту для перевiрки 𝐻0 обирають як 𝑄𝑇𝑛1+𝑛2−2(1− α0/2).

Гiпотеза 𝐻0 приймається, якщо
|𝑇 (X1,X2)| ≤ 𝑄𝑇𝑛1+𝑛2−2(1 − α0/2) i вiдхиляється при
виконаннi протилежної нерiвностi.

Другий випадок: дисперсiї вибiрок не вважаються однакови-
ми (можливо σ21 ̸= σ22). У цьому випадку для перевiрки гiпотези
µ1 = µ2 використовується t-тест Велча — Сатерсвайта (Welch ––
Satterthwaite test). У цьому тестi використовується статистика

𝑇𝑊𝑆 =
ξ̄1 − ξ̄2√︁

𝑆2
0(X

1)
𝑛1

+
𝑆2
0(X

2)
𝑛2

.

Якби тут замiсть 𝑆2
0(X

𝑖) стояли справжнi σ2𝑖 , то така статистика
мала б стандартний нормальний розподiл при 𝐻0. Але справжнi
дисперсiї нам невiдомi. Замiна їх оцiнками змiнює розподiл стати-
стики. Цей розподiл не описується явно, але ще у 1946 р. Ф.Е. Са-
терсвайт запропонував його наближення T-розподiлом Стьюдента
з кiлькiстю ступенiв вiльностi

ν =

(︁
𝑆2
0(X

1)
𝑛1

+
𝑆2
0(X

2)
𝑛2

)︁2
(𝑆2

0(X
1)/𝑛1)2

𝑛1−1 +
(𝑆2

0(X
2)/𝑛1)2

𝑛2−1

.

Отже, тест працює так:
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Приймати основну гiпотезу 𝐻0 : µ1 = µ2 слiд, якщо
|𝑇𝑊𝑆 | ≤ 𝑄𝑇ν(1−α0/2). Якщо нерiвнiсть виконується у про-
тилежний бiк, то слiд прийняти альтернативу.

Як було зазначено, тест Велча—Сатерсвайта є асимптотичним
— вiн добре працює лише при достатньо великих обсягах вибiрки.
Всi iншi тести, описанi у цьому пiдроздiлi можна застосовувати
для вибiрок будь-якого обсягу, бiльшого 1.

9.6 Тести 𝜒2

Тести 𝜒2 можна розглядати як наближену версiю тестiв вiдно-
шення вiрогiдностi для спостережень, що набувають значень лише
з деякого скiнченного набору (тобто описуються категорiйними
змiнними, яким у R вiдповiдає тип фактор, див. п. 2.2.3). З теоре-
тичної точки зору якихось переваг над тестами вiдношення вiрогi-
дностi вони не мають. Але для значної кiлькостi застосувань саме
використання певної версiї тестiв 𝜒2 стало практичним стандар-
том. Тому важливо вмiти їх застосовувати та iнтерпретувати їхнi
результати.Почнемо з простiшого варiанта тесту𝜒2, потiм введемо
загальну схему i розглянемо два найбiльш поширенi застосування
— перевiрка узгодженостi розподiлу i перевiрка залежностi.

9.6.1 Тест 𝜒2 для простих основних гiпотез

Розглянемо таку задачу: данi являють собою кратну вибiрку
X = (ξ1, . . . , ξ𝑛), причому спостереження ξ𝑗 набувають значень
з фiксованого набору (𝑥1, . . . , 𝑥𝑟). Позначимо 𝑞𝑘 = P{ξ𝑗 = 𝑥𝑘},
q = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑟) — вектор справжнього розподiлу спостережень.
Цей вектор вважається невiдомим. Треба перевiрити гiпотезу про
те, що цей розподiл дорiвнює деякому фiксованому розподiлу
p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑟). При цьому ми вважаємо, що всi 𝑝𝑖 > 0.

Отже, розподiл наших даних задається параметром q, який
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набуває значеннь з набору всiх можливих iмовiрнiсних розподiлiв

𝑄 = {q : 𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑟 = 1, 𝑞𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟}.

Основна гiпотеза, яку ми перевiряємо —

𝐻0 : q = p,

альтернатива— q ̸= p, причому q може набувати будь-яких iнших
значеннь з 𝑄.

Iдея тесту полягає в тому, щоб порiвняти (абсолютнi) частоти
появ значень 𝑥𝑖 у вибiрцi з тими теоретичними значеннями, якi
вони в середньому повиннi мати, якщо𝐻0 правильна. Нагадаємо33,
що абсолютна частота 𝑥𝑖 — це

𝑛𝑖 = #{𝑗 : ξ𝑗 = 𝑥𝑖} =

𝑛∑︁
𝑗=1

1{ξ𝑗 = 𝑥𝑖}

—кiлькiсть тих спостережень, у яких спостерiгалось 𝑥𝑖 (при вико-
ристаннi тесту 𝜒2 цi частоти називають емпiричними або спосте-
режуваними (англ. observed frequency) та iнколи позначають 𝑂𝑖).

При виконаннi𝐻0 математичне сподiвання емпiричної частоти
дорiвнює �̄�𝑖 = 𝑛𝑝𝑖. Цi величини називають теоретичними часто-
тами (англ. expected frequency—очiкуванi частоти, позначення—
𝐸𝑖).

Якщо 𝐻0 виконана, то 𝑛𝑖 ≈ �̄�𝑖 при великих 𝑛. У тестi 𝜒2

використовується статистика, що є навантаженою сумою квадратiв
вiдхилень 𝑛𝑖 вiд �̄�𝑖:

𝜒2
𝑒𝑚𝑝 =

𝑟∑︁
𝑖=1

(𝑛𝑖 − �̄�𝑖)
2

�̄�𝑖
.

Цю статистику називають статистикою хi-квадрат, або хi-ква-
драт емпiричним (observed chi-squared). Якщо виконана основна

33Див. пiдрозд. 4.5
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гiпотеза, природно сподiватись, що 𝜒2 буде малим34.
При виконаннi𝐻0 статистика 𝜒2

𝑒𝑚𝑝 для великих 𝑛 має прибли-
зно 𝜒2-розподiл з 𝑟−1 ступенем вiльностi. Це дозволяє за заданим
стандартним рiвнем значущостi α визначити порiг вiдповiдного
тесту

𝜒2
𝑡ℎ = 𝑄𝜒2

𝑟−1(1− α)

який називають хi-квадрат теоретичне. Тест має такий вигляд:

Якщо 𝜒2
𝑒𝑚𝑝 ≤ 𝜒2

𝑡ℎ, приймаємо 𝐻0 (розподiл даних задається
p),
якщо 𝜒2

𝑒𝑚𝑝 > 𝜒2
𝑡ℎ — вiдхиляємо 𝐻0 (виявлено значуще вiд-

хилення розподiлу даних вiд теоретичного).

Досягнутий рiвень значущостi тесту обчислюється як

𝑝 = 1− 𝐹𝜒2
𝑟−1(𝜒2

𝑒𝑚𝑝). (9.15)

У R реалiзувати тест 𝜒2 для простих гiпотез можна, використо-
вуючи функцiю chisq.test(). Для цього їй у параметрi x треба
передати набiр емпiричних частот (𝑛1, . . . , 𝑛𝑟), а у параметрi p
— набiр теоретичних ймовiрностей (𝑝1, . . . , 𝑝𝑟), що вiдповiдають
основнiй гiпотезi. Якщо цей параметр не заданий, стандартно ви-
користовується 𝑝𝑖 = 1/𝑟 (дискретний рiвномiрний розподiл).

Як результат функцiя видає досягнутий рiвень значущостi для
перевiрки основної гiпотези35.

Приклад 9.6.1. У спортi вiдомий так званий “ефект вiдносно-
го вiку”: спортсмени, що народились у певнi “щасливi” мiсяцi,
частiше досягають високих успiхiв у спортi, нiж народженi у iн-

34 Дiлення кожного доданка на �̄�𝑖 на евристичному рiвнi можна пояснити
тим, що без нього вiдмiнностi емпiричних i теоретичних частот для великих �̄�𝑖

заважали б помiчати i враховувати такi вiдмiнностi для малих �̄�𝑖.
35Точнiше, значенням функцiї є об’єкт з результатами перевiрки, досягнутий

рiвень значущостi — у його атрибутi p.value.
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шi, “не щасливi” мiсяцi36. Ми перевiримо, чи виявляється схожий
ефект у вивченнi математики: чи можна стверджувати, що люди,
якi народились у певну пору року, мають кращi можливостi вивчати
математику, нiж тi, яким не повезло народитись невдалої пори?

Для перевiрки скористаємось результатами опитування студе-
нтiв-математикiв однiєї академiчної групи четвертого курсу меха-
нiко-математичного факультету Київського нацiонального унiвер-
ситету, що наведенi у табл. 9.2.

Таблиця 9.2. Данi про пору року народження студентiв

Пора року зима весна лiто осiнь
Кiлькiсть народжених 7 3 2 8

Тут вказано, скiльки студентiв групи народилось у вiдповiдну
пору року. Навчання на факультетi вимагає значного напружен-
ня математичних здiбностей та умiнь, тому тi, хто до цього не
готовий, або не вступають сюди, або вiдсiюються на молодших
курсах. Якщо, скажiмо, нарождення восени сприяє розвитку ма-
тематичних здiбностей бiльше, нiж народження влiтку, то можна
сподiватись, що серед нашої групи буде бiльше вiдповiдних сту-
дентiв.

Придивляючись до таблицi, бачимо, що саме так i є. Чи є цей
факт значущим доказом на користь гiпотези про ефект вiдносно-
го вiку для математичних успiхiв? Не обов’язково. Навiть, якщо
всi пори року однаково сприяють народженню математикiв, випад-
ковий розкид приведе до того, що у рiзних групах будуть рiзнi
пропорцiї студентiв за рiзними сезонами народження37. Тому ро-
зумно формалiзувати задачу i зробити перевiрку, використовуючи

36Англ. relative age effect. Це не є результатом астрологiчного впливу зiрок, а
пов’язано з органiзацiєю навчання у спортивних школах (див., напр., [29]).

37Теоретично треба ще враховувати можливiсть рiзного розподiлу загальної
народжуваностi за порами року. Але вУкраїнi народжуванiсть мало вiдрiзняється
у рiзнi сезони.
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вiдповiдний статистичний тест.
Ми будемо розглядати нашу академiчну групу як вибiрку, ко-

жного студента — як окремий елемент цiєї вибiрки, а пору року,
коли вiн народився — як випадкову характеристику студента38.
Тодi таблиця 9.2 — це набiр емпiричних частот, за яким можна
перевiряти гiпотези про розподiл випадкових спостережень.

Якщо ми хочемо виявити ефект вiдносного вiку за даними, ви-
користовуючи статистичний тест, то як основну слiд взяти гiпотезу
про те, що ефекту немає. Цьому вiдповiдає рiвномiрний розподiл:
ймовiрностi народитись у будь-яку пору для студента-математика
однаковi i дорiвнюють 1/4. Це i буде гiпотеза𝐻0. Отже, застосуємо
тест 𝜒2 для її перевiрки:

O
> chisq.test(x=c(7,3,2,8))

Chi-squared test for given probabilities

data: c(7, 3, 2, 8)

X-squared = 5.2, df = 3, p-value = 0.1577

△
Функцiя повiдомляє, що значення 𝜒2

𝑒𝑚𝑝 = 5.2, для перевiрки
використовується 𝜒2-розподiл з df= 3 ступенями вiльностi i до-
сягнутий рiвень значущостi тесту p-value = 0.1577. Висновок:
при будь-якому розумному стандартному рiвнi значущостi слiд
прийняти основну гiпотезу. Спостережуванi у цих даних вiдхи-
лення частот вiд рiвномiрних недостатнi для того, щоб зробити
висновок про теоретичну нерiвномiрнiсть розподiлу.

Як ми вже казали, тест 𝜒2 є асимптотичним: вiн дає адекватнi
результати лише для вибiрок великого обсягу. На практицi не реко-
мендують використовувати стандартний тест 𝜒2, якщо хоча б одна

38Для мене, звичайно, дата мого народження не є випадковою. Але, якщо
розглядати навмання вибрану людину з деякої популяцiї, дата її народження буде
випадковою величиною.
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з емпiричних частот 𝑛𝑖 < 5. Тому у нашому прикладi застовнiсть
цього тесту може викликати сумнiви.

Для таких випадкiв недоцiльно використовувати формулу
(9.15), яка застосовує асимптотичне наближення, але можна ско-
ристатись iмiтацiйним моделюванням для розрахунку досягнутого
рiвня значущостi, що вiдповiдає статистицi 𝜒2

𝑒𝑚𝑝 для вибiрки за-
даного малого обсягу. Схожу технiку ми застосовували у прикла-
дах 9.2.2 та 9.2.3 для статистики вiдношення вiрогiдностi. Функ-
цiя chisq.test() реалiзує такий алгоритм iмiтацiйного обчисле-
ння досягнутого рiвня значущостi тесту при застосуваннi опцiї
simulate.p.value=TRUE:

O
> set.seed(3)

> chisq.test(x=c(7,3,2,8),simulate.p.value=TRUE)

Chi-squared test for given probabilities with

simulated p-value (based on 2000 replicates)

data: c(7, 3, 2, 8)

X-squared = 5.2, df = NA, p-value = 0.2064

△
— отримали приблизне значення p-value= 0.2064, тобто i за

результатами цього тесту треба прийняти основну гiпотезу. При
використаннi iнших псевдовипадкових послiдовностей39 значення
отриманого наближення для p-value буде змiнюватись, але не
дуже сильно, рiшення про прийняття 𝐻0 залишатиметься в силi.

Повертаючись до табл. 9.2 можна помiтити, що спостережуванi
частоти для зими та осенi вiдрiзняються вiд теоретичних рiвно-
мiрних в один бiк, а для весни та лiта — в протилежний. Виникає
бажання об’єднати пори року у два “суперсезони” — осiнь-зима i
весна-лiто та перевiрити вiдмiнностi частот вiд рiвномiрних по цих

39Тобто якщо встановити iншу зернину set.seed() або не встановлювати
жодної.
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двох сезонах. Якщо це зробити, отримаємо p-value= 0.02535 —
гiпотезу про рiвномiрний розподiл слiд вiдхилити (при α = 0.05).

Це типовий приклад методичної помилки при застосуваннi ста-
тистичного тесту: ми спочатку пiдiгнали дизайн тесту пiд данi так,
щоб вони найвиразнiше свiдчили на користь однiєї з гiпотез, а тодi
вже застосували тест. Зрозумiло, що вiн показав те, чого ми хотi-
ли, а не те, що є насправдi. Правильний пiдхiд полягає в тому, щоб
вибирати потрiбну версiю тесту не дивлячись на данi, а виходячи
з поставленої теоретичної задачi. В iдеалi дослiдник має спочатку
сформулювати гiпотезу, потiм розробити дизайн експерименту та
обрати тест, яким буде проведена перевiрка. Потiм провести до-
слiдження, отримати данi i застосовувати до них лише ту тестову
процедуру, яка була визначена наперед.

На жаль, у практичних дослiдженнях витримати таку послiдов-
нiсть важко: гiпотези змiнюються в ходi дослiджень, висуваються
новi теорiї на основi даних, i їх також треба перевiряти. Такi пере-
вiрки не матимуть сили остаточного доказу, але можуть допомогти
у пошуцi iстини. А остаточною має бути контрольна перевiрка на
нових даних, отриманих пiсля того, як гiпотеза набула завершеної
форми. Тому при описi результатiв перевiрки необхiдно завжди
вказувати, наскiльки висування гiпотези було пов’язане з тими
даними, за якими вона перевiряється.

Завершуючи розгляд цього прикладу, додам, що вiн, звичайно,
умовний, але дуже зручний для лекцiйної демонстрацiї. Я прово-
див такi опитування на заняттях близько 25 разiв i лише в одному
випадку застосування тесту 𝜒2 з α = 0.05 привело до прийнят-
тя альтернативи. Саме так i має бути, якщо залежностi успiху у
математицi вiд пори народження немає. J

9.6.2 Тест 𝜒2 для складної основної гiпотези

Досить часто основна гiпотеза визначає розподiл даних не
однозначно, а з точнiстю до деякого невiдомого параметра. Позна-
чимо такий параметр τ ∈ 𝑇 ⊆ R𝑑. Використовуючи позначення
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попереднього пiдроздiлу, можна записати

𝐻0 : Iснує таке τ ∈ 𝑇 , що q = p(τ),

де p(τ)— розподiл даних, який вiдповiдає значенню параметра τ.
Вiдповiдно, альтернатива має вигляд

𝐻1 : Для всiх τ ∈ 𝑇 , q ̸= p(τ).

Уцьому випадку неможливо обчислити теоретичнi частоти зафор-
мулою �̄�𝑖 = 𝑛𝑝𝑖(τ), оскiльки τ невiдоме. Але можна замiнити це
невiдоме значення деякою оцiнкою τ̂𝑛 за спостереженнямиX. Зро-
зумiло, що, будуючи оцiнку, слiд виходити з припущення про пра-
вильнiсть 𝐻0

40. Рекомендується використовувати оцiнку методу
найбiльшої вiрогiдностi, тобто

τ̂𝑀𝐿𝐸
𝑛 = argmax

τ∈𝑇

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖 ln(𝑝𝑖(τ)), (9.16)

або оцiнку методу мiнiмуму 𝜒2:

τ̂𝑀𝐶𝐻
𝑛 = argmin

τ∈𝑇

𝑟∑︁
𝑖=1

(𝑛𝑖 − 𝑛𝑝𝑖(τ))
2

𝑛𝑝𝑖(τ)
.

Цi оцiнки є асимптотично еквiвалентними в тому розумiннi, що√
𝑛(τ̂𝑀𝐿𝐸

𝑛 − τ̂𝑀𝐶𝐻
𝑛 ) → 0 за ймовiрнiстю при 𝑛 → ∞. Тому, з

точки зору асимптотичної теорiї, їхнє використання дає однаковий
ефект.

Таким чином, у випадку складної основної гiпотези статистика
тесту 𝜒2 визначається як

𝜒2
𝑒𝑚𝑝 =

𝑟∑︁
𝑖=1

(𝑛𝑖 − 𝑛𝑝𝑖(τ̂𝑛))
2

𝑛𝑝𝑖(τ̂𝑛)
,

40Якщо 𝐻0 неправильна, то τ не має змiсту.
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де як τ̂𝑛 можна використовувати оцiнку найбiльшої вiрогiдностi,
оцiнку мiнiмуму 𝜒2, або будь-яку iншу оцiнку, асимптотично еквi-
валентну цим двом.

Якщо 𝐻0 правильна, то при виконаннi досить широких умов
розподiл 𝜒2

𝑒𝑚𝑝 прямує до 𝜒2-розподiлу з

df = 𝑟 − 𝑑− 1 (9.17)

ступенем вiльностi. Тут 𝑟—кiлькiсть рiзних значень, якi з ненуль-
вою ймовiрнiстю можуть приймати спостереження, 𝑑 — кiлькiсть
незалежних41 невiдомих числових параметрiв, що описують роз-
подiл даних при 𝐻0. Тобто 𝑟 — найменша вимiрнiсть векторного
параметра τ, який потрiбен для однозначного задання розподiлу
при 𝐻0.

Виходячи з цього порiг тесту визначається як

𝜒2
𝑡ℎ = 𝑄𝜒2

𝑟−𝑑−1(1− α),

де α— стандартний рiвень значущостi.
У таких позначеннях тестова процедура має той самий вигляд,

як i у попередньому випадку:

Якщо 𝜒2
𝑒𝑚𝑝 ≤ 𝜒2

𝑡ℎ, приймаємо 𝐻0 (розподiл даних задається
p),
якщо 𝜒2

𝑒𝑚𝑝 > 𝜒2
𝑡ℎ — вiдхиляємо 𝐻0 (виявлено значуще вiд-

хилення розподiлу даних вiд теоретичного).

Досягнутий рiвень значущостi тесту обчислюється як

𝑝 = 1− 𝐹𝜒2
𝑟−𝑑−1(𝜒2

𝑒𝑚𝑝).

Приклад 9.6.2. У прикладi 8.1.5 ми розглядали данi про кiль-
костi дефектiв жорстких комп’ютерних дискiв, якi були поверненi

41Коли кажуть про незалежнi параметри, то мають на увазi, що жоден з них
не можна виразити через iншi.
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по гарантiї. Там припускалося, що цi данi описуються розподiлом
Пуассона зi зрiзаним нулем. Перевiримо цю гiпотезу за даними зi
стовпчика А табл. 8.1, використовуючи тест 𝜒2.

Теоретичнi ймовiрностi для цього розподiлу були визначенi у
прикладi 6.4.2:

𝑝𝑖(λ) =
λ𝑖

𝑖!(𝑒λ − 1)
. (9.18)

Емпiричнi частоти з табл. 8.1 вiдрiзняються вiд 0 лише для
𝑖 = 1, . . . , 5. Теоретичнi ймовiрностi не нульовi для всiх нату-
ральних 𝑖, але тест 𝜒2 не можна застосовувати до спостережень,
якi теоретично можуть набувати нескiнченної кiлькiостi значень.
У таких випадках рекомендують об’єднувати в одну “комiрку”
найбiльше значення, яке зустрiчається у вибiрцi та всi теоретично
можливi значення бiльшi, нiж це. У нашому випадку об’єднуються
всi 𝑖 = 5, 7, . . . . Теоретична ймовiрнiсть потрапити у цю комiрку

𝑝′5(λ) = 1−
4∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖(λ). (9.19)

Використаємо цей варiант для застосування тесту𝜒2 у наступному
скриптi42:

O
> x<-1:5 # значення, що зустрiчаються у вибiрцi

> A<-c(20,13,11,6,2) # емпiричнi частоти

> lambda<-EstP(x,A) # оцiнка параметра

> n<-sum(A) # кiлькiсть спостережень у вибiрцi

> # теоретичнi ймовiрностi:

> p<-lambda^x/(factorial(x)*(exp(lambda)-1))

> p[length(p)]<-1-sum(p[-length(p)]) # корекцiя p[5]

> np<-n*p # теоретичнi частоти

42Функцiя EstP(), що обчислює оцiнку параметра λ, визначена у прикладi
8.1.5. У прикладi 8.3.5 показано, що це оцiнка методу найбiльшої вiрогiдностi.
Щоправда, ця оцiнка обчислюється за моделлю (9.19) i не враховує корекцiю
(9.18), але практики зазвичай нехтують такими дрiбними неточностями.
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> chi2<-sum((A-np)^2/np) # хi-квадрат емпiричне

> # досягнутий рiвень значущостi:

> 1-pchisq(chi2,df=length(x)-2)

[1] 0.6782084
△

Ми отримали в результатi досягнутий рiвень значущостi
0.6782084, тобто треба прийняти основну гiпотезу про те, що роз-
подiл даних вiдповiдає пуасоновiй моделi зi зрiзаним нулем.

Як i у прикладi 9.6.1, можна помiтити, що частота 𝑛5 = 2
менша 5. За стандартними правилами у таких випадках викори-
стання тесту 𝜒2 не рекомендується. На жаль, реалiзувати технiку
iмiтацiйного моделювання аналогiчно прикладу 9.6.1 у нашiй тепе-
рiшнiй задачi не вдасться: оскiльки ми не знаємо λ, то неможливо
згенерувати данi з розподiлом, що вiдповiдає основнiй гiпотезi.

У таких випадках стандартна рекомендацiя— об’єднувати ко-
мiрки справа налiво з малою кiлькiстю спострежень доти, поки
вiдповiдна частота не стане бiльшою або рiвною 5. (Теоретичну
частоту треба буде обчислювати як суму ймовiрностей для об’єд-
наних комiрок i при визначеннi ступенiв свободи 𝑟 брати рiвним
кiлькостi утворених об’єднаних комiрок).

Ця рекомендацiя нагадує об’єднання зими з осiнню у прикла-
дi 9.6.1, яке ми визнали методично некоректним. Але є i вiдмiн-
нiсть: тепер ми не пiдганяємо дизайн за даними пiд гiпотезу, що
нам подобається. Якщо рiшення про об’єднання комiрок за чiтко
визначеним алгоритмом приймається до того, як данi будуть отри-
манi, i проводиться незалежно вiд того, чи сприятиме воно певнiй
гiпотезi, чи нi — ми маємо право це робити. Це не є пiдгонкою
статистики пiд бажаний результат. Звичайно, при такому пiдходi
ми вiдступаємо вiд теоретично обґрунтованої схеми тесту 𝜒2 i це
може привести до певних неточностей. Практики стверджують, що
при роботi з реальними даними цi неточностi несуттєвi. J

Для того, щоб перевiрити узгодженiсть з одним iз стандартних
розподiлiв (пуассонiським, бiномiальним, негативним бiномiаль-
ним), можна скористатись функцiєю goodfit() з бiблiотеки vcd.
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Ця функцiя автоматично оцiнює параметри розподiлу, обчислює
теоретичнi частоти i проводить тест𝜒2 для перевiрки вiдповiдностi
даних теоретичному розподiлу.

Параметри цiєї функцiї:
x—данi для аналiзу— це може бути вектор, що мiстить вибiр-

ку з спостережуваними значеннями, або групована вибiрка, запи-
сана у матрицi або фреймi з двома стовпчиками: у першому мають
бути частоти, а у другому— вiдповiднi значення спостережуваної
змiнної;

type— тип розподiлу, який перевiряється:
"poisson", "binomial" або "nbinomial";
method — метод перевiрки гiпотези та оцiнювання невiдомих

параметрiв: "ML" вiдповiдає тесту вiдношення вiрогiдностi для те-
стування i методу найбiльшої вiрогiдностi для оцiнки; "MinChisq"
— тесту 𝜒2 для перевiрки гiпотези i методу мiнiмуму 𝜒2 для оцi-
нювання;

par— список значень параметрiв розподiлу (тi параметри, якi
не вказанi у списку, оцiнюються за даними).

Приклад 9.6.3. (Данi для цього прикладу взятi з [26], пiдрозд.
2.13, де вони наводяться з посиланням на роботу 1946 р. [23]).

Пiд час Другої свiтової вiйни нiмецька армiя бомбардувала
Британiю крилатими ракетами Фау-1. Зокрема, у пiвденну частину
Лондона потрапило 535 ракет. Автора [23] цiкавить, чи вдавалось
нiмецьким вiйськовим нацiлити ракети на якусь конкретну цiль, чи
вони в межах пiвденного Лондона падали цiлком випадково?43

43Сьогоднi таке питання звучить цiлком академiчно, але пiд час вiйни, коли,
власне, проводилось це дослiдження, воно мало цiлком практичну мету. Якщо
подивитись карту Лондона з позначеними на нiй мiсцями падiння крилатих ра-
кет, то можна помiтити значнi райони, куди не влучила нi одна ракета. З цього
приводу висловлювались рiзнi гiпотези, наприклад, про те, що у таких районах
розмiщенi нiмецькi шпигунськi об’єкти [34]. Тому важливо було переконатись,
чи є хоч якась закономiрнiсть у цих падiннях, чи така картинка виникла ви-
падково. (На жаль, я не знайшов у iнтернетi карту для Фау-1, але аналогiчний
ефект “районiв, вiльних вiд бомбардування” можна помiтити i на картi для Фау-2:
https://londonist.com/2013/06/v2).
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Для перевiрки вся карта пiвденного Лондона була розбита на
576 квадратикiв площею 1/16 кв. км кожен. Всi мiсця попадання
Фау-1 нанесли на карту i пiдрахували, скiльки ракет потрапило у
кожен квадратик. Результати вмiщенi у таблицi:

Кiлькiсть попадань 0 1 2 3 4 > 5

Кiлькiсть квадратикiв 229 211 93 35 7 1
Можливi двi гiпотези:
(А) — велика кiлькiсть попадань у деякi квадратики пов’язана

з тим, що ракети були спрямованi на конкретнi цiлi, розташованi у
цих квадратиках (прицiльне бомбардування);

(В) — рiзнi кiлькостi попадань у рiзнi квадратики склались ви-
падково, для всiх квадратикiв ймовiрнiсть бути враженим ракетою
була однакова (неприцiльне бомбардування).

Приймемо гiпотезу (В) як основну — 𝐻0. Їй вiдповiдає при-
пущення про те, що кiлькостi попадань мають розподiл Пуассо-
на (див. п. 6.3.2). Для перевiрки цього скористаємось функцiєю
goodfit(). У наступному скриптi ми спочатку створюємо фрейм
з групованою вибiркою, а потiм робимо перевiрку гiпотези:

O
> library(vcd)

> hits<-0:5

> freq<-c(229, 211, 93, 35, 7, 1)

> x<-data.frame(freq,hits)

> gf<-goodfit(x,type= "poisson",method= "MinChisq")

> summary(gf)

Goodness-of-fit test for poisson distribution

X^2 df P(> X^2)

Pearson 1.168532 4 0.883252

> gf$par

$lambda

[1] 0.9312896
△
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Результати перевiрки гiпотези𝐻0 функцiєю goodfit() записанi в
об’єкт gf. Функцiя summary(gf) вивела їх на екран: досягнутий
рiвень значущостi тесту дорiвнює 𝑝 = 0.883252 — слiд прийняти
основну гiпотезу про те, що бомбардування не було прицiльним.

Оцiнки значень невiдомих параметрiв функцiя goodfit() вка-
зує в атрибутi $par свого результату, вiн виводиться останньою
командою скрипта. Отже, нашi данi добре описуються розподiлом
Пуасона з параметром λ = 0.9312896. J

9.6.3 Тест 𝜒2 з групуванням для перевiрки
узгодженостi

Хоча 𝜒2-тести призначенi для аналiзу дискретних даних, їх мо-
жна застосовувати i для перевiрки розподiлу даних, що набувають
довiльних дiйсних значень. Для цього початковi спостереження
огрублюють, застосовуючи технiку групування, описану у пiдрозд.
4.5, i до групованих даних застосовують звичайний тест 𝜒2. Опи-
шемо це детально.

Нехай данi X = (ξ1, . . . , ξ𝑛) являють собою кратну вибiрку,
ξ𝑗 — спостереження, що можуть набувати довiльних числових
значень. Функцiя розподiлу ξ𝑗 , тобто 𝐺(𝑥) = P{ξ𝑗 < 𝑥} вважа-
ється невiдомою. Треба перевiрити припущення, що ця функцiя
належить деякому набору розподiлiв 𝐹τ, τ ∈ 𝑇 ⊆ R𝑑. Тут τ —
невiдомий параметр, або набiр параметрiв. Функцiї розподiлу 𝐹τ є
неперервними.

Наприклад, 𝐹τ може бути набором гауссових розподiлiв:
𝐹τ(𝑥) = Φ((𝑥 − µ)/σ), τ = (µ,σ2) ∈ R × (0,+∞). У такому
випадку вiдповiдний тест буде тестом для перевiрки нормальностi
(гауссовостi).

Отже, ми перевiряємо основну гiпотезу 𝐻0 : iснує таке τ ∈ 𝑇 ,
що 𝐺(𝑥) = 𝐹τ(𝑥) для всiх 𝑥.

Виберемо iнтервал [𝑎, 𝑏], якому належать всi спостережуванi
значення ξ𝑗 . Розiб’ємо цей iнтервал на𝐾 пiдiнтервалiв𝐴1, . . .𝐴𝐾

однаковоїшириниℎ = (𝑏−𝑎)/𝐾. Iнтервали𝐴𝑖, 𝑖 = 2, . . . ,𝐾 визна-



9.6. Тести 𝜒2 451

чаються як𝐴𝑖 = (𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖], де 𝑡𝑖 = 𝑎+ 𝑖ℎ,𝐴1 = [𝑡1, 𝑡2]. Цi iнтервали
називають комiрками (англ. bin). Пiдрахуємо 𝑛𝑖 = #{𝑗 : ξ𝑗 ∈ 𝐴𝑖}
𝑖 = 1, . . . ,𝐾 — емпiричнi частоти комiрок, тобто кiлькостi попа-
дань вибiркових значень у вiдповiднi iнтервали.

Теоретичнi ймовiрностi визначаються як

𝑝𝑖 = 𝐹τ̂(𝑡𝑖)− 𝐹τ̂(𝑡𝑖−1)

для 𝑖 = 2, . . . ,𝐾 − 1. Крайнi iнтервали при розрахунку ймовiр-
ностей розширюють так, щоб сума всiх ймовiрностей дорiвнювала
1:

𝑝1 = 𝐹τ̂(𝑡1), 𝑝𝐾 = 1− 𝐹τ̂(𝑡𝐾−1).

Тут τ̂ — оцiнка для невiдомого параметра τ в припущеннi, що
виконується основна гiпотеза. Як τ̂ рекомендують обирати оцiн-
ку методу найбiльшої вiрогiдностi за групованими даними, тобто
τ𝑀𝐿𝐸
𝑛 , визначене (9.16). Альтернативою може бути оцiнка методу

найбiльшої вiрогiдностi за початковими даними:

τ̂′𝑛 = argmax
τ∈𝑇

𝑛∑︁
𝑗=1

log 𝑓τ(ξ𝑗).

Використання τ𝑀𝐿𝐸
𝑛 теоретично бiльш коректне, оскiльки забезпе-

чує правильну асимптотичну поведiнку вiдповiдної статистики 𝜒2.
Але на практицi, якщо τ̂′𝑛 пiдрахувати простiше, використовують
саме її.

За теоретичними ймовiрностями знаходять вiдповiднi теоре-
тичнi частоти

�̄�𝑖 = 𝑛𝑝𝑖.

Тепер статистика тесту i порогове значення розраховуються так
само, як у випадку дискретних спостережень:

𝜒2
𝑒𝑚𝑝 =

𝑟∑︁
𝑖=1

(𝑛𝑖 − 𝑛𝑝𝑖(τ̂𝑛))
2

𝑛𝑝𝑖(τ̂𝑛)
, 𝜒2

𝑡ℎ = 𝑄𝜒2
𝐾−𝑑−1(1− α).
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Тест приймає 𝐻0, якщо 𝜒2
𝑒𝑚𝑝 ≤ 𝜒2

𝑡ℎ i вiдхиляє, якщо
𝜒2
𝑒𝑚𝑝 > 𝜒2

𝑡ℎ.

Досягнутий рiвень значущостi тесту:

𝑝 = 1− 𝐹𝜒2
𝐾−𝑑−1(𝜒2

𝑒𝑚𝑝).

Приклад 9.6.4. У прикладi 7.2.1 ми розглядали данi про силу
вiтру з набору даних airquality i за гiстограмою помiтили можли-
вi вiдхилення розподiлу сили вiтру вiд нормального. Перевiримо,
наскiльки значущими є цi вiдхилення, використовуючи тест 𝜒2.

У наступному скриптi для групування даних застосованафунк-
цiя hist(), яку зазвичай використовують для вiдображення гiсто-
грами (див. пiдрозд. 7.1). При встановленнi опцiї plot=FALSE гi-
стограма не виводиться, але функцiя робить всi розрахунки i її
результатом є об’єкт, що в атрибутi $breaks мiстить точки роз-
биття на комiрки (𝑡𝑖), а в атрибутi $counts — емпiричнi частоти
комiрок.

Математичне сподiвання m та середньоквадратичне вiдхилення
sd у скриптi оцiнюються за групованими даними, причому при
оцiнцi sd використовується поправкаШеппарда (4.7). Такий пiдхiд
є стандартним при перевiрцi нормальностi:

O
> g = airquality$Wind # данi для аналiзу

> # виконуємо групування:

> r<-hist(g, breaks=10,plot = FALSE)

> nn<-r$counts # емпiричнi частоти

> tt<-r$breaks # межi комiрок

> h<-tt[2]-tt[1] # ширина комiрки

> x<-tt[-length(tt)]+h/2 # середини комiрок

> # оцiнка математичного сподiвання:

> m<-sum(x*nn)/sum(nn)

> # оцiнка середньоквадратичного вiдхилення
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> # з поправкою Шеппарда:

> s<-sqrt(sum((x-m)^2*nn)/sum(nn)+h^2/12)

> pp<-pnorm(tt,mean=m,sd=s) # теоретичнi ймовiрностi

> # розширюємо крайнi комiрки:

> pp[c(1,length(tt))]<-c(0,1)

> # теоретичнi частоти:

> nth<-length(g)*(pp[-1]-pp[-length(pp)])

> # статистика тесту хi-квадрат:

> chi2emp<-sum((nn-nth)^2/nth)

> # досягнутий рiвень значущостi:

> 1-pchisq(chi2emp,df=length(tt)-4)

[1] 0.0007148321

△
Ми отримали досягнутий рiвень значущостi 𝑝 = 0.0007148, отже,
основну гiпотезу треба вiдхилити: розподiл даних значущо вiдрi-
зняється вiд нормального. J

Аналогiчно можна проводити перевiрку гiпотез про узгодже-
нiсть розподiлу даних з iншими теоретичними розподiлами.

9.6.4 Перевiрка незалежностi двох змiнних
тестом 𝜒2

Ще одна дуже важлива сфера застосування тестiв 𝜒2 — пере-
вiрка наявностi чи вiдсутностi залежностi мiж спостережуваними
змiнними.

Нехайдля кожного об’єкта,щодослiджується, спостерiгаються
двi змiннi 𝐴 i 𝐵, кожна з яких може набувати лише значень з
фiксованого набору — 𝑎1, . . . , 𝑎𝐼 для змiнної 𝐴 i 𝑏1, . . . , 𝑏𝐾 для
змiнної 𝐵. Треба за кратною вибiркою зi спостережень 𝑛 об’єктiв
X = {(𝐴𝑗 , 𝐵𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛} перевiрити гiпотезу 𝐻0: 𝐴 i 𝐵 є
незалежними випадковими величинами.

Позначимо 𝑝𝑖𝑘 = P{𝐴 = 𝑎𝑖, 𝐵 = 𝑏𝑘}, 𝑖 = 1, . . . , 𝐼 ,
𝑘 = 1, . . . ,𝐾 — невiдомий спiльний розподiл пари (𝐴,𝐵). Гi-
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потеза 𝐻0 еквiвалентна твердженню

𝐻0 : 𝑝𝑖𝑘 = 𝑝𝑖·𝑝·𝑘, для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝐼, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾,

де 𝑝𝑖· = P{𝐴 = 𝑎𝑖} =
∑︀𝐾

𝑘=1 𝑝𝑖𝑘, 𝑝·𝑘 = P{𝐵 = 𝑏𝑘} =
∑︀𝐼

𝑖=1 𝑝𝑖𝑘.
Таким чином, основнiй гiпотезi вiдповiдає розподiл, що визна-

чається параметром τ = (𝑝𝑖·, 𝑖 = 1, . . . , 𝐼; 𝑝·𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾). Ви-
користовуючи загальну схему тестiв 𝜒2, розраховуємо емпiричнi
частоти

𝑛𝑖𝑘 = #{𝑗 : 𝐴𝑗 = 𝑎𝑖, 𝐵𝑗 = 𝑏𝑘}, 𝑖 = 1, . . . , 𝐼, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾,

— кiлькiсть тих спостережень, для яких пара змiнних (𝐴𝑗 , 𝐵𝑗)
дорiвнює значенню (𝑎𝑖, 𝑏𝑘). За цими даними оцiнюємо невiдомий
параметр τ, використовуючи метод найбiльшої вiрогiдностi. Отри-
муємо оцiнки

𝑝𝑖· =
𝑛𝑖·
𝑛
, 𝑝·𝑘 =

𝑛·𝑘
𝑛

, 𝑖 = 1, . . . , 𝐼, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾.

Розраховуємо теоретичнi частоти: �̄�𝑖𝑘 = 𝑛𝑝𝑖·𝑝·𝑘. Складаємо ста-
тистику тесту:

𝜒2
𝑒𝑚𝑝 =

𝐼∑︁
𝑖=1

𝐾∑︁
𝑘=1

(𝑛𝑖𝑘 − �̄�𝑖𝑘)
2

�̄�𝑖𝑘
.

При визначеннi порогу тесту (та досягнутого рiвня значущостi)
слiд враховувати, що компоненти невiдомого параметра τ не є
незалежними:

∑︀𝐼
𝑖=1 𝑝𝑖· = 1 i

∑︀𝐾
𝑘=1 𝑝·𝑘 = 1. Тому маємо лише

𝑑 = 𝐼 + 𝐾 − 2 незалежних параметрiв. Кiлькiсть рiзних комi-
рок (значень, яких можуть набувати спостережуванi пари змiнних)
𝑟 = 𝐼𝐾. Отже, за формулою (9.17) кiлькiсть ступенiв вiльностi для
𝜒2 визначається як

df = 𝑟 − 𝑑− 1 = (𝐼 − 1)(𝐾 − 1).

Порiг тесту
𝜒2
𝑡ℎ = 𝑄𝜒2

df(1− α).
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Тест приймає основну гiпотезу (про незалежнiсть), якщо
𝜒2
𝑒𝑚𝑝 ≤ 𝜒2

𝑡ℎ i вiдхиляє її, якщо 𝜒2
𝑒𝑚𝑝 > 𝜒2

𝑡ℎ.

Досягнутий рiвень значущостi

𝑝 = 1− 𝐹𝜒2
df(𝜒2

𝑒𝑚𝑝).

У R реалiзувати 𝜒2-тест для перевiрки незалежностi можна,
використовуючи функцiю chisq.test(). При цьому задавати її
параметри треба не так, як ми це робили у пiдрозд. 9.6.1. Розгля-
немо це на прикладi з реальними даними.

Приклад 9.6.5. У фреймi даних survey з бiблiотеки MASS

мiстяться данi опитування 237 студентiв унiверситету Аделаїди.
Зокрема, у змiннiй Smoke мiстяться вiдповiдi цих студентiв на за-
питання про те, як багато вони палять сигарет ( Heavy — багато,
Regul—регулярно, Occas—зрiдка i Never—нiколи), а у змiннiй
Exer — вiдповiдi про те, як часто вони роблять фiзичнi вправи
(Freq — часто, Some — iнколи, None — нiколи). Нас цiкавить: чи
є залежнiсть мiж звичкою до палiння i регулярнiстю виконання
фiзичних вправ?

Щоб з’ясувати це побудуємо табличку, де вказуються часто-
ти всiх можливих пар вiдповiдей на цi запитання. Зробимо це за
допомогою функцiї table():

O
> library(MASS)

> tbl = table(survey$Smoke, survey$Exer)

> tbl

Freq None Some

Heavy 7 1 3

Never 87 18 84

Occas 12 3 4

Regul 9 1 7

△



456 Роздiл 9. Перевiрка гiпотез

Тепер у змiннiй tbl мiститься таблиця (матриця) емпi-
ричних частот пар вiдповiдей. Наприклад, варiант вiдповiдей
(Never,Some) обрали 84 студенти серед всiх 237, що взяли участь
у опитуваннi. Такi таблицi прийнято називати таблицями спряже-
ностi змiнних/ознак (англ. contingency table). Якщо змiннi незале-
жнi, то розподiли студентiв за змiнною Exer прифiксованiй змiннiй
Smoke мають бути приблизно однаковими для всiх значень Smoke.
Тобто всi рядки таблицi повиннi бути приблизно пропорцiйними
(вiдрiзнятись лише сталими множниками). Те ж має виконуватись
i для стовпчикiв.

Для аналiзу таблиць спряженостi зручно використовувати гра-
фiчне зображення, яке називають мозаїчною дiаграмою (mosaic
plot). На таких дiаграмах частоти зображаються у виглядi прямо-
кутникiв таким чином. Спочатку рисують вертикальнi стовпчи-
ки, ширина яких пропорцiйна частотам 𝑛𝑖·. (Нагадаємо, що 𝑛𝑖· це
кiлькiсть об’єктiв у вибiрцi, що мають 𝑖-те значення першої ха-
рактеристики — у нашому прикладi це Smoke). Потiм кожен (𝑖-й,
𝑖 = 1, . . . , 𝐼) стовпчик розбивається на прямокутники, висоти яких
пропорцiйнi 𝑛𝑖𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾. Отримуємо “мозаїку”, що вiдобра-
жає таблицю спряженостi. У R це можна зробити, використовуючи
функцiю \mosaicplot() з пакета MASS44:

O
> # Мозаїчна дiаграма для даних з прикладу:

> # Скорочуємо назви факторiв до однiєї лiтери:

> levels(survey$Exer)<-c("F","N","S")

> levels(survey$Smoke)<-c("H","N","O","R")

> # Вiдображаємо мозаїчну дiаграму:

> mosaicplot(~Smoke+Exer,data=survey,

+ col=c("red","yellow","blue"),

+ main="",cex=1.5)

> # Генерацiя незалежних даних

44Тут ми застосували варiант цiєї функцiї, в якому таблиця задається форму-
лою вигляду ∼x+y, де x y — змiннi, залежнiсть яких дослiджується. Параметр
data вказує фрейм даних, у якому мiстяться цi змiннi.
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> # i вiдображення на дiаграмi:

> set.seed(3)

> independent<-data.frame(x<-rbinom(500,3,0.6),

+ y<-rbinom(500,2,0.4))

> mosaicplot(~x+y,data=independent,

+ col=c("red","yellow","blue"),

+ main="",cex=1.5)

△
(Результат на рис. 9.7, 9.8). На рис. 9.7 мозаїка для даних з

нашого прикладу. (Щоб не робити рисунок занадто великим, на-
зви рiвнiв факторiв замiненi їхнiми першими лiтерами — Heavy

замiнено на H i т.д.).

Smoke

E
xe

r

H N O R

F
N

S

Рис. 9.7. Мозаїчна дiаграма для даних про курiння i фiзичнi вправи

Для порiвняння, на рис. 9.8 — мозаїка, що утворюється за
змiнними, якi були згенерованi незалежно одна вiд одної. Незале-
жним змiнним вiдповiдають мозаїки, в яких горизонтальнi сторони
вiдповiдних прямокутникiв утворюють майже суцiльнi прямi лiнiї.
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Рис. 9.8. Мозаїчна дiаграма для модельованих незалежних змiнних

Проглядаючи таблицю i мозаїчну дiаграму, бачимо, що стро-
гої пропорцiйностi немає, але i надзвичайно сильних вiдхилень не
помiтно.

Застосуємо тест 𝜒2:

O
> chisq.test(tbl)

Pearson's Chi-squared test

data: tbl

X-squared = 5.4885, df = 6, p-value = 0.4828

△
Функцiя обчислила статистику𝜒2

𝑒𝑚𝑝 = 5.4885, визначила кiлькiсть
ступенiв вiльностi df=6 i знайшла досягнутий рiвень значущостi
p-value =0.4828. Отже, треба прийняти основну гiпотезу про не-
залежнiсть мiж звичками до палiння та до виконання фiзичних
вправ.
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Можна було передати функцiї як параметр не таблицю спря-
женостi, а безпосередньо змiнннi, що нас цiкавлять:

chisq.test(survey$Smoke, survey$Exer)

Функцiя сама обчислить емпiричнi частоти i видасть тi ж зна-
чення, що й у попередньому випадку.

Зазначимо, що серед емпiричних частот зустрiчаються мен-
шi за 5, тому покладатись на результат стандартного тесту 𝜒2 не
можна. Доцiльно використати технiку iмiтацiйного наближеного
розрахунку p-value:

O

> set.seed(3)

> chisq.test(tbl,simulate.p.value =T)

Pearson's Chi-squared test with simulated

p-value (based on 2000 replicates)

data: tbl

X-squared = 5.4885, df = NA, p-value = 0.4653

△
Отримали p-value=0.4653, тобто знову слiд прийняти гiпотезу
про вiдсутнiсть залежностi. J

9.7 Перевiрка залежностi двох змiнних

У п. 9.6.4 ми розглянули варiант тесту 𝜒2, який дозволяє пе-
ревiрити, чи є залежними двi змiннi, кожна з яких набуває лише
фiксованої кiлькiстi значень (категорiйнi змiннi). Дуже часто у
прикладних дослiдженнях виникає необхiднiсть перевiрити зале-
жнiсть мiж змiнними числової природи або мiж числовою i кате-
горiйною змiнною. Звичайно, у таких випадках можна групувати
числовi змiннi для отримання категорiйних, як ми це робили у
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п. 9.6.3. Але при такому пiдходi данi огрублюються i частину ко-
рисної iнформацiї можна втратити. Тому доцiльно мати спецiальнi
тести для перевiрки залежностi мiж некатегорiйними змiнними.

Далi у п. 9.7.1 розглянемо тести для перевiрки того, чи зале-
жить математичне сподiвання або дисперсiя деякої числової змiн-
ної (вiдгуку) вiд значень категорiйної змiнної (фактора). (Це нази-
вають перевiркою впливу фактора на середнi значення або диспер-
сiю вiдгуку). Роздiл статистики, присвячений таким перевiркам,
називають дисперсiйним аналiзом.

У п. 9.7.2 розглядається задача кореляцiйного аналiзу, коли
треба перевiрити, чи є залежнiсть мiж змiнними числової приро-
ди або мiж змiнними, що задають порядок на спостережуваному
наборi даних (рангами). З кореляцiями як дескриптивними хара-
ктеристиками залежностi ми вже ознайомились у розд. 5, зокрема,
у пiдрозд. 5.5 був неформально описаний тест на основi кореляцiї
Пiрсона. Тепер ми повернемось до питання перевiрки залежностi
на бiльш глибокiй ймовiрнiснiй основi.

Нарештi, у п. 9.7.3 ми порiвняємо роботу рiзних тестiв на моде-
льованих даних i спробуємо пояснити, в яких випадках який тест
краще застосовувати.

9.7.1 Однофакторний дисперсiйний аналiз

Дисперсiйний аналiз (скорочено ДА, англ. Analysis of variance,
ANOVA45)— це сукупнiсть статистичних методiв, призначених для
того, щоб аналiзувати залежнiсть числової змiнної, що характе-
ризує дослiджуваний об’єкт, (вiдгуку) вiд факторiв категорiйної
природи, якi впливають на цей об’єкт. Наприклад, вага (вiдгук)
однорiчної свинi, яку вiдгодовують, може залежати вiд її породи
(перший фактор) i дiєти, яка використовується при вiдгодiвлi (дру-
гий фактор). У цьому пiдроздiлi ми обмежимось виявленням за-
лежностей вiд одного фактора, вiдповiднi методи називають одно-

45Скорочення ANOVA часто використовується без пояснення в українсько- та
росiйськомовнiй лiтературi, тому його варто пам’ятати.
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факторним ДА (one-way ANOVA). Ми будемо розглядати модель
однофакторного ДА з фiксованими ефектами.

Отже, нехай спостерiгається 𝑛 об’єктiв, на якi впливає фактор,
що може набувати значень з набору 𝑀 рiзних значень. У ДА такi
рiзнi можливi значенняфактора називають рiвнями46. Нас цiкавить
вплив цього фактора на числову змiнну 𝑌 , значення якої вiдоме
для всiх спостережуваних об’єктiв.

Перенумеруємо всi рiвнi фактора iндексом 𝑖 = 1, . . . ,𝑀 . Ро-
зiб’ємо весь набiр спостережуваних об’єктiв (вибiрку) на групи
(пiдвибiрки), що вiдповiдають кожному можливому рiвню факто-
ра. Нехай 𝑛𝑖 — кiлькiсть об’єктiв в 𝑖-й групi. Тодi 𝑛 =

∑︀𝑀
𝑖=1 𝑛𝑖.

Перенумеруємо об’єкти в кожнiй групi iндексом 𝑗 = 1, . . . ,𝑛𝑖. Та-
ким чином, кожен об’єкт характеризується парою iндексiв 𝑖, 𝑗. По-
значимо 𝑌𝑖𝑗 — значення змiнної 𝑌 у 𝑗-го об’єкта з пiдвибiрки,
що вiдповiдає 𝑖-тому рiвню фактора. (Напр., якщо дослiджується
вплив породи на вагу свиней, 𝑌𝑖𝑗 — вага 𝑗-ї свинi серед свиней 𝑖-ї
породи).

У класичнiймоделi однофакторногоДАзфiксованими ефекта-
ми вважається, що спостереження𝑌𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, . . . ,𝑀 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛𝑖 є
незалежними гауссовими випадковими величинами, причому дис-
персiя всiх 𝑌𝑖𝑗 однакова (її позначають σ2), а математичнi сподi-
вання µ𝑖 𝑖 = 1, . . . ,𝑀 однаковi всерединi кожної групи, але для
рiзних груп можуть бути рiзними.

Таким чином,
𝑌𝑖𝑗 ∼ 𝑁(µ𝑖,σ

2). (9.20)

Якщо дослiджуваний фактор не впливає на розподiл вiдгуку,
то всi математичнi сподiвання мають бути однаковими:

Гiпотеза 𝐻µ : µ1 = µ2 = · · · = µ𝑀 . (9.21)

Припущення (9.21) називають гiпотезою про однорiднiсть (рiв-
нiсть) середнiх. Така назва пов’язана з тим, що µ𝑖 трактують як

46Звiдси походить i вiдповiдна термiнологiя R.
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середнє значення змiнної 𝑌 по “всiй популяцiї” об’єктiв, якi вiд-
повiдають 𝑖-му рiвню фактора47. Скажiмо, у нашому прикладi, µ𝑖
— середнє значення, навколо якого коливається вага однорiчних
свиней 𝑖-ї породи пiсля вiдгодiвлi.

Обчислимо вибiрковi середнi по кожнiй пiдвибiрцi:

𝑌𝑖· =
1

𝑛𝑖

𝑛𝑖∑︁
𝑗=1

𝑌𝑖𝑗 .

Зрозумiло, що 𝑌𝑖· будуть рiзними навiть при виконаннi гiпотези
𝐻µ внаслiдок випадкових коливань спостережень. Отже, для того,
щоб можна було обґрунтовано вiдхилити𝐻µ, треба, щоб 𝑌𝑖· досить
сильно вiдрiзнялись одне вiд одного при деяких 𝑖. F-Тест Фiшера,
який ми будемо використовувати, можна розглядати саме як спосiб
визначити, коли вiдмiнностi мiж 𝑌𝑖· слiд вважати достатньо силь-
ними, щоб вiд них не можна було вiдмахнутись, пославшись на ви-
падковi коливання. З iншого боку, цей тест вкладається у загальну
схему статистичних тестiв: вiн є тестом вiдношення вiрогiдностi
для перевiрки основної гiпотези 𝐻0 = 𝐻µ проти альтернативи

𝐻1 : iснує така пара iндексiв 𝑖 ̸= 𝑘, що µ𝑖 ̸= µ𝑘.

Тест Фiшера для однофакторного ДА використовує статистику,
яка називається 𝐹 -емпiричне:

𝐹𝑒𝑚𝑝 =
1

𝑀−1

∑︀𝑀
𝑖=1 𝑛𝑖(𝑌𝑖· − 𝑌· ·)

2

1
𝑛−𝑀

∑︀𝑀
𝑖=1

∑︀𝑛𝑖
𝑗=1(𝑌𝑖𝑗 − 𝑌𝑖·)2

. (9.22)

Тут 𝑌· · =
1
𝑛

∑︀𝑀
𝑖=1

∑︀𝑛𝑖
𝑗=1 𝑌𝑖𝑗 — загальне середнє вiдгуку за всiма

спостереженнями (середня вага всiх свиней всiх порiд у нашiй
вибiрцi).

47Тобто всiх можливих таких об’єктiв, а не тiльки тих, що потрапили до вибiр-
ки.
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Коли 𝐻0 виконано, то при достатньо великих 𝑛𝑖 всi 𝑌𝑖· ≈ 𝑚𝑖

будуть приблизно однаковими i близькими до 𝑌· ·. Тому сума у чи-
сельнику (9.22) буде близькою до 0. Ця сума називається мiжгру-
повою сумою квадратiв. Вона показує, наскiльки вiдхиляються
одне вiд одного середнi, розрахованi за групами (пiдвибiрками),
що вiдповiдають рiзним рiвням фактора.

Сума у знаменнику (9.22) називається внутрiшньогруповою
сумою квадратiв. Вона показує, як сильно можуть коливатись
вiдхилення значень вiдгуку вiд середнього у кожнiй групi окремо.

Таким чином, обчислюючи 𝐹𝑒𝑚𝑝, ми порiвнюємо мiжгруповий
розкид середнiх з внутрiшньогруповими коливаннями спостере-
жень. Великi значення 𝐹𝑒𝑚𝑝 мають свiдчити на користь альтерна-
тиви, малi — на користь основної гiпотези. З iншої точки зору,
статистика 𝐹𝑒𝑚𝑝 еквiвалентна статистицi вiдношення вiрогiдностi
для задачi перевiрки 𝐻0 проти 𝐻1 (див. [11]).

При виконаннi𝐻0 статистика𝐹𝑒𝑚𝑝 має розподiлФiшера з𝑀−1
ступенем вiльностi чисельника i 𝑛 − 𝑀 ступенями вiльностi зна-
менника. Тому, для того, щоб тест мав заданий рiвень значущостi,
її треба порiвнювати з порогом

𝐹𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟 = 𝑄𝐹 (𝑀−1,𝑛−𝑀)(1− α),

який називається 𝐹 -теоретичне.
Остаточно тестову процедуру можна сформулювати так:

Якщо 𝐹𝑒𝑚𝑝 ≤ 𝐹𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟 — прийняти 𝐻0 (залежнiсть середнiх
вiд фактора не виявлена),
якщо 𝐹𝑒𝑚𝑝 > 𝐹𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟 — прийняти 𝐻1 — залежнiсть виявлена.

Допитливий читач мiг помiтити, що у випадку, колифактор має
точно два рiвнi, гiпотеза про однорiднiсть середнiх перетворюється
на гiпотезу 𝐻0 : µ1 = µ2, яку ми у пiдрозд. 9.5.5 перевiряли T-
тестом Стьюдента. Можна показати, що у цьому випадку T-тест i
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F-тест еквiвалентнi.
Приклад 9.7.1. У прикладi 7.5.1 ми розглядали данi випробу-

вань рiзних iнсектицидiв з фрейма InsectSprays. Нагадаємо, що
у InsectSprays мiстяться змiннi spray — тип iнсектициду (A-F)
та count — кiлькiсть комах, якi були вбитi даним iнсектицидом
у вiдповiдному дослiдi. Чим бiльша кiлькiсть вбитих комах, тим
кращою можна вважати дiю iнсектициду. На рис. 7.13 ми бачили,
що деякi типи iнсектицидiв виявились помiтно ефективнiшими,
нiж iншi. Перевiримо, наскiльки статистично значущим є це спо-
стереження, застосовуючи технiку однофакторного ДА48.

Для застосування F-тесту Фiшера скористаємось функцiєю
aov(). Модель для аналiзу задається формулою у форматi вiд-
гук∼фактор, а фрейм, в якому розмiщенi данi, вказується в опцiї
data. Результат роботифункцiї можна зберегти у якiй-небудь змiн-
нiй, а можна одразу вивести функцiєю summary():

O
> summary(aov(count~spray,data=InsectSprays))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

spray 5 2669 533.8 34.7 <2e-16 ***

48Строго кажучи, для цього треба бути впевненим, що данi вiдповiдають класи-
чнiй моделi (9.20). Однорiднiсть дисперсiй ми перевiримо пiзнiше. Припущення
щодо нормальностi розподiлу вбитих комах є природним. Якщо вважати, що
кожна комаха має певну ймовiрнiсть загибелi у дослiдi i гине незалежно вiд iн-
ших, нормальнiсть буде наслiдком центральної граничної теореми за умови, що
загинуло досить багато комах. Але, якщо кiлькостi загиблих в одному дослiдi
невеликi, доцiльно використовувати пуассонiвську граничну теорему, тобто вва-
жати що данi мають розподiл Пуассона. Поглянувши на данi (а це перше, що має
зробити статистик!) бачимо, що для iнсектицидiв C, D i E варто застосовувати
саме пуассонове наближення. Однак ми продовжимо використання класичного
ДА у цьому прикладi. Такий пiдхiд доволi поширений, оскiльки ДА є популяр-
ною стандартною технiкою, до якої звикло багато спецiалiстiв у прикладних
областях. У бiльшостi випадкiв вiн не приводить до занадто хибних висновкiв
(див. зауваження наприкiнцi цього пiдроздiлу). Читач може самостiйно прове-
сти дослiдження цих даних на основi пуассонової моделi, використовуючи метод
найбiльшої вiрогiдностi, як описано у п. 9.3.3.
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Residuals 66 1015 15.4

---

Signif. codes:

0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

△
У таблицi результатiв стовпчик, позначений Df, мiстить ступенi
вiльностi чисельника 𝑀 − 1 = 5 i знаменника 𝑛 − 𝑀 = 66. У
стовпчику Sum Sq записанi мiжгрупова (2669) i внутрiшньогрупова
(1015) суми квадратiв. Чисельник (533.8) i знаменник (15.4) 𝐹𝑒𝑚𝑝

вмiщенi у наступному стовпчику, а сама статистика 𝐹𝑒𝑚𝑝 = 34.7
записана далi.

Для спецiалiста у прикладнiй областi цi значення можуть бу-
ти цiкавi, але основний результат тесту вмiщений у останньому
стовпчику праворуч — це досягнутий рiвень значущостi тесту
<2e-16, тобто майже 0. Таким чином, для будь-якого розумного
рiвня значущостi за F-тестом Фiшера слiд прийняти альтернативу
— математичнi сподiвання кiлькостi вбитих комах є рiзними для
iнсектицидiв рiзного типу.

Звичайно, тепер доцiльно подивитись, як саме вiдрiзняються
цi характеристики ефективностi iнсектицидiв. Для цього ми у пiд-
розд. 9.4 застосовували системи одночасних довiрчих iнтервалiв.
Для однофакторного ДА такi iнтервали можна будувати, викори-
стовуючи функцiю groupwiseMean() з пакета rcompanion, як це
зроблено у наступному скриптi:

O
> library(plotrix)

> library(rcompanion)

> # Знаходимо середнi значення

> # i межi довiрчих iнтервалiв:

> CI<-groupwiseMean(count~spray,data=InsectSprays,

+ conf=(0.95)^(1/6))

> # Вiдображаємо iнтервали:

> plotCI(1:6,y=CI$Mean,ui=CI$Trad.upper,

+ li=CI$Trad.lower,
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+ xlab=" ",ylab="counts",xaxt="n")

> # виводимо горизонтальну вiсь

> # з позначеннями рiвнiв фактора:

> axis(1,at=1:6,labels=levels(CI$spray))

△
(Звернiть увагу, що ми побудували одночаснi iнтервали з рiвнем
значущостi α = 0.05 скориставшись формулою (9.11) з𝑚 = 6 для
визначення параметра conf=1− α).

На рис. 9.9 зображенi отриманi довiрчi iнтервали.
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Рис. 9.9. Довiрчi iнтервали для математичних сподiвань

Помiтно, що iнсектициди розбились на двi групи: (1) A, B, F i
(2) C, D, E. Iнтервали для iнсектицидiв з рiзних груп не перетина-
ються, отже, їхнi ефективностi (математичнi сподiвання кiлкостi
загиблих комах) рiзнi. Всерединi кожної групи iнтервали мають
спiльну точку, отже, у нас немає пiдстав для того, щоб розрiзняти
ефективностi вiдповiдних iнсектицидiв. У першої групи ефектив-
нiсть значущо, бiльша нiж у другої. J

F-тест базується на припущеннi,щодисперсiя вiдгуку однакова
для всiх рiвнiв фактора. Часто це припущення не можна апрiорi
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нi прийняти, нi вiдхилити. У таких випадках природно спробувати
перевiрити гiпотезу про однорiднiсть дисперсiй.

А саме, припустимо, що спостереження описуються моделлю

𝑌𝑖𝑗 ∼ 𝑁(µ𝑖,σ
2
𝑖 ),

в якiй дисперсiї σ2𝑖 , що вiдповiдають рiзним рiвням фактора, є
невiдомими i можуть набувати довiльних значень.

Основна гiпотеза, яку ми перевiряємо— гiпотеза про однорi-
днiсть дисперсiй:

𝐻0 = 𝐻σ : σ21 = σ
2
2 = · · · = σ2𝑀 .

Альтернатива 𝐻1 полягає в тому, що iснують хоча б двi не рiвнi
одна однiй дисперсiї.

Для перевiрки такої гiпотези можна застосовувати рiзнi тести,
з яких найбiльш популярним є тест Левена. В основi цього тесту
лежить використання статистики 𝐹𝑒𝑚𝑝, в якiй замiсть початкових
даних 𝑌𝑖𝑗 використовуються абсолютнi вiдхилення 𝑌𝑖𝑗 вiд медiан
вiдповiдних пiдвибiрок. Бiльш докладно цей тест описаний у пiд-
розд. 2.5 книги [11]. Тут ми обмежимось лише прикладом його
використання в R.

Приклад 9.7.2. Продовжимо розгляд даних з прикладу 9.7.1.
Перевiримо, чи є однаковими дисперсiї кiлькостей загиблих комах
для рiзних типiв iнсектицидiв. Для цього використаємо функцiю
leveneTest() з пакета car. Застосування цiєї функцiї подiбне до
застосування aov(), але перевiряє вона однорiднiсть дисперсiй:

O
> library(car)

> leveneTest(count~spray,data=InsectSprays)

Levene's Test for Homogeneity of Variance

(center = median)

Df F value Pr(>F)

group 5 3.8214 0.004223 **
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66

---

Signif. codes:

0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

△
Значення статистики тесту дорiвнює 3.8214, досягнутий рiвень
значущостi 𝑝 =0.004223. При традицiйному для нас α = 0.05 слiд
прийняти гiпотезу про неоднорiднiсть дисперсiй.

Таким чином, у нас є серйознi пiдстави для сумнiвiв у результа-
тi F-тесту.Можливо, його висновок про неоднорiднiсть середнiх не
є обґрунтованим. Але використана нами технiка перевiрки одно-
рiдностi середнiх за допомогою довiрчих iнтервалiв не залежить
вiд однорiдностi дисперсiй (кожен довiрчий iнтервал будується на
основi вибiркової дисперсiї по своїй пiдвибiрцi i не пов’язаний з
iншими пiдвибiрками). Тому ми можемо зробити остаточний ви-
сновок про неоднорiднiсть середнiх. J

Пiсля цього прикладу у читача може залишитись враження, що
F-тест взагалi не потрiбен: адже тест довiрчих iнтервалiв працює
у значно бiльш широкiй областi. Але насправдi довiрчi iнтервали
є значно менш точним iнструментом, нiж F-тест. Вони дають мо-
жливiсть помiтити лише досить грубi вiдмiнностi. F-тест дозволяє
помiтити менш сильно виражену неоднорiднiсть, але, на жаль, не
може пiдказати, якi саме математичнi сподiвання вiдрiзняються.

Зауваження. Зупинимось на ще одному питаннi: чи можна
використовувати F-тест у випадку, коли розподiл спостережень
не є нормальним, як ми це робили у прикладi 9.7.1? Вiдповiдь
умовно-позитивна: якщо обсяги всiх пiдвибiрок, якi вiдповiдають
рiзним рiвням фактора, достатньо великi, то розподiл статистики
𝐹𝑒𝑚𝑝 при𝐻0 буде близьким до розподiлу Фiшера49. Тому F-тест i в
цьому випадку буде забезпечувати правильний рiвень значущостi.

Однак слiд мати на увазi, що для нормально розподiлених да-
них F-тест є найбiльш потужним у правильному класi тестiв (тобто

49Точнiше, необхiдно iще, щоб дисперсiї вiдгуку iснували i були однаковими
для всiх пiдвибiрок.
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найкращим з точки зору мiнiмiзацiї ймовiрностi помилки). Для да-
них, якi мають iншi розподiли, можуть iснувати тести однорiдностi,
бiльш потужнi, нiж F-тест. Наприклад, хорошим претендентом на
роль такого бiльш потужного тесту може бути тест вiдношення
вiрогiдностi.

9.7.2 Тести кореляцiй

Для того, щоб перевiрити наявнiсть чи вiдсутнiсть залежностi
мiж двома числовими змiнними, можна скористатись тестами на
основi коефiцiєнтiв кореляцiї. Ми вже познайомились iз такими
тестами у пiдрозд. 5.5, тому тут залишається тiльки розглянути
бiльш формальну їхню теорiю.

Отже, нехай у кожного об’єкта, що спостерiгаються, є двi чи-
словi змiннi 𝑋𝑗 i 𝑌𝑗 . Ми хочемо перевiрити, чи є цi змiннi незале-
жними.

Якщо вважати, що (𝑋𝑗 , 𝑌𝑗) 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 незалежнi, однаково
розподiленi вектори з сумiсним нормальним розподiлом, то най-
кращий тест для перевiрки незалежностi будується на основi кое-
фiцiєнта кореляцiї Пiрсона.

Для сумiсно нормальних50 𝑋1 i 𝑌1 гiпотеза про їхню незале-
жнiсть як випадкових величин, еквiвалентна припущенню про не-
корельованiсть:

𝐻0 : cor(𝑋1, 𝑌1) = 0,

де

cor(𝑋1, 𝑌1) =
E(𝑋1 − E𝑋1)(𝑌1 − E𝑌1)√

D𝑋1D𝑌1

— теоретичний коефiцiєнт кореляцiї51.

50Тобто коли (𝑋1, 𝑌1) — гауссiв нормальний вектор (див. Додаток Б.3).
51Оскiльки (𝑋𝑗 , 𝑌𝑗) вважаються однаково розподiленими векторами,

cor(𝑋𝑗 , 𝑌𝑗) не залежить вiд 𝑗. Для визначеностi позначаємо цю кореляцiю
cor(𝑋1, 𝑌1).
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Вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона

𝑟(𝑋,𝑌 ) =
1
𝑛

∑︀𝑛
𝑗=1(𝑋𝑗 − �̄�)(𝑌𝑗 − 𝑌 )√︀

𝑆2(𝑋)𝑆2(𝑌 )

можна розглядати як оцiнку для “справжньої” теоретичної коре-
ляцiї cor(𝑋1, 𝑌1).

Тест для перевiрки𝐻0 проти альтернативи cor(𝑋1, 𝑌1) ̸= 0 (за-
лежнiсть мiж змiнними є) полягає у порiвняннi кореляцiї Пiрсона з
пороговим значенням 𝐶α: гiпотеза про незалежнiсть приймається,
якщо |𝑟(𝑋,𝑌 )| ≤ 𝐶α.

За нашою загальною схемою побудови статистичних тестiв по-
рiг 𝐶α треба обрати так, щоб при виконаннi 𝐻0 справжнювалась
рiвнiсть

P{|𝑟(𝑋,𝑌 )| ≥ 𝐶α} = α,

де α— заданий стандартний рiвень значущостi тесту.
Можна показати, що у випадку гауссових спостережень цю

умову задовольняє

𝐶α =

√︃
𝑓α/(𝑛− 2)

1 + 𝑓α/(𝑛− 2)
, (9.23)

де 𝑓α = 𝑄𝐹 (1,𝑛−2)(1− α) (див. [11], пiдрозд. 2.4).
Таким чином, тест набуває такого вигляду:

Якщо |𝑟(𝑋,𝑌 )| > 𝐶α — приймаємо гiпотезу про залежнiсть
𝑋 i 𝑌 .
Якщо |𝑟(𝑋,𝑌 )| ≤ 𝐶α — вважаємо, що залежнiсть не виявле-
на.

Це — той самий тест, що був описаний у пiдрозд. 5.5.
Досягнутий рiвень значущостi цього тесту

𝑝(𝑟(𝑋,𝑌 )) = 1−𝐺

(︂
𝑟2(𝑋,𝑌 )(𝑛− 2)

1− 𝑟2(𝑋,𝑌 )

)︂
,
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де 𝐺 —функцiя розподiлу F-розподiлу Фiшера 𝐹 (1, 𝑛− 2).
Якщо розподiл даних не є гауссовим, то з некорельованостi

не випливає незалежнiсть: теоретичний коефiцiєнт кореляцiї може
бути нульовим у залежних величин. Тому тест на основi кореляцiї
Пiрсона не помiчає багато рiзних реально iснуючих залежностей.
Але його можна використовувати як тест для перевiрки саме неко-
рельованостi, тобто вiдсутностi залежностей, близьких до лiнiйних
(див. обговорення у пiдрозд. 5.2). При цьому вибiр порогу 𝐶α за
(9.23) забезпечує приблизний рiвень значущостi α для великих
обсягiв вибiрки 𝑛.

Для негауссових спостережень зручно застосовувати тести на
основi рангових коефiцiєнтiв кореляцiї. Такi тести називають ран-
говими тестами незалежностi. Найбiльш популярнi з них викори-
стовують ρ Спiрмена або τ Кендалла, якi ми розглядали у пiд-
розд. 5.4. Влаштованi вони аналогiчно розглянутому вище тесту
з кореляцiєю Пiрсона: беруть абсолютну величину того чи iншого
рангового коефiцiєнта кореляцiї i порiвнюють її з порогом. Порiг
обирають так, щоб рiвень значущостi тесту дорiвнював заданому
α.

Наприклад, при великих обсягах вибiрки 𝑛 (𝑛 > 30) порiг
для тесту на основi ρ Спiрмена можна визначити за формулою
(9.23), пiдставляючи в неї ρ(𝑋,𝑌 ) замiсть 𝑟(𝑋,𝑌 ). Аналогiчно
визначається досягнутий рiвень значущостi тесту.

Зручнiсть цих тестiв пов’язана з тим, що, при виконаннi гiпоте-
зи про незалежнiсть𝑋 i 𝑌 , їхнi розподiли не залежать вiд функцiй
розподiлу 𝑋 та 𝑌 52. Тому для того, щоб знайти порiг рангово-
го тесту, не треба знати, яким є розподiл кожної змiнної. Тести,
що мають цю властивiсть називають тестами, незалежними вiд
розподiлу.

Але що насправдi перевiряють такi тести?Можна показати, що
при зростаннi 𝑛 → ∞:

ρ(𝑋,𝑌 ) → cor(𝐹𝑋(𝑋1), 𝐹𝑌 (𝑌1)) =

52Якщо цi функцiї неперервнi.
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= 3(2P[(𝑋2 −𝑋1)(𝑌3 − 𝑌1) > 0]− 1) = ρ∞(𝑋,𝑌 ),

i

τ(𝑋,𝑌 ) → 2P[(𝑋2 −𝑋1)(𝑌2 − 𝑌1) > 0]− 1 = τ∞(𝑋,𝑌 ),

де 𝐹𝑋 i 𝐹𝑌 —функцiї розподiлу𝑋 i 𝑌 , (𝑋𝑗 , 𝑌𝑗)—незалежнi копiї
вектора (𝑋,𝑌 ) (див. статтю “Spearman rank correlation coefficient”
у [27]).

Таким чином, тест на основi кореляцiї Спiрмена можна розгля-
дати як тест для перевiрки основної гiпотези

𝐻ρ
0 : ρ∞(𝑋,𝑌 ) = 0,

проти альтернативи ρ∞(𝑋,𝑌 ) ̸= 0. Легко перевiрити, що для не-
залежних випадкових величин ρ∞(𝑋,𝑌 ) = 0. Але це спiввiдноше-
ння може виконуватись i для залежних 𝑋 i 𝑌 .

Тому тест незалежностi на основi коефiцiєнта Спiрмена не буде
помiчати деякi залежностi. Аналогiчнi мiркування правильнi i для
τ Кендалла. Далi у п. 9.7.3 ми розглянемо кiлька демонстрацiйних
прикладiв того, якi саме залежностi можна чи не можна побачити
за допомогою рангових кореляцiй.

Особливо кориснi ранговi тести незалежностi у випадку, коли
дослiджувана змiнна насправдi вказує лише порядок елементiв у
вибiрцi, а її точнi числовi значення не мають глибокого змiсту
(вимiряна у “порядковiй шкалi”, див. пiдрозд. 5.4).

У R тести незалежностi на основi 𝑟, ρ i τ реалiзуються за до-
помогою функцiї cor.test(). Її застосування до реальних даних
розглянуто у прикладi 5.5.1. Приклади роботи цiєї функцiї на мо-
дельованих даних див. у п. 9.7.3.

9.7.3 Порiвняння рiзних пiдходiв до пошуку
залежностi

Отже, для перевiрки залежностi двох числових змiнних можна
використовувати:



9.7. Перевiрка залежностi двох змiнних 473

— тести на основi кореляцiй Пiрсона, Спiрмена або Кендалла
(п. 9.7.2),

— F-тест для перевiрки однорiдностi середнiх з групуванням
однiєї змiнної (п. 9.7.1),

— тест Левена для перевiрки однорiдностi дисперсiй з групу-
ванням однiєї змiнної (п. 9.7.1),

— тест 𝜒2 для перевiрки незалежностi з групуванням обох
змiнних (9.6.4).

Який з цих тестiв кращий? Вiдповiдь залежить вiд ряду обста-
вин: вiд обсягу вибiрки, вiд того, яку саме залежнiсть ми сподiва-
ємось побачити, вiд можливої наявностi викидiв-забруднень. Далi
ми розглянемо кiлька прикладiв аналiзу спецiально згенерованих
даних, що показують особливостi застосування тестiв незалежно-
стi у рiзних випадках. Аналiзованi змiннi у прикладах мають назви
x i y (у скриптах—зномерами,що вiдповiдають номеру прикладу).

В усiх цих прикладах використовуються стандартнi тести на
основi кореляцiй, що реалiзованi у функцiї cor.test().

Для тестiв дисперсiйного аналiзу (F-тесту i тесту Левена) ми
проводимо групування за змiнною x на три групи спостережень:
з малими (low), промiжними (mid) i великими (high) значеннями
x. Для цього вся область спостережуваних значень x розбивається
на три пiдiнтервали однакової довжини. До кожної групи належать
спостереження, у яких x потрапляє на вiдповiдний iнтервал. Далi
F-тест перевiряє гiпотезу про рiвнiсть середнiх y у спостережень з
цих трьох груп, а тест Левена — рiвнiсть вiдповiдних дисперсiй.

Групування виконується за допомогою функцiї cut() (див. п.
2.2.3).

Для 𝜒2-тесту аналогiчне групування проводиться також за
змiнною y i використовуються данi групованi по обох змiнних.
Таким чином, тест перевiряє, чи залежить розподiл спостережень
по групах за змiнною y вiд того, в яку групу за x потрапляють цi
спостереження.

У наступному скриптi знаходження досягнутих рiвнiв значу-
щостi всiх цих тестiв зiбране в однiй функцiї CompareTests(),
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котра видає їх у виглядi iменованого вектора:

O
> CompareTests<-function(x,y){

+ xc<-cut(x,breaks=seq(min(x),max(x),length.out=4),

+ labels=c("low","mid","high"),include.lowest=T)

+ yc<-cut(y,breaks=seq(min(y),max(y),length.out=4),

+ labels=c("low","mid","high"),include.lowest=T)

+ res<-c(

+ cor.test(x,y)$p.value,

+ cor.test(x,y,method="spearman")$p.value,

+ cor.test(x,y,method="kendall")$p.value,

+ summary(aov(y~xc))[[1]][1,5],

+ leveneTest(x~yc)[[3]][1],

+ chisq.test(table(xc,yc),

+ simulate.p.value =T)$p.value

+ )

+ names(res)<-c("Pearson","rho","tau",

+ "ANOVA","Leven","chi2")

+ res

+ }
△

Параметрами цiєї функцiї є аналiзованi змiннi x i y.
Далi ми будемо застосовувати цю функцiю у всiх прикладах до

модельованих даних. При цьому стандартним рiвнем значущостi
будемо вважати α = 0.05. Спочатку розглянемо випадок малої
кiлькостi спостережень.

Приклад 9.7.3. У цьому прикладi згенеруємо лише 6 спосте-
режень, причому x матиме рiвномiрний розподiл на [0, 1], а y гене-
рується як сума x i маленької гауссової похибки:

O
> set.seed(3)

> n<-6

> x1<-runif(n)

> y1<-x1+0.25*rnorm(n)
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> plot(x1,y1)

> grid(3,3,col="red",lty=1,lwd=1)

△
—дiаграму розсiювання для цих даних див. на рис. 9.10. Черво-

нi горизонтальнi i вертикальнi прямi на цьому рисунку показують,
як групуються данi за змiнними x i y. Цi прямi вiдображенi фун-
кцiєю grid().
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Рис. 9.10. Данi з приблизно лiнiйною залежнiстю

На око можна помiтити, що iз зростанням x в середньому зро-
стає i y, хоча це правило не є абсолютним — залежнiсть помiтна,
але не переконлива.

Застосуємо наш набiр тестiв до цих даних:

O
> print(CompareTests(x1,y1),digits=4)

Pearson rho tau ANOVA Leven chi2

0.03685 0.29722 0.27222 0.31032 0.67158 0.56922

△
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Як бачимо, лише тест на основi кореляцiї Пiрсона помiтив зале-
жнiсть: 𝑝 = 0.03685 < 0.05. за всiма iншими тестами значущої
залежностi не виявлено.

Це типовий випадок, коли тестПiрсонамає абсолютну перевагу
над iншими: дуже мала кiлькiсть спостережень, залежнiсть близька
до лiнiйної. На таких даних лише на цей тест i можна покладати
надiї, якщо треба виявити залежнiсть. Але якщо у цьому прикладi
збiльшити кiлькiсть спостережень n хоча б до 10, залежнiсть мiж x

i y стане помiтною для всiх тестiв, крiм тесту Левена (перевiрте!).
J

Приклад 9.7.4. Розглянемо тепер випадок, коли мiж змiнними
є сильно виражена нелiнiйна, але монотонна залежнiсть

𝑦 = 𝑥6

— див. рис. 9.11.
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Рис. 9.11. Данi з нелiнiйною залежнiстю

Змiнна x формується як арифметична прогресiя вiд 0 до 1,
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всього n= 6 спостережень:

O
> x2<-seq(0,1,length.out = 6)

> y2<-x2^6

> plot(x2,y2)

> grid(3,3,col="red",lty=1,lwd=1)
△

На дiаграмi розсiювання рис. 9.11 монотонна залежнiсть цiл-
ком помiтна, але даних так мало, що статистична значущiсть цiєї
залежностi сумнiвна. Застосуємо нашу батарею тестiв:

O
> print(CompareTests(x2,y2),digits=4)

Pearson rho tau ANOVA Leven chi2

0.063214 0.002778 0.002778 0.205774 0.260575 NaN

△
Лише ранговi тести (Спiрмена i Кендалла з 𝑝 = 0.002778) змогли
побачити цю залежнiсть. Близьким до успiху був тест на основi
кореляцiї Пiрсона, у нього 𝑝 = 0.063214 — поруч з 0.05 але все ж
бiльше. Тест 𝜒2 видав невизначений результат: оскiльки у вибiрцi
не знайшлось жодного значення y в iнтервалi промiжних значень,
статистику тесту обчислити неможливо. Тести дисперсiйного ана-
лiзу не виявили залежностi.

Якщо збiльшити кiлькiсть спостережень до 10, залежнiсть ста-
не помiтною тесту з кореляцiєю Пiрсона. При n= 20 всi нашi тести
її помiтять (перевiрте).

Отже ранговi тестиможуть пiдтвердити значущiсть монотонної
або дуже близької до монотонної залежностi по малих вибiрках,
там, де iншим тестам для цього не вистачає спостережень. J

Таким чином, при дуже малих обсягах спостережень не доцiль-
но використовувати якi-небудь тести незалежностi, крiм тестiв на
основi кореляцiй.

Перейдемо тепер до випадкiв, коли деякi тести не помiчають
залежностi по вибiрках як завгодно великого обсягу. У наступному
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прикладi розглядається випадок, подiбний до обговореного нами
у прикладi 5.2.3.

Приклад 9.7.5. Нехай x має рiвномiрний розподiл на [−1, 1],
а 𝑦 = 𝑥2. Це цiлком очевидна i чудово помiтна на рисунку (рис.
9.12) залежнiсть, яку не вмiють помiчати коефiцiєнти кореляцiї.
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Рис. 9.12. Данi з симетричною залежнiстю

Подивимось, як працюватимуть вiдповiднi тести на вибiрцi об-
сягу 𝑛 = 1000 спостережень:

O

> set.seed(3)

> x3<-runif(1000,-1,1)

> y3<-x3^2

> plot(x3,y3)

> grid(3,3,col="red",lty=1,lwd=1)

> print(CompareTests(x3,y3),digits=4)

Pearson rho tau ANOVA Leven

1.891e-01 2.677e-01 2.177e-01 2.101e-141 1.447e-73
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chi2

4.998e-04

△
Як бачимо, незважаючи на великий обсяг даних, жодний тест

кореляцiй не змiг побачити залежнiсть. Всi тести, що використо-
вують групування, успiшно виявили залежнiсть.

Цей ефект пов’язаний саме з симетрiєю нашої картинки, де
монотонно спадна залежнiсть при 𝑥 < 0 збалансована монотонним
зростанням при 𝑥 > 0. Якщо взяти x рiвномiрно розподiленим
на [−1, 0.9], то всi тести кореляцiй будуть помiчати залежнiсть.
(Причому тест на основi коефiцiєнта Пiрсона навiть краще, нiж
ранговi тести, тобто при менших обсягах вибiрки).

Таким чином, тести на основi кореляцiй не здатнi бачити за-
лежностi у випадку, коли позитивна корельованiсть однiєї частини
даних компенсується негативною для iншої їхньої частини. Тести
з групуванням такi залежностi можуть помiтити. J

Приклад 9.7.6. Розглянемо тепер картинку з iдеальною симе-
трiєю, в якiй данi рiвномiрно розподiленi на колi (див. рис. 9.13).
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Рис. 9.13. Данi рiвномiрно розподiленi на колi
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Нехай не спостережувана змiнна t має рiвномiрний розподiл
на [−π,π], а спостережуванi x i y визначаються як

𝑥 = sin(𝑡), 𝑦 = cos(𝑡).

Застосуємо до цих даних нашi тести:

O
> set.seed(4)

> t<-runif(200,-pi,pi)

> x4<-sin(t)

> y4<-cos(t)

> plot(x4,y4)

> grid(3,3,col="red",lty=1,lwd=1)

> print(CompareTests(x4,y4),digits=4)

Pearson rho tau ANOVA Leven

0.5400021 0.6205366 0.9932548 0.8355214 0.0011815

chi2

0.0009995

△
Як бачимо, тепер i F-тест дисперсiйного аналiзу не помiчає

залежностi. Це й не дивно. F-тест призначений для виявлення вiд-
мiнностей середнiх у рiзних групах. А середнє y дорiвнює нулю в
усiх трьох групах, що вiдповiдають “малим”, “промiжним” i “вели-
ким” значенням x.

Тести Левена та 𝜒2 помiчають залежнiсть, але за рiзними озна-
ками. Тест Левена налаштований бачити вiдмiнностi дисперсiй у
рiзних групах. I дiйсно, у групi, що вiдповiдає промiжним значен-
ням x, розкид y бiльший, нiж у крайнiх групах. Це i дозволяє тесту
Левена виявити залежнiсть.

Тест 𝜒2 налаштований бачити вiдмiнностi розподiлiв у рiзних
рядках (або у рiзних стовпчиках) таблицi спряженостi. Ми групу-
ємо данi по вертикалi та по горизонталi у три групи, отже таблиця
спряженостi буде розмiру 3× 3. Виведемо її для групованих даних
нашого прикладу:
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O
> # Групуємо змiнну x:

> xc<-cut(x4,breaks=seq(min(x4),max(x4),length.out=4),

+ labels=c("low","mid","high"),include.lowest=T)

> # Групуємо змiнну y:

> yc<-cut(y4,breaks=seq(min(y4),max(y4),length.out=4),

+ labels=c("low","mid","high"),include.lowest=T)

> # Виводимо таблицю спряженостi:

> table(xc,yc)

yc

xc low mid high

low 27 29 26

mid 22 0 19

high 32 21 24
△

Бачимо, що у першому рядку таблицi в кожну комiрку потрапи-
ла приблизно однакова кiлькiсть спостережень. Аналогiчно — у
третьому рядку. А от у другому рядку посерединi — дiрка53. Оцю
вiдмiннiсть розподiлiв у рiзних рядках i помiчає 𝜒2-тест.

Пiдсумовуючи, можна сказати, що 𝜒2-тест здатен помiтити за-
лежнiсть будь-якої природи54, тодi як iншi тести нацiленi на тi чи
iншi специфiчнi залежностi. Але за унiверсальнiсть 𝜒2-тесту треба
платити помiтно бiльшим обсягом вибiрок, для якого вiн починає
виявляти залежностi. J

I все ж у цьому прикладi тест Левена помiтив залежнiсть. А
чи можна навести приклад даних, в якому з усiх наших тестiв
залежнiсть виявить тiльки 𝜒2? Можна.

Приклад 9.7.7. Згенеруємо x як рiвномiрнi на [0, 1] випадковi
величини. А розподiл y будемо для кожного спостереження ви-
бирати залежно вiд x. Точнiше, цей розподiл буде сумiшшю двох

53Центр кола, само собою.
54Звичайно, для цьогоможе бути не досить групування лишепо трьох градацiях

по кожнiй змiннiй.Щоб побачити справдi будь-яку залежнiсть, може знадобитись
групування на дуже багато пiдгруп.
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компонент з ймовiрнiстю змiшування, що дорiвнює x. Розподiли
компонент оберемо так, щоб їхнi математичнi сподiвання дорiв-
нювали 0, а дисперсiї були однаковими. А саме, перша компонента
буде рiвномiрно розподiлена на [−1, 1], а друга — гауссова з ну-
льовим математичним сподiванням i дисперсiєю 𝑠2 = 1/3.

В результатi умовнi розподiли y при фiксованому x будуть рi-
зними, але їхнi математичнi сподiвання i дисперсiї не будуть зале-
жати вiд x. Дiаграма розсiювання таких даних вiдображена на рис.
9.14. Треба досить добре придивитись до цього рисунка, щоб поба-
чити змiни розподiлу y при змiнi x. Першим впадає в око зростання
кiлькостi точок, що вилiтають з сiрого прямокутника посерединi
при зростаннi x. Далi можна помiтити, що i сам прямокутник по-
троху розмивається у цьому ж напрямку. Але не очевидно, що це
не випадковий ефект.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
2

−
1

0
1

2

x5

y5

Рис. 9.14. Сумiш двох розподiлiв

Згенеруємо данi з обсягом вибiрки 𝑛 = 8000 i проведемо те-
стування:

O
> set.seed(4)
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> s<-sqrt(1/3)

> n<-8000

> x5<-runif(n,0,1)

> i<-rbinom(n,1,x5)

> y5<-sapply(i,function(i)

+ ifelse(i==0,runif(1,-1,1),rnorm(1,0,s)))

> plot(x5,y5,cex=0.1)

> grid(3,3,col="red",lty=1,lwd=1)

> print(CompareTests(x5,y5),digits=4)

Pearson rho tau ANOVA Leven

0.7598570 0.6636689 0.6795313 0.7174002 0.5136237

chi2

0.0004998

△
Якбачимо, тiльки тест𝜒2 зумiв помiтити залежнiсть (𝑝 = 0.0004998).
Всi iншi вважають, що такi спостереження свiдчать про незале-
жнiсть x i y.

Але для того, щоб тест 𝜒2 спрацював, нам знадобилось 8000
спостережень. При 𝑛 = 7000 тест залежностi не помiчає. J



Роздiл 10

Регресiя

Досi ми займались переважно одновимiрними статистичними
даними, де для кожного дослiджуваного об’єкта спостерiгалась
одна числова характеристика (змiнна). Для випадку двох змiнних
розглядалось лише питання про вiдсутнiсть або наявнiсть залежно-
стi. Тепер ми переходимо до вивчення даних, у яких з кожним об’-
єктом пов’язано декiлька спостережуваних характеристик (змiн-
них). Найбiльш поширеною задачею статистики таких даних є до-
слiдження зв’язкiв мiж рiзними змiнними, що описують один об’-
єкт. У математичнiй статистицi такi данi можна трактувати як
випадковi вектори i задавати їхнi теоретичнi моделi у термiнах
вiдповiдних функцiй розподiлу, щiльностей тощо. Для побудови
оцiнок можна використовувати розглянутi у розд. 8 метод момен-
тiв, метод найбiльшої вiрогiдностi та iншi аналогiчнi методи.

Але такий пiдхiд не завжди є оптимальним. Отриманi моделi
часом виявляються занадто складнмим i важкими для змiстов-
ної iнтерпретацiї. Тому у багатьох статистичних задачах доцiльно
трактувати зв’язок мiж дослiджуваними змiнними як розмитий
аналог деякої строгої функцiональної залежностi. Наприклад, не-
хай дослiдник спостерiгає 𝑛 об’єктiв, перенумерованих iндексом
𝑗 = 1, . . . , 𝑛, i кожен описується змiнними 𝑌𝑗 , 𝑋1

𝑗 ,. . . , 𝑋𝑚
𝑗 , де 𝑚

—фiксоване число. Дослiдника цiкавить, як прогнозувати значен-
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ня змiнної 𝑌 для нових об’єктiв (у яких 𝑌 не спостерiгалось) за
значеннями 𝑋1,. . . , 𝑋𝑚. Для цього вводять модель вигляду

𝑌𝑗 = 𝑔(𝑋1
𝑗 , . . . 𝑋

𝑚
𝑗 ) + ε𝑗 , (10.1)

де 𝑔 : R𝑚 → R—невiдома функцiя, яку називаютьфункцiєю ре-
гресiї, а ε𝑗 — випадкова похибка регресiї. Змiнну 𝑌 , яка прогно-
зується за iншими, називають вiдгуком, а змiннi𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,
якi використовуються для прогнозування— регресорами. Модель
(10.1) називають класичною моделлю регресiї.

Таким чином, ми описуємо зв’язок мiж вiдгуком та регресора-
ми як наближену функцiональну залежнiсть

𝑌 ≈ 𝑔(𝑋1, . . . , 𝑋𝑚)

i намагаємось оцiнити функцiю регресiї 𝑔, а спостережуванi вiдхи-
лення вiд цiєї залежностi трактуємо як не цiкавi для нас випадковi
похибки1. При такому пiдходi дослiдник зосереджується на оцiнцi
𝑔, а властивостями похибок цiкавиться лише постiльки, оскiль-
ки вони можуть бути корисними для оцiнювання функцiї регресiї,
перевiрки гiпотез про неї або для прогнозування. Це i називають
регресiйним пiдходом до статистичного аналiзу багатовимiрних
даних.

Розрiзняють параметричнi i непараметричнi регресiйнi моде-
лi. У параметричних моделях вважається, що функцiя регре-
сiї вiдома з точнiстю до деякого набору невiдомих параметрiв
b = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑑) — коефiцiєнтiв регресiї:

𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚;b).

У цьому випадку задача оцiнювання функцiї регресiї зводиться до
оцiнки коефiцiєнтiв регресiї.

1Можна, наприклад, вважати, що похибка ε𝑗 виникає внаслiдок дiї неконтро-
льованих нами причин, якi ми не можемо спостерiгати, на вiдмiну вiд регресорiв,
якi ми використовуємо для прогнозу.
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У непараметричних моделях вважається, що функцiя регре-
сiї може бути довiльною функцiєю з досить широкого класу. На-
приклад, можна розглядати всi двiчi неперервно диференцiйовнi
функцiї на заданому iнтервалi.

Зрозумiло, що задавши спiльний розподiл вектора регресорiв
i похибок (𝑋1

𝑗 , . . . , 𝑋
𝑚
𝑗 , ε𝑗) та функцiю 𝑔 у (10.1), можна описати

спiльний розподiл вектора спостережень

ζ𝑗 = (𝑌𝑗 , 𝑋
1
𝑗 , . . . , 𝑋

𝑚
𝑗 ).

Якщо вважати ζ𝑗 незалежними, однаково розподiленими
спостереженнями, отримуємо ймовiрнiсну модель всiєї вибiрки
ζ1, . . . , ζ𝑛. До такої моделi вже можна буде застосовувати всю ту
технiку оцiнювання та перевiрки гiпотез, якуми розглядали у попе-
реднiх роздiлах. Моделi такого вигляду називають структурними
регресiйними моделями.

Iнколи буває зручнiше трактувати регресори𝑋𝑖
𝑗 як невипадковi

фiксованi числа. Наприклад, це можуть бути значення характери-
стик експерименту, що їх дослiдник задає сам. Вiдповiднi регресiй-
нi моделi називають функцiональними. У них вiдгук є випадковим,
але його випадковiсть створюється лише похибкою. До таких мо-
делей також можна застосовувати, наприклад, метод найбiльшої
вiрогiдностi. Але у них вiдгуки не є однаково розподiленими ви-
падковими величинами. Тому асимптотичнi твердження, на яких
ґрунтувались алгоритми розд. 8 та 9, для них треба модифiкувати.
Це приводить i до певної модифiкацiї самих алгоритмiв.

Далi у цьому роздiлi ми розглянемо рiзнi пiдходи до дослiдже-
ння статистичних даних на основi регресiйних моделей. Спочатку
у пiдрозд. 10.1 можливостi цих пiдходiв демонструються на при-
кладi простої лiнiйної регресiї. Потiм застосування рiзних технiк
до загальних задач описується бiльш детально.
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10.1 Проста лiнiйна регресiя

Нехай для кожного дослiджуваного об’єкта спостерiгаються
двi змiннi — 𝑋 i 𝑌 . Всього спостерiгають 𝑛 об’єктiв, значення
змiнних для 𝑗-го об’єкта—𝑋𝑗 i𝑌𝑗 . Дослiдник намагається описати
зв’язок мiж цими змiнними, використовуючи наближено лiнiйну
залежнiсть

𝑌𝑗 ≈ 𝑏0 + 𝑏1𝑋𝑗 , (10.2)

де 𝑏0 i 𝑏1 — невiдомi коефiцiєнти, якi треба оцiнити за даними
𝑋𝑗 , 𝑌𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Така модель називається моделлю простої
лiнiйної регресiї. Її часто використовують для опису даних, про-
гнозування, перевiрки гiпотез.

Класична регресiя. Метод найменших квадратiв. З точки
зору класичного пiдходу (10.1) наближену формулу (10.2) можна
трактувати як модель для прогнозування змiнної 𝑌 за змiнною
𝑋 на основi лiнiйної функцiї регресiї, а вiдхилення вiд строгої
лiнiйної залежностi iнтерпретувати як похибки такого прогнозу:

𝑌𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1𝑋𝑗 + ε𝑗 . (10.3)

Тут 𝑔(𝑥,b) = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 — лiнiйна функцiя регресiї, b = (𝑏0, 𝑏1)
𝑇

— вектор невiдомих коефiцiєнтiв регресiї, 𝑋𝑗 — регресор, 𝑌𝑗 —
вiдгук, ε𝑗 — похибка регресiї.

Щоб оцiнити коефiцiєнти можна скористатись методом най-
менших квадратiв (МНК)2. Для цього складаютьфункцiонал най-
менших квадратiв, тобто суму квадратiв рiзниць мiж справжнiми
значеннями вiдгуку та значеннями прогнозу, який вийде при ви-
користаннi коефiцiєнтiв b:

𝐽(b) =

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑌𝑗 − 𝑏0 − 𝑏1𝑋𝑗)
2.

2Англ. least squares (LS).
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Оцiнкою b̂ = (�̂�0, �̂�1)
𝑇 для справжнiх коефiцiєнтiв регресiї нази-

вають те значення b, на якому досягається мiнiмум 𝐽(b) по всiх
можливих b ∈ R2.

Досить просто перевiрити, що цей мiнiмум досягається при

�̂�1 =
̂︂cov(𝑋,𝑌 )

𝑆2(𝑋)
,

�̂�0 = 𝑌 − �̂�1�̄�.

Це й є оцiнки методу найменших квадратiв для коефiцiєнтiв про-
стої лiнiйної регресiї.

Тут, як i ранiше
�̄� , 𝑌 — вибiрковi середнi значень регресора𝑋𝑗 та вiдгуку 𝑌𝑗 ;
𝑆2(𝑋) — вибiркова дисперсiя регресора 𝑋;̂︂cov(𝑋,𝑌 ) = 1

𝑛

∑︀𝑛
𝑗=1(𝑋𝑗−�̄�)(𝑌𝑗−𝑌 )—вибiркова коварiацiя

вiдгука з регресором.
Приклад 10.1.1. Людям, що стежать за своєю вагою, корисно

мати певний еталон правильної ваги, на який вони могли б орi-
єнтуватись. Часто для цього використовують зрiст людини, тобто
вважають, що кожному значенню зросту вiдповiдає певна опти-
мальна вага, яку матиме “людина гарної статури” з таким зростом.
Як отримати формулу такої залежностi оптимальної ваги вiд зро-
сту? Можна взяти певний набiр людей, про яких вiдомо, що вони
мають гарну статуру, вимiряти їх вагу та зрiст i далi застосува-
ти метод найменших квадратiв для оцiнки коефiцiєнтiв регресiї у
моделi, де вiдгуком є вага, а регресором — зрiст.

Для цього прикладу я обрав данi про вагу i зрiст зiрок шоу-
бiзнесу (акторiв, популярних спiвакiв, фотомоделей), тобто людей,
якi за професiєю повиннi вiдповiдати критерiю “гарної статури”.
Данi взятi з iнтернет-сторiнки за адресою

http://www.celeb-height-weight.psyphil.com/

celebrities-height-and-weight-chart-%E2%80%93

-celebrity-stats/.
У таблицi на цiй сторiнцi розмiщенi данi про зiрок (celebrities).

Я взяв з цiєї таблицi всiх зiрок-чоловiкiв (їх там мало) i частину
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зiрок-жiнок (їх значно бiльше). Вiдбiр жiнок був бiльш-менш до-
вiльним, метою було отримати зручну для пояснень картинку, тому
особливо довiряти результатам аналiзу не варто, тим бiльше, що i
принципи вiдбору авторiв таблицi невiдомi. Вага вказана у фунтах
(1 фунт= 0.453592 кг), зрiст — у сантиметрах. Надалi я умовно
називатиму цих людей “акторами”.

Данi вмiщенi у файлi actors.csv, де кожен рядок вiдповiдає
однiй людинi, а стовпчики — змiнним, що її характеризують: iм’я
та прiзвище (name), зрiст у сантиметрах (height), вага у фунтах
(weight), стать (gender: f — жiноча, m — чоловiча). Вiдобразимо
цi данi на рисунку, де по горизонталi вiдкладено зрiст, по вертикалi
— вагу, а у точцi з координатами, що вiдповiдають конкретнiй
людинi, стоїть лiтера, яка вказує її стать. (У статистицi такi та
аналогiчнi рисунки називають дiаграмами розсiювання, ми вже
познайомились з ними у пiдрозд. 5.1) — див. рис. 10.1
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Рис. 10.1. Дiаграма розсiювання ваги та зросту акторiв (повнi данi)

На рис. 10.1 одразу можна побачити, що розподiл даних для
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чоловiкiв та жiнок є рiзним, причому, внаслiдок бiльшого розкиду
ваги чоловiкiв, точки, що вiдповiдають жiнкам, збились у нижнiй
частинi дiаграми. Тому помiтити залежнiсть мiж зростом i вагою
жiнок на цiй дiаграмi майже неможливо. Нарисуємо аналогiчну
дiаграму окремо тiльки для жiнок (рис. 10.2).
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Рис. 10.2. Вага та зросiст акторiв. Пiдгонка за МНК для жiнок

На цiй дiаграмi розсiювання ми вивели також “оцiнену лiнiю
регресiї”, тобто пряму, що має рiвняння 𝑦 = �̂�0 + �̂�1𝑥, де �̂�0 i �̂�1
— оцiнки за методом найменших квадратiв для пiдгонки регресiї
у моделi

weight𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1 × height𝑗 + ε𝑗 ,

пiдiгнанiй за даними лише для жiнок-актрис. Оцiнки коефiцiєнтiв
такi: �̂�0 = 1.222, �̂�1 = 0.6587. Їх можна спробувати iнтерпретувати.
Наприклад, �̂�1 показує, наскiльки зростає iдеальна вага у фунтах
при збiльшеннi зросту на 1 см. Коефiцiєнт �̂�0 мав би вiдповiдати
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iдеальнiй вазi людини, що має зрiст 0 см. Очевидно, таких людей
не iснує. Якби ми вирiшили використовувати одне i те ж лiнiйне
наближення для залежностi мiж зростом i вагою для всiх можливих
значень зросту, то природно було б вважати, що нульовому зросту
вiдповiдає нульова вага — 𝑏0 = 0. Але для всiх наших даних зрiст
розташований у iнтервалi вiд 155 до 185 см, тому робити за ними
статистично обґрунтованi висновки про дослiджувану залежнiсть
на iнших iнтервалах значень зросту неможливо.

Формула

ŵeight(height) = �̂�0 + �̂�1 × height (10.4)

дає прогноз за методом найменших квадратiв для ваги, що вiд-
повiдає заданому зросту. У цiй задачi такий прогноз можна тра-
ктувати як iдеальну вагу для актриси, що хоче бути зiркою. Якщо
пiдставити сюди зрiст 𝑗-ї актриси, отримуємо прогнозну iдеальну
вагу для неї ŵeight𝑗 = ŵeight(height𝑗).

Точки з координатами (height𝑗 , ŵeight𝑗) лежать на оцiненiй
лiнiї регресiї. На рис. 10.1 праворуч цi точки з’єднанi з вiдпо-
вiдними точками даних вертикальними вiдрiзками. Довжини цих
вiдрiзкiв характеризують вiдхилення прогнозiв вiд справжнiх спо-
стережуваних значень вiдгукiв. За методом найменших квадратiв
лiнiя регресiї пiдбирається так, щоб мiнiмiзувати суму квадратiв
цих вiдхилень.

Можна сказати, що МНК мiнiмiзує вiдхилення по вертикалi
точок спостережень вiд лiнiї регресiї.

Рисунки отриманi таким скриптом:

O
> actors<-read.csv2("c:/rem/term/actors.csv",

> header=T)

> # рис. 10.1:

> # рисуємо рамку:

> plot(actors$height,actors$weight,type="n",

+ xlab="height",ylab="weight",sub=" ")
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> # виводимо лiтери для статi:

> text(actors$height,actors$weight,

+ labels=actors$gender)

> # рис. 10.2:

> actrf<-actors[actors$gender=="f",]

> # рисуємо дiаграму розсiювання:

> plot(actrf$height,actrf$weight,sub=" ")

> bls1<-lm(weight~height,data=actrf)$coefficients

> bls1

(Intercept) height

1.2224016 0.6587242

> abline(bls1,col="blue")

> segments(actrf$height,

+ actrf$weight,actrf$height,

+ bls1[1]+bls1[2]*actrf$height)
△

Тут функцiя lm() реалiзує обчислення оцiнок коефiцiєнтiв лiнiй-
ної регресiї за МНК. Вона бiльш детально описана у пiдрозд. 10.2.
Зараз скажемо лише, що weight~height — це формула, яка вка-
зує, що вiдгуком у нашiй моделi є weight, а регресором— height;
опцiя data вказує фрейм, з якого беруться данi для пiдгонки. Ре-
зультатом виконання функцiї lm() є об’єкт складної структури,
МНК-оцiнки коефiцiєнтiв регресiї мiстяться у ньому в атрибутi
$coefficients.

Хоча прогнозування ваги за зростом здається найбiльш при-
родним способом використання залежностi мiж цими змiнними,
але не виключено, що у когось виникне обернена задача. Скажi-
мо, Шерлок Холмс може захотiти визначити невiдомий йому зрiст
злочинця за його вiдомою вагою. Здавалося б, маючиформулу про-
гнозу (10.4), для отримання оберненої прогнозної формули досить
розв’язати вiдповiдне рiвняння вiдносно height:

ĥeight(weight) = − �̂�0

�̂�1
+

1

�̂�1
× weight. (10.5)
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Однак за логiкою МНК, такий прогноз буде неправильним. На-
справдi треба скласти регресiйне рiвняння

height𝑗 = 𝑎0 + 𝑎1 × weight𝑗 + δ𝑗 ,

та оцiнювати його коефiцiєнти за даними, використовуючи МНК.
Отриманi оцiнки �̂�0, �̂�1 будуть, у загальному випадку, вiдрiзнятись
вiд коефiцiєнтiв уформулi (10.5). Але саме їх слiд використовувати
для прогнозування.

Чому це так? Тому, що при прогнозуваннi height природно
мiнiмiзувати вiдхилення саме прогнозiв height вiд їхнiх справ-
жнiх значень, а це не еквiвалентно мiнiмiзацiї вiдхилень прогнозiв
weight, яке ми робили у попередньому випадку. Якщо на дiаграмi
розсiювання вiдкладати значення height по горизонталi, а weight
—по вертикалi, то тепер нас будуть цiкавити вiдстанi вiд точок до
лiнiї регресiї не по вертикалi, як ранiше, а по горизонталi. Результат
такої пiдгонки зображено на рис. 10.3.
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Рис. 10.3. “Обернена” регресiя ваги i зросту. Лiнiя регресiї: суцiльна —
звичайний МНК, штрихова — “обернена”
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Тут штрихова червона лiнiя вiдповiдає регресiї з вiдгуком
height по регресору weight (тобто вiдгук вiдкладений по гори-
зонталi, таку регресiю можна назвати “оберненою”). Суцiльна синя
лiнiя — та сама, що i на попередньому рисунку, тобто звичайна
“пряма” МНК регресiя. Як бачимо, пряма i обернена регресiї по-
мiтно вiдрiзняються.

Ортогональна регресiя. Iнколи буває необхiдно встановити за
даними лiнiю регресiї так,щоб вона не залежала вiд вибору системи
координат. Наприклад, нехай ви йдете по прямому шосе i час вiд
часу визначаєте своє положення за допомогою GPS, який вказує
довготу (𝑋) i широту (𝑌 ) мiсця вашого положення. В результатi
ваших спостережень отримується набiр точок на топографiчнiй
картi (𝑋𝑗 , 𝑌𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Цi точки не будуть лежати всi на однiй
прямiй, тому що GPS вимiрює координати з деякими похибками.
Вам треба вибрати пряму, яка найкращим чином буде вiдповiдати
вимiрянимданим. ЗвичайнаМНКрегресiя тут недоречна, томущо,
вибираючи рiзнi системи координат на площинi карти, ми будемо
отримувати рiзнi прямi регресiї. А це суперечить логiцi задачi.

У таких задачах доцiльно застосовувати технiку ортогональ-
ної регресiї, в якiй оцiнка отримується мiнiмiзацiєю суми квадратiв
вiдстаней вiд точок спостережень до вiдповiдних найближчих то-
чок на прямiй:

𝐽𝑇𝐿𝑆(b) =

𝑛∑︁
𝑗=1

[︁
(𝑋𝑗 − �̃�𝑗(b))

2 + (𝑌𝑗 − 𝑌𝑗(b))
2
]︁
,

де (�̃�𝑗(b), 𝑌𝑗(b)) — координати точки, що є ортогональною про-
екцiєю точки (𝑋𝑗 , 𝑌𝑗) на пряму, задану рiвнянням3 𝑦 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥:

�̃�𝑗(b) =
(𝑋𝑗 + 𝑏1𝑌𝑗 − 𝑏0𝑏1)

(1 + 𝑏21)
, 𝑌𝑗(b) = 𝑏0 + 𝑏1�̃�𝑗(b).

3Строго кажучи, не кожну пряму можна задати таким рiвнянням (вертикальну
не можна). Але ми зараз не зупиняємось на цьому ускладненнi.
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Цей функцiонал називають повною сумою квадратiв. Точка мiнi-
муму цього функцiоналу

b̂𝑇𝐿𝑆 = argmin
b∈R2

𝐽𝑇𝐿𝑆(b)

називається оцiнкою мiнiмуму повних квадратiв або ортогональ-
ною регрессiєю4

Як приклад ортогональна регресiя, застосована до даних про
вагу та зрiст акторок, зображена на рис. 10.4.
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Рис. 10.4. Ортогональна регресiя ваги та зросту. Лiнiя регресiї: суцiльна
— звичайний МНК, штрихова — “обернена”, штрихпунктирна —

ортогональна.

Лiнiя, що вiдповiдає ортогональнiй регресiї, зображена зеле-
ним кольором (штрихпунктирною лiнiєю). Вона розташовується
мiж лiнiями прямої (синя, суцiльна лiнiя) та оберненої (червона

4Англ. total least squares (TLS), orthogonal regression, Deming regression.
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штрихова лiнiя) МНК регресiї. Всi три лiнiї перетинаються в однiй
точцi з координатами (�̄�, 𝑌 ) — у барицентрi5 набору даних.

Рисунки 10.3 i 10.4 виведено таким скриптом:

O

> # ``горизонтальна'' регресiя

> als2<-lm(height~weight,data=actrf)$coefficients

> # рисуємо дiаграму розсiювання:

> plot(actrf$height,actrf$weight,

+ xlab="height",ylab="weight")

> abline(bls1,col="blue") # bls1 з попереднього скрипта

> abline(c(-als2[1]/als2[2],1/als2[2]),

+ col="red",lty="dashed")

> segments(actrf$height,actrf$weight,

+ als2[1]+als2[2]*actrf$weight,actrf$weight)

> # ортогональна регресiя

> library(MethComp)

> tls<-Deming(actrf$height,actrf$weight)

> x<-actrf$height

> y<-actrf$weight

> b0<-tls[1]

> b1<-tls[2]

> # розраховуємо координати проекцiй даних

> # на пряму регресiї:

> x0<-(x+b1*y-b0*b1)/(1+b1^2)

> y0<-b0+b1*x0

> plot(actrf$height,actrf$weight,asp=1,

+ xlab="height",ylab="weight",

+ xlim=c(155,190),ylim=c(90,140))

> segments(x,y,x0,y0)

> abline(tls[1:2],col="green",lty="dotdash")

> abline(bls1,col="blue")

5Барицентр — центр мас. Якби у кожнiй точцi дiаграми розсiювання даних
була розташована маса 1 кг, то центр мас такої системи був би у точцi (�̄�, 𝑌 ).
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> abline(c(-als2[1]/als2[2],1/als2[2]),

+ col="red",lty="dashed")

△
Тут для обчислення коефiцiєнтiв ортогональної регресiї викори-
стана функцiя Deming() з бiблiотеки MethComp. Перший її па-
раметр — це регресор (горизонтальна координата), а другий —
вiдгук (вертикальна координата). При вiдображеннi рисунка фун-
кцiєю plot() встановлена опцiя asp=1, яка задає однаковий мас-
штаб як по горизонталi, так i по вертикалi. Iнакше вiдрiзки, що
з’єднують точки даних з їхнiми проекцiями на рисунку не були б
перпендикулярними до лiнiї регресiї.

Ортогональну регресiю можна розглядати як спосiб оцiнки ко-
ефiцiєнтiв у регресiйнiй моделi, вiдмiннiй вiд класичної. Дiйсно,
у прикладi з визначенням “рiвняння” шосе, по якому спостерiгач
рухається, ми маємо справу зi спостереженнями𝑋𝑗 , 𝑌𝑗 справжнiх
координат точок на шосе (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗), вимiряними з похибкою, тобто

𝑋𝑗 = 𝑥𝑗 + ε𝑗 , 𝑌𝑗 = 𝑦𝑗 + δ𝑗 , (10.6)

де ε𝑗 , δ𝑗 — вiдповiднi похибки вимiрювання. При цьому справ-
жнi координати невiдомi, але вони точно описуються рiвнянням
прямої:

𝑦𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥𝑗 . (10.7)

Треба за спостережуваними значеннями (𝑋𝑗 , 𝑌𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 оцi-
нити коефiцiєнти b = (𝑏0, 𝑏1)

𝑇 .
Якщо вважати, що похибки ε𝑗 , δ𝑗 є незалежними мiж собою i

мають однаковий розкид, то природно використати ортогональну
регресiю для оцiнювання.

Моделi, подiбнi до (10.6) — (10.7), називають моделями з по-
хибками у змiнних6. Їх доцiльно використовувати там, де в основi
зв’язку мiж дослiджуваними змiнними лежить точний фiзичний

6Errors-in-variables models. Йдеться про те, що похибки наявнi як у вiдгуку,
так i у регресорах.
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(хiмiчний, економiчний. . . ) закон, спотворений похибками вимi-
рювання або подiбними ефектами (див. [13, 22]).

Для аналiзу даних на зразок ваги-зросту людей такi моделi не
є природними. Звичайно, вага i зрiст вимiрюються неточно, у їх
спостережуваних значеннях присутнi похибки вимiрювання. Але
випадковi коливання навколо лiнiї регресiї, якi ми спостерiгаємо на
дiаграмах розсiювання рис. 10.1, 10.3, викликанi не цими похиб-
ками, а зовсiм iншими причинами (генетичними, фiзiологiчними
соцiальними, психологiчними), якi приводять до того, що люди з
однаковим зростом мають рiзну вагу7. Тому для даних такого роду
природнiше застосовувати класичну модель регресiї, яка дозволяє
будувати найбiльш точнi прогнози для вiдгуку за спостережувани-
ми значеннями регресорiв. J

Квантильна регресiя. Продовжимо дослiдження зв’язку ваги
та зросту. З дiаграми розсiювання на рис. 10.1 праворуч можна
зробити висновок, що для актрис, якi потрапили до нашого поля
зору, вiдхилення ваги у 2-3 фунти вiд передбачуваної за МНК не
є великою проблемою, а от вiдхилення бiльше 15-ти фунтiв майже
не зустрiчаються. Для людини, що стежить за своєю вагою, вста-
новлення для неї обмежень зверху i знизу може бути важливiшим,
нiж визначення якогось iдеального фiксованого значення ваги.

Вiдповiдну статистичну задачу можна поставити так: для ко-
жного можливого значення зросту height треба встановити таке
порогове значення ̂︀Wτ(height), щоб вага τ =90% актрис-зiрок не
перевищувала порiг ̂︀Wτ(height). Це було б розумне обмеження
зверху допустимої ваги для людини, що хоче бути актрисою. Ана-
логiчноможна встановити обмеження знизу, поклавши, наприклад,
τ =10%. Зрозумiло, ми немаємо на увазi τ вiдсоткiв актрис,що по-
трапили до нашої вибiрки (серед них може взагалi не бути жодної
зi зростом height, який нас цiкавить). Йдеться про всiх можли-
вих осiб жiночої статi, що мають будову тiла достатньо гарну, як

7До речi, для таких характеристик “вага людини” взагалi важко визначити,
що саме слiд вважати точним значенням: вага до обiду, це зовсiм не те, що вага
пiсля!



10.1. Проста лiнiйна регресiя 499

для актриси. У термiнах математичної статистики ми оцiнюємо
квантиль рiвня τ теоретичного розподiлу ваги особи, що вибрана
навмання з популяцiї всiх (потенцiйних) актрис, зрiст яких дорiв-
нює height. Зрозумiло, що оцiнку доведеться будувати за тою
вибiркою, яка у нас є. Оцiнка будується як функцiя вiд height,
тобто на дiаграмi розсiювання це буде деяка лiнiя. За наявною дiа-
грамою навряд чи можна запропонувати якусь складну форму для
цiєї лiнiї, отже, вибираємо найпростiшу — пряму.

Для оцiнювання коефiцiєнтiв такої прямої застосуємо метод
квантильної регресiї Р. Кроенкера i Дж. Бассета [36]. Введемо
функцiю

ρτ(𝑦) =

{︃
τ𝑦 якщо 𝑦 ≥ 0,

(1− τ)|𝑦| якщо 𝑦 < 0.
(10.8)

Неважко переконатись, що для будь-якої випадкової величини η з
неперервним розподiлом 𝐹 квантиль 𝑄𝐹 (τ) є точкою мiнiмуму за
𝑡функцiї E ρτ(η− 𝑡). Якщо замiнити математичне сподiвання його
оцiнкою — вибiрковим середнiм — як точку мiнiмуму отримаємо
вибiркову квантиль. Iдея квантильної регресiї полягає в тому, щоб
використати для оцiнкифункцiонал, подiбнийМНК, але iз замiною
квадратичної функцiї на функцiю ρτ. Отже, оцiнкою коефiцiєнтiв
b за методом квантильної регресiї буде

b̂𝑞𝑎𝑛𝑡
τ = (�̂�𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡0,τ , �̂�𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡1,τ )𝑇 = argmin

b∈R2

𝑛∑︁
𝑗=1

ρτ(𝑌𝑗 − 𝑏0− 𝑏1𝑋𝑗). (10.9)

Для цих оцiнок немає такої явної формули, як для оцiнок МНК,
але у бiблiотецi quantreg є функцiя rq(), що пiдраховує їх чи-
сельними методами. Застосуємо її до даних ваги i зросту актрис
(рис. 10.5).
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Рис. 10.5. Квантильна регресiя

O
> # quantile regression

> library("quantreg")

> plot(actrf$height,actrf$weight,xlim=c(155,192),

+ xlab="height",ylab="weight")

> lmed<-rq(weight~height,tau=0.5,

+ data=actrf)$coefficients

> abline(lmed)

> lq10<-rq(weight~height,tau=0.1,

+ data=actrf)$coefficients

> abline(lq10,col="red",lty="dashed")

> actr10<-actrf[actrf$weight<lq10[1]+

+ lq10[2]*actrf$height,]

> text(actr10$height,actr10$weight,

+ labels=actr10$name,pos=4,col="red")
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> lq90<-rq(weight~height,tau=0.9,

+ data=actrf)$coefficients

> abline(lq90,col="blue")

> actr90<-actrf[actrf$weight>lq90[1]+

+ lq90[2]*actrf$height,]

> text(actr90$height,actr90$weight,

+ labels=actr90$name,pos=4,col="blue")

△
Функцiя rq() органiзована подiбно до функцiї lm(), але має

додатковий параметр tau, у якому треба задати рiвень кванти-
лi τ. На рисунку 10.5 суцiльною (блакитною) лiнiєю зображена
квантильна регресiя рiвня τ = 0.9, тобто для справжньої актор-
ки ймовiрнiсть опинитись вище цiєї лiнiї дорiвнює 0.1. Штрихова
(червона) лiнiя вiдповiдає рiвню 0.1, нижче неї опиняться 10% най-
бiльш худорлявих акторок. Посерединi чорна лiнiя з рiвнем 0.5,
вона вiдповiдає медiанi.

Для точок, що вийшли за суцiльну таштрихову лiнiї на рисунку
вiдображенi iмена та прiзвища вiдповiдних акторок. В iнтернетi ви
можете знайти їхнi фотографiї та фiльми i перевiрити, чи дiйсно
вони видiляються своєю статурою iз загальної маси акторок8.

По серединi на рисунку проходить чорна лiнiя, що вiдповiдає
τ = 0.5. Це лiня регресiї з коефiцiєнтами, що мiнiмiзують фун-
кцiонал

𝐽𝐴𝑏𝑠(b) =

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑌𝑗 − 𝑏0 − 𝑏1𝑋𝑗 |.

Таку регресiю можна було б назвати медiанною, але вона має iншу
назву — регресiя за методом найменших модулiв, МНМ9. Це
одна з найбiльш поширених альтернатив класичному методу най-
менших квадратiв. Зокрема, її часто використовують у випадках,
коли потрiбнi робастнi оцiнки коефiцiєнтiв регресiї.

8Їхнi фотографiї могли б дуже прикрасити цю книгу, але, на жаль, у мене
немає права розмiстити їх тут.

9 Least absolute deviations (LAD) regression.
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Робастна регресiя. Нагадаємо, що робастнiсть — це стiйкiсть
оцiнок щодо можливих забруднень вибiрки спостереженнями, якi
не мають стосунку до дослiджуваного явища. Особливо важливою
є стiйкiсть до забруднення викидами, тобто значеннями, якi ле-
жать далеко вiд основної маси спостережень (див. пiдрозд. 4.1). У
випадку регресiйних задач слiд розрiзняти “викиди по вертикалi”
— данi про об’єкти з аномально великими вiдхиленнями значень
вiдгуку i “викиди по горизонталi”, коли аномальнi значення мають
регресори. Метод найменших модулiв дає оцiнки, стiйкi щодо ви-
кидiв по вертикалi, якщо у даних немає горизонтальних викидiв.
Тобто якщо забруднення можуть приводити лише до змiни вiдгуку,
а не регресорiв, використанняМНМє доцiльним. Якщо викиди мо-
жуть бути як вертикальними, так i горизонтальними, оцiнки МНМ
стають не робастними.

В останньому випадку потрiбнi оцiнки, що були б робастими
при будь-яких викидах. Прикладом такої оцiнки є оцiнка повтор-
них медiан. Вона будується таким чином.

Нехай спостерiгаються регресор 𝑋𝑗 та вiдгук 𝑌𝑗 для 𝑗 вiд 1 до
𝑛. Розглянемо всi можливi пари точок (𝑋𝑗 , 𝑌𝑗), (𝑋𝑖, 𝑌𝑖), для всiх
𝑖 ̸= 𝑗. Якщо всi точки рiзнi, то через кожну таку пару проходить
тiльки одна пряма. Знайдемо кутовi коефiцiєнти всiх цих прямих:

𝑏1(𝑖, 𝑗) =
𝑌𝑖 − 𝑌𝑗
𝑋𝑖 −𝑋𝑗

.

Для кожного 𝑖 розглянемо набiр 𝑏1(𝑖, 𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑖 i
обчислимо його вибiркову медiану — µ(𝑖). Оцiнкою �̂�µ1 методу
повторних медiан для коефiцiєнта регресiї 𝑏1 буде вибiркова ме-
дiана набору µ(𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Оцiнка �̂�µ0 для 𝑏0 визначається як
вибiркова медiана набору 𝑌𝑗 − �̂�µ1𝑋𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Пара b̂µ = (�̂�µ0 , �̂�
µ
1)

𝑇 є оцiнкою для b, робастною вiдносно всiх
викидiв — як вертикальних, так i горизонтальних.

Розглянемо приклад, в якому на модельованих даних проде-
монстрована поведiнка рiзних оцiнок коефiцiєнтiв регресiї за на-
явностi горизонтальних i вертикальних викидiв. Данi згенерованi i
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оцiнки обчисленi таким скриптом:

O
> RepMedian<-function(y,x) # повторна медiана

+ {

+ yy<-rep(y,length(y))-rep(y,each=length(y))

+ xx<-rep(x,length(x))-rep(x,each=length(x))

+ bb<-yy/xx

+ bb<-matrix(bb,nrow=length(x))

+ b1m<-median(apply(bb,1,median,na.rm=T))

+ b0m<-median(y-b1m*x)

+ c(b0m,b1m)

+ }

> # функцiя рисування:

> FigurePlot<-function(x,y,x1,y1)

+ {

+ plot(x,y)

+ lsc<-lm(y~x)$coefficients

+ lsc1<-lm(y1~x1)$coefficients

+ abline(lsc,col="green",lty="dotdash",lwd=4)

+ abline(lsc1,lty="dotdash",col="green")

+ lad<-rq(y~x,tau=0.5)$coefficients

+ abline(lad,col="blue",lty="solid",lwd=4)

+ lad1<-rq(y1~x1,tau=0.5)$coefficients

+ abline(lad1,col="blue",lty="solid")

+ rm<-RepMedian(y,x)

+ abline(rm,col="red",lty="dashed",lwd=4)

+ rm1<-RepMedian(y,x)

+ abline(rm1,col="red",lty="dashed")

+ }

> set.seed(5)

> # Рисунок вгорi

> x1<-seq(0,1,0.1)

> y1<-2*x1-1+0.5*rnorm(11)

> x<-c(x1,-0.1)
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> y<-c(y1,6)

> FigurePlot(x,y,x1,y1)

> # Рисунок знизу

> x<-c(x1,-3.5)

> y<-c(y1,3.5)

> FigurePlot(x,y,x1,y1)

△
Результат — на рис. 10.6 i 10.7.
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Рис. 10.6. Повторна медiана (червона штрихова) порiвняно з МНМ
(синя, суцiльна) та МНК (зелена, штрихпунктирна). Викид тiльки

по вертикалi

Тут для двох наборiв модельованих даних зображенi резуль-
тати пiдгонки простої лiнiйної регресiї трьома методами: зелена
штрихпунктирна лiнiя — МНК, синя суцiльна — метод наймен-
ших модулiв, червона штрихова — повторна медiана. Широкими
лiнiями — результати пiдгонки за повними даними, тонкими — за
даними без викиду. На рис. 10.6 — викид вертикальний. Видно,
що вiн помiтно вплинув на лiнiю МНК, дещо змiнив МНМ i не
вплинув на оцiнки повторної медiани. На рис. 10.7 — викид, що
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вiдрiзняється вiд основної маси як по вертикалi, так i по горизон-
талi. Вiн радикально змiнює оцiнки МНК та МНМ, але знову не
впливає на лiнiю, визначену повторною медiаною.

−3 −2 −1 0 1

−
1

0
1

2
3

x

y

Рис. 10.7. Повторна медiана (червона штрихова) порiвняно з МНМ
(синя, суцiльна) та МНК (зелена, штрихпунктирна). Викид i

по вертикалi, i по горизонталi.

У читача може скластись враження, що повторна медiана дає
найбiльш стабiльнi оцiнки у всiх випадках. Це враження помилко-
ве, що i показує наступний приклад.

Приклад 10.1.2. Розглянемо знову данi shortU.txt про iнте-
рес до шортiв рiзних типiв у США з прикладу 3.4.4. У прикладi
9.5.2 ми ввели для цих даних змiнну x, що характеризує перева-
жання iнтересу до джинсових шортiв порiвняно з iнтересом до
карго-шортiв у рiзних штатах США. У нас була гiпотеза10 про те,
що змiни x пов’язанi з рiвнем урбанiзацiї вiдповiднихштатiв (змiн-
на urban). Зараз ми розглянемо лише штати, що лежать у басейнi
Мiссiсiпi-Мiссурi (miss==1). Вiдкладемо для цих штатiв по гори-
зонталi urban, а по вертикалi — x (див. лiву частину на рис. 10.8).

10Пiдтверджена порiвнянням карт на рис. 3.20 i 3.22.
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Бачимо, що у даних наявний викид — Пiвденна Дакота, де x= 1.
Як вплине цей викид на оцiнки коефiцiєнтiв регресiї з вiдгуком x

та регресором urban?
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Рис. 10.8. Повторна медiана (червоним пунктиром) порiвняно з МНМ
(синiм, суцiльна) для даних про шорти

У верхнiй частинi рис. 10.8 — дiаграма розсiювання даних, на
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якиiй помiтний викид. У нижнiй частинi вiдображенi результати
пiдгонки простої лiнiйної регресiї за МНМ (суцiльна синя лiнiя) та
за методом повторних медiан (штрихова червона). Як i ранiше —
тонкi лiнiї вiдповiдають даним без викиду, широкi — з викидом.
(Для зручностi порiвняння рiзних оцiнок лiнiї регресiї, масштаб
обрано так, що сам викид опинився за межами цього рисунка). Ми
бачимо, що пряма МНМ майже не змiнилась пiд впливом вики-
ду, а от оцiнка повторних медiан змiнилась дуже сильно, так, що
залежнiсть мiж urban та x зi зростаючої перетворилась на спадну.

Чому так сталось? Якщо придивитись до рис. 10.8, то можна
побачити, що при малих значеннях urban x у середньому зростає
iз зростанням urban, а при великих — у середньому спадає. Наша
модель намагалась вiдтворити обидва цi ефекти, однак пряма так
поводитись не може. Повторна медiана вибрала один з варiантiв
за даними без викиду, але викид змусив її перейти до iншого. При
використаннi МНМ ефекти усереднились, викид великих змiн не
викликав.

Таким чином, нестабiльнiсть оцiнок повторної медiани у цьо-
му прикладi викликана тим, що вони застосованi до даних, якi
не вiдповiдають обранiй моделi залежностi. Це не можна вважати
принциповим недолiком оцiнок, але можливiсть таких ефектiв слiд
мати на увазi при обробцi реальних даних.

Ми повернемось до аналiзу цих даних у прикладi 10.2.3 J

10.2 Лiнiйний метод найменших квадратiв

У цьому пiдроздiлi розглядається стандартна технiка засто-
сування методу найменших квадратiв для пiдгонки лiнiйних ре-
гресiйних моделей. Основна увага буде придiлена використанню
готових простих засобiв R. Складнiшi питання вiдкладемо до на-
ступних пiдроздiлiв.

Класична лiнiйна регресiйнамодель для опису залежностi змiн-



508 Роздiл 10. Регресiя

ної 𝑌 вiд змiнних 𝑋1,. . . , 𝑋𝑚 має вигляд

𝑌𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1𝑋
1
𝑗 + · · ·+ 𝑏𝑚𝑋𝑚

𝑗 + ε𝑗 , (10.10)

де iндекс 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 позначає номер спостереження у вибiрцi,
𝑌𝑗 — значення вiдгуку для 𝑗−го спостереження, 𝑋1

𝑗 ,. . . , 𝑋𝑚
𝑗 —

значення регресорiв для 𝑗-го спостереження, ε𝑗 — випадкова по-
хибка регресiї (не спостерiгається), 𝑏𝑖, 𝑖 = 0, . . . ,𝑚 — невiдомi
коефiцiєнти регресiї, якi треба оцiнювати за спостереженнями.

Функцiоналом найменших квадратiв називають

𝐽(b) =
𝑛∑︁

𝑗=1

(︃
𝑌𝑗 − 𝑏0 −

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑋
𝑖
𝑗

)︃2

(тут b = (𝑏0, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑚)𝑇 — вектор можливих значень коефiцiєн-
тiв регресiї).

Оцiнка методу найменших квадратiв визначається як

b̂ = argmin
b∈R𝑚+1

𝐽(b),

тобто це такий набiр коефiцiєнтiв регресiї, на якому функцiонал
МНК досягає найменшого значення.

Оцiнки МНК iснують завжди, але не завжди визначенi одно-
значно11.

У R пiдгонку лiнiйних регресiйних моделей можна виконува-
ти за допомогою функцiї lm()12. Ця функцiя не тiльки обчислює
оцiнки МНК, а й перевiряє важливi гiпотези про них та оцiнює
якiсть прогнозу, який дає регресiйна формула.

Найбiльш популярна форма виклику функцiї lm() має вигляд:
lm(formula,data)

11Якщо регресiя задається (10.10), то для однозначної визначеностi оцiнок
МНК необхiдно i достатньо, щоб матриця вибiркових коварiацiй набору регре-
сорiв була невиродженою.

12Ця назва є скороченням для linear model.
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тут у параметрi data вказують фрейм, з якого беруться данi для
побудови регресiйної моделi.

Параметр formula (формула) задає те, що називають специ-
фiкацiєю моделi, тобто тут ми пояснюємо комп’ютеру, що треба
використати як вiдгук, а що — як регресори.

Наприклад, формула
Y~X1+X2+X3

вказує, що змiнна Y обирається як вiдгук, а X1, X2, X3— як регре-
сори, тобто модель регресiї має вигляд

Y𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1X1𝑗 + 𝑏2X2𝑗 + 𝑏3X3𝑗 + ε𝑗 ,

причому коефiцiєнти 𝑏𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 3 невiдомi, їх треба оцiнити.
У формулах можна використовувати математичнi дiї:
log(Y)~log(X)

вiдповiдає регресiйнiй моделi

log(Y𝑗) = 𝑏0 + 𝑏1 log(X𝑗) + ε𝑗 .

Зрозумiло, що коли ви хочете провести регресiю, наприклад,
з вiдгуком Y, використовуючи як регресор суму змiнних X1 i X2,
то запис Y~X1+X2 не дасть бажаного результату. У таких випадках
використовують функцiю I(), яка i сама нiчого не робить, i забо-
роняє iнтерпретатору формул обробляти свiй аргумент (iнгибiтор
iнтерпретацiї):

Y~I(X1+X2)

— спочатку обчислюється вираз у дужках пiсля I, а потiм резуль-
тат використовується як регресор у моделi

log(Y𝑗) = 𝑏0 + 𝑏1(X1𝑗 + X2𝑗) + ε𝑗 .

Iнколи буває необхiдно пiдiгнати регресiйну модель, у якiй коефi-
цiєнт 𝑏0 вiдсутнiй (дорiвнює 0)13:

Y𝑗 = 𝑏1X1𝑗 + 𝑏2X2𝑗 + 𝑏3X3𝑗 + ε𝑗 .

13Англiйською це називають regression through origin—регресiя через початок
координат.
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Щоб пояснити це комп’ютеру, у формулi дописують -1:
Y~X1+X2-1

(Бiльш повно про позначення у формулах для lm() див. пiд-
розд. 10.3).

Результатом роботи функцiї lm() є об’єкт складної структу-
ри, що мiстить всi результати пiдгонки та перевiрки гiпотез про
модель. Iнформацiю про конкретнi значення можна отримувати,
звертаючись до його атрибутiв. Наприклад, якщо виконано при-
власнення

model<-lm(Y~X),
то результат пiдгонки регресiї 𝑌𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1𝑋𝑗 + ε𝑗 буде вмiще-
ний у змiнну model. Зокрема, значення МНК-оцiнок коефiцiєнтiв
(�̂�0, �̂�1) можна отримати в атрибутi

model$coefficients.
Прогнози для значень вiдгуку у точках спостережень, тобто

𝑌𝑗 = �̂�0 +
∑︀𝑛

𝑗=1 �̂�𝑖𝑋
𝑖
𝑗 мiстяться у атрибутi

model$fitted.values.
Рiзниця мiж справжнiм значенням вiдгуку та прогнозом нази-

вається залишком (residual) 𝑈𝑗 = 𝑌𝑗 − 𝑌𝑗 . Залишки можна отри-
мати у атрибутi

model$residuals.
Окрiм того, iнформацiю про результати регресiйного аналi-

зу можна подивитись, використовуючи функцiю summary. Виклик
summary(model) виводить на екран не тiльки значення коефiцiєн-
тiв, але i величину коефiцiєнта детермiнацiї моделi та результати
перевiрки залежностi вiдгуку вiд регресорiв.

Коефiцiєнтом детермiнацiї лiнiйної регресiйної моделi нази-
вають

𝑅2 =

∑︀𝑛
𝑗=1(𝑌𝑗 − 𝑌 )2∑︀𝑛
𝑗=1(𝑌𝑗 − 𝑌 )2

= 1−
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑈
2
𝑗∑︀𝑛

𝑗=1(𝑌𝑗 − 𝑌 )2
.

Ця величина показує, яка частка розкиду (дисперсiї) вiдгуку вiд-
творюється прогнозом на основi даної регресiйної моделi. Коефi-
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цiєнт детермiнацiї завжди невiд’ємний i не перевищує одиницi:

0 ≤ 𝑅2 ≤ 1.

Чим бiльший коефiцiєнт детермiнацiї, тим точнiшим є прогноз на
тих даних, за якими пiдганялась модель регресiї. Тому𝑅2 прийнято
використовувати для грубої характеризацiї якостi моделi14. Iнко-
ли для цього застосовують так званий виправлений коефiцiєнт
детермiнацiї15:

𝑅2
𝑎𝑑𝑗 = 1−

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑈

2
𝑗 /(𝑛−𝑚− 1)∑︀𝑛

𝑗=1(𝑌𝑗 − 𝑌 )2/(𝑛− 1)
.

(При такому виправленнi у чисельнику стоїть незмiщена оцiнка
для дисперсiї похибок, а у знаменнику — незмiщена оцiнка для
дисперсiї вiдгуку).

Пояснювати загальну технiку пiдгонки регресiйних моделей
з використанням графiчних засобiв, МНК-пiдгонки та тестiв для
перевiрки гiпотез зручно на конкретних прикладах, до яких ми i
перейдемо.

Приклад 10.2.1. Розглянемо данi про автомобiлi з фрейма
mtcars, що входить у стандартну поставку R. (Ми вже дослiджу-
вали цi данi у прикладi 5.3.1). У ньому розглядаються технiчнi
характеристики 32 моделей автомобiлей. Зокрема, для кожної мо-
делi вказано такi змiннi:

mpg — MPG автомобiля, тобто скiльки миль вiн може пройти
на одному галонi пального (див. приклад 4.1.4);

disp— об’єм цилiндрiв у кубiчних дюймах;
hp— потужнiсть двигуна у кiнських силах (horspower);
wt— вага у тисячах фунтiв.

14Насправдi у бiльшостi випадкiв прогнознi формули використовують для того,
щоб прогнозувати значення вiдгуку для тих значень регресорiв, яких немає у
вибiрцi. Щоб оптимiзувати точнiсть такого майбутнього прогнозування, треба
використовувати не 𝑅2, а iншi характеристики якостi.

15Англ. adjusted 𝑅2.
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Серед цих змiнних disp, hp i wt є технiчними, вони визначаються
на стадiї розробки автомобiля. А mpg — це споживча характе-
ристика, яка залежить вiд технiчних, але не очевидно, чи можна
визначити цю залежнiсть з яких-небудь теоретичних мiркувань.
Тому розумно спробувати пiдiбрати вiдповiдну формулу за емпi-
ричними даними.

Почнемо з того, що вiдобразимо данi на матричнiй дiаграмi
розсiювання16 — рис. рис. 10.9.
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Рис. 10.9. Матрична дiаграма для даних про автомобiлi

16Див. пiдрозд. 5.1.
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Для вiдображення дiаграми використана функцiя з бiблiотеки
car— scatterplotMatrix() :

O
> mc <- mtcars[,c("mpg","disp","hp","wt")]

> library(car)

> scatterplotMatrix(mc,diagonal="histogram",

> smoother=F)
△

У квадратах на дiагоналi цiєї дiаграми розмiщенi гiстограми зна-
чень змiнних. У недiагональних квадратах — дiаграми розсiюван-
ня вiдповiдних пар змiнних. Наприклад, для квадратiв у першому
рядку по вертикалi вiдкладається mpg. Для квадратiв у другому
стовпчику — по горизонталi disp. Прямi лiнiї на дiаграмах — це
лiнiї регресiї на основi МНК для кожної пари змiнних. Продивля-
ючись рисунок, переконуємось, що для всiх пар змiнних помiтна
залежнiсть мiж ними, хоча i не строга функцiональна, а розмита ви-
падковими вiдхиленнями. Немає яких-небудь явних нелiнiйностей
або iнших особливостей, скажiмо, викидiв. Тому природно зупи-
нитись на лiнiйнiй регресiї для опису залежностi та використати
МНК для її пiдгонки.

Виконаємо лiнiйну регресiю, застосовуючи функцiю lm():

O
> model <- lm(mpg~disp+hp+wt, data = mtcars)

> summary(model)

Call:

lm(formula = mpg ~ disp + hp + wt, data = mtcars)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-3.891 -1.640 -0.172 1.061 5.861

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
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(Intercept) 37.105505 2.110815 17.579 < 2e-16 ***

disp -0.000937 0.010350 -0.091 0.92851

hp -0.031157 0.011436 -2.724 0.01097 *

wt -3.800891 1.066191 -3.565 0.00133 **

---

Signif. codes:

0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 2.639 on 28 degrees of

freedom

Multiple R-squared: 0.8268,

Adjusted R-squared: 0.8083

F-statistic: 44.57 on 3 and 28 DF, p-value: 8.65e-11

△
Ми зберiгли результати аналiзу у змiннiй model i вивели їх,

використовуючи функцiю summary.
Спочатку виводиться Call, тобто опис завдання, яке було по-

ставлено перед функцiєю lm(). Далi — короткий опис залишкiв
прогнозу (Residuals): найменше, найбiльше значення i квартилi.
З них можна скласти перше враження про те, наскiльки вдалим
вийшов прогноз.

Далi йде таблиця основних результатiв пiдгонки. Кожен ря-
док таблицi вiдповiдає одному коефiцiєнту регресiї (перший
Intercept— �̂�0, далi йдуть коефiцiєнти при регресорах).

У стовпчику Estimate мiстяться оцiненi значення коефiцiєн-
тiв, у стовпчику Std. Error— середньоквадратичнi похибки цих
оцiнок17. Наприклад, оцiнка �̂�3 для коефiцiєнта при wt дорiвнює
-3.800891, а її середньоквадратична похибка σ̂𝑖 — 1.066191.

Далi йдуть два стовпчики, пов’язанi з перевiркою того, чи є за-
лежнiсть вiдгуку вiд вiдповiдного регресора. За формулою (10.10)

17Точнiше, це оцiнки для середньоквадратичних похибок. Їх можна використа-
ти для побудови довiрчих iнтервалiв для справжнiх коефiцiєнтiв. Для побудови
довiрчого елiпсоїда може бути потрiбна коварiацiйна матриця оцiнок. Її можна
оцiнити, застосовуючи до результатiв lm() функцiю vcov(model).
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вiдгук 𝑌𝑗 залежить вiд регресора𝑋𝑖
𝑗 тодi i тiльки тодi, коли 𝑏𝑖 ̸= 0.

Томуфактично перевiряється гiпотеза𝐻0 : 𝑏𝑖 = 0, проти альтерна-
тиви 𝐻1 : 𝑏𝑖 ̸= 0. Для цього обчислюють T-статистику Стьюдента
(вона виведена у третьому стовпчику таблицi)

𝑇𝑖 =
�̂�𝑖
σ̂𝑖

i порiвнюють її з пороговим значенням, що вiдповiдає заданому
рiвню значущостi α. Як це прийнято у комп’ютернiй статистицi,
результати тестування поданi у термiнах p-level — досягнутого
рiвня значущостi18 (четвертий стовпчик таблицi результатiв). Для
того, щоб зробити висновок, p-level треба порiвняти iз α, тобто
тестова процедура має такий вигляд:

Якщо p-level< α, приймають альтернативу — залежнiсть
мiж 𝑌 та 𝑋𝑖 є, цей регресор доцiльно включити у прогнозну
формулу. (Значущий регресор).
Якщо p-level> α, приймають основну гiпотезу — зале-
жнiсть мiж 𝑌 та𝑋𝑖 не виявлена, цей регресор, можливо, слiд
вилучити з формули для прогнозу. (Незначущий регресор).

У таблицi зiрочками вiдмiченi рядки, якi вiдповiдають значу-
щим регресорам для найбiльш популярних рiвнiв значущостi α.
Якщо рядок вiдмiчено хоча б однiєю зiрочкою, вiн є значущим при
α = 0.05, двома i бiльше — значущим при α = 0.01, трьома —
α = 0.001.

Такимчином, у нашомуприкладi при рiвнi значущостiα = 0.05
слiд вважати значущими вiльний член 𝑏0 (Intercept), hp i wt.
Змiнну disp можна спробувати вилучити з прогнозної формули.

Якщо включити у прогнозну формулу для mpg всi регресори,
вона матиме вигляд

̂︂mpg = 37.11− 0.000937× disp− 0.031157× hp− 3.80× wt

18Про досягнутi рiвнi значущостi див. пiдрозд. 9.1.
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— mpg автомобiля зменшується при збiльшеннi об’єму цилiндрiв,
потужностi двигуна i ваги.

Наскiльки хорошим є цей прогноз? Коефiцiєнт детермiнацiї
𝑅2 нашої моделi — Multiple R-squared дорiвнює 0.8268, тобто
прогноз пояснює 82% мiнливостi mpg. Це не так добре, як хотiлося
б, але вже досить для того, щоб таку формулу можна було вико-
ристовувати хоча б для грубої прикидки при проектуваннi нового
автомобiля19.

Крiм того, у таблицi результатiв, виведенiй summary(), є повi-
домлення про результати F-тесту Фiшера для перевiрки того, що
вiдгук залежить вiд хоча б одного з регресорiв20. Досягнутий рiвень
значущостi для цього тесту на наших даних дорiвнює 8.65×10−11,
тобто залежнiсть слiд вважати виявленою при будь-якому розум-
ному стандартному рiвнi значущостi. У даному прикладi це не
дивно, тому що ми вже виявили значущу залежнiсть вiд двох ре-
гресорiв. Можливi випадки, коли залежнiсть вiд деякого набору
взятих разом регресорiв виявляється, але жоден регресор не вда-
ється визначити як значущий. Зокрема, це буває коли регресори
сильно пов’язанi мiж собою i важко встановити, вiд якого саме з
них залежить вiдгук21.

Перевiрити якiсть прогнозування можна, використовуючи дiа-
граму розсiювання, на якiй для спостережуваних об’єктiв прогноз
вiдкладено по горизонталi, а справжнє значення вiдгуку— по вер-
тикалi (дiаграма прогноз-вiдгук). Для нашого прикладу це можна
зробити так:

O
> plot(model$fitted.values,mc$mpg,

+ xlab="mpg forecast",ylab="true mpg")

> abline(c(0,1),col="red")
△

19Зазвичай прогнози з 𝑅2 < 0.8 не рекомендують для практичного застосу-
вання, хоча такi формули часом можуть бути кориснi для якiсного опису дослi-
джуваного явища i висунення яких-небудь теоретичних гiпотез.

20Про тест Фiшера для лiнiйної регресiї див. пiдрозд. 10.4.
21Це називається мультиколлiнеарнiстю, див. [17] i пiдрозд. 3.4. у [11].
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(рис. 10.10). Ми бачимо, що точки на дiаграмi витягнулись вздовж
бiсектриси першого координатного кута (червона пряма), отже,
прогноз досить добре вiдтворює справжнi значення mpg. Приди-
вившись, можна помiтити, що при дуже малих i дуже великих зна-
ченнях прогнозу точки лежать над червоною прямою, а посерединi
бiльше точок пiд прямою, нiж над нею. Це може свiдчити про на-
явнiсть неврахованої нелiнiйної залежностi вiдгуку вiд регресорiв.
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Рис. 10.10. Дiаграма прогноз-вiдгук для mpg

Щоб помiтити такi нелiнiйнi ефекти, краще користуватись
дiаграмою прогноз-залишки:

O
> plot(model$fitted.values,model$residuals,

+ xlab="prediction",ylab="residuals")

> abline(0,0,col="red")
△

—див. рис. 10.11. Тут провал посерединi вiдчувається бiльш вира-
зно. Треба сказати,щопри такiймалiй кiлькостi спостережень в око
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часто впадають особливостi на дiаграмах, що утворились зовсiм
випадково. У даному випадку однозначно висловитись на користь
застосування нелiнiйної моделi не можна. Вiдкладемо поки що це
питання. На дiаграмi не помiтно яких-небудь iнших особливостей
(викидiв, розбиття на кластери), точки розкиданi бiльш-менш ха-
отично. Це свiдчить про те, що наша пiдгонка лiнiйної регресiйної
формули виявила всi основнi закономiрностi, якi можна було ви-
користати для прогнозування. Всi вiдхилення вiд прогнозу мають
випадковий характер22.
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Рис. 10.11. Дiаграма прогноз-залишки для mpg

Нарештi, важливим є питання про розподiл похибок регресiї.
Його прийнято перевiряти за залишками, використовуючи гiсто-
грами, Q-Q- та P-P-дiаграми23. У нашому випадку гiстограма бу-

22Маю на увазi випадковiсть в межах нашої моделi. Можливо, якщо врахувати
якiсь iншi параметри автомобiля, наприклад його форму, вiдхилення, з нашого
погляду випадковi, можна було б пояснити i прогноз для mpg покращити.

23Див. пiдрозд. 7.2.
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де мало iнформативною внаслiдок малої кiлькостi спостережень.
Побудуємо Q-Q-дiаграму для перевiрки нормальностi розподiлу
похибок:

O
> qqnorm(model$residuals,xlab=" ",ylab=" ",main=" ")

> qqline(model$residuals,col="red")
△

(рис. 10.12). Основна маса спостережень добре вкладається на пря-
му, тобто гiпотеза про нормальний розподiл похибок пiдтверджу-
ється. Але при великих значеннях квантилiв маємо три точки, що
помiтно вiдхилились вгору. Це також може бути свiдченням невiд-
повiдностi нашої моделi, хоча б для цих автомобiлiв. Проте такий
ефект мiг би скластись випадково. При малому обсязi вибiрки об-
ґрунтовано вважати цi спостереження викидами-забрудненнями не
можна.
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Рис. 10.12. Q-Q-дiаграма для залишкiв прогнозу mpg

Таким чином, у нас є непогана лiнiйна модель, але є також
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i сумнiв щодо можливостi бiльш точного прогнозування з вико-
ристанням нелiнiйностi. На матричнiй дiаграмi розсiювання (рис.
10.9) нелiнiйностi не помiтнi. Але ця дiаграма показує лише попар-
нi залежностi мiж змiнними. Можливо, при формуваннi mpg треба
враховувати не тiльки вплив кожного регресора окремо, а i їхню
взаємодiю. Для цього у прогнозну формулу слiд включити якусь
нелiнiйну функцiю вiд кiлькох регресорiв одразу. Розкид точок на
рис. 10.11 нагадує розмиту параболу. Це дає натяк на використання
функцiй другого порядку. Квадрати наших змiнних використову-
вати як додатковi регресори не варто, така нелiнiйнiсть була б
помiтною на матричнiй дiаграмi. Краще спробувати моделювати
взаємодiю, використовуючи попарнi добутки регресорiв.

Вводити у модель багато регресорiв небезпечно, особливо,
якщо спостережень порiвняно мало. При цьому може виникнути
ефект перепiдгонки, коли прогноз вiдтворює не загальнi законо-
мiрностi явища, а тi випадковi особливостi вибiрки, якi не будуть
повторюватись у майбутньому. Тому, додаючи новi регресори, тре-
ба бути обережним i дивитись, чи не можна щось вилучити. Пiдга-
няючи лiнiйну формулу, ми не побачили значущої залежностi mpg
вiд disp. Вилучимо цей регресор, але включимо у модель регресiї
доданок hp×wt:

mpg𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1 × hp𝑗 + 𝑏2 × wt𝑗 + 𝑏12 × hp×wt𝑗 + ε𝑗 .

Це можна зробити, задавши формулу
mpg~hp+wt+I(hp*wt)^2

Iнший спосiб задати ту ж саму модель:
mpg~(hp+wt)^2

(див. п. 10.3).
Отже, викликаємо функцiю lm():

O

> model2 <- lm(mpg~(hp+wt)^2, data = mc)

> summary(model2)
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Call:

lm(formula = mpg ~ (hp + wt)^2, data = mc)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-3.0632 -1.6491 -0.7362 1.4211 4.5513

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 49.80842 3.60516 13.816 5.01e-14 ***

hp -0.12010 0.02470 -4.863 4.04e-05 ***

wt -8.21662 1.26971 -6.471 5.20e-07 ***

hp:wt 0.02785 0.00742 3.753 0.000811 ***

---

Signif. codes:

0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 2.153 on 28 degrees

of freedom

Multiple R-squared: 0.8848,

Adjusted R-squared: 0.8724

F-statistic: 71.66 on 3 and 28 DF, p-value: 2.981e-13

△
Як бачимо, коефiцiєнт детермiнацiї цiєї моделi помiтно кра-

щий, нiж у попередньої — 𝑅2 = 0.8848, хоча кiлькiсть коефiцiєн-
тiв, що оцiнювались, залишилась тою самою.

Формула прогнозу має вигляд

̂︂mpg = 49.80842−0.12010×hp−8.21662×wt+0.02785×hp×wt.

(У формулах R регресор hp×wt дещо парадоксально позначається
hp:wt, а * зарезервована для iншого).

Всi коефiцiєнти у цiй формулi значущо вiдрiзняються вiд 0 при
всiх розумних рiвнях значущостi.
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Проведемо графiчний аналiз залишкiв (рис. 10.13).
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Рис. 10.13. Дiаграма розсiювання та Q-Q-дiаграма для залишкiв
прогнозу mpg з квадратичним доданком
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O

> plot(model2$residuals~model2$fitted.values,

+ xlab="fitted",ylab="residuals")

> abline(0,0,col="red")

> qqnorm(model2$residuals,

+ xlab=" ",ylab=" ",main=" ")

> qqline(model2$residuals,col="red")

△
Тепер вже впевнено можна сказати, що залишки на дiаграмi

розсiювання розкиданi хаотично, а Q-Q-дiаграма свiдчить про нор-
мальнiсть розподiлу похибок регресiї. J

Приклад 10.2.2. Вага та довжина оселедцiв. У файлi
herring2.txt мiстяться данi про довжину (LENGTH) та вагу
(WEIGHT) оселедцiв, виловлених у Пiвнiчному морi. Нас цiкавить,
чи є залежнiсть мiж цими змiнними i, якщо є, то яка саме.

Почнемо з дiаграми розсiювання:
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Рис. 10.14. Довжина та вага оселедцiв
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На рис. 10.14 помiтна залежнiсть, дещо розмита випадковим
розкидом. Лiнiйнiсть цiєї залежностi сумнiвна.

Данi були прочитанi у фрейм herr i рис. 10.14 вiдображений
таким скриптом:

O
> herr<-read.table(file=

+ "c:/rem/term/herring.txt",header=T)

> plot(herr[,"LENGTH"],herr[,"WEIGHT"],

+ xlab = "length",ylab="weight")
△

Проведемо лiнiйну пiдгонку за методом найменших квадратiв
i вiдобразимо дiаграму прогноз-залишки (рис. 10.15).
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Рис. 10.15. Залишки лiнiйної моделi для оселедцiв

Для пiдгонки моделi був використаний такий скрипт:

O
> resLm<-lm(WEIGHT~LENGTH,data=herr)
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> plot(resLm$fitted.values,resLm$residuals,

+ xlab="prediction",ylab="residuals")
△

На цiй дiаграмi явно простежується нелiнiйна залежнiсть, що
не була врахована нашою моделлю. Окрiм того, при зростаннi про-
гнозованих значень WEIGHT зростає розкид залишкiв. Це наводить
на думку про застосування моделi з мультиплiкативною похибкою:

WEIGHT𝑗 = 𝐶 × HEIGHT𝑎
𝑗 × η𝑗 ,

де 𝐶 i 𝑎 — невiдомi параметри, η— мультиплiкативна похибка.24
У такiй моделi iз зростанням вiдгуку зростатиме i його розкид
навколо лiнiї регресiї.

Щоб мати змогу застосовувати модель лiнiйної регресiї, пе-
ретворимо данi — перейдемо до змiнних LW = log(WEIGHT),
LL = log(LENGTH). В результатi модель зводиться до лiнiйної з
адитивною похибкою ε = log(η):

LW𝑗 = 𝑎LL𝑗 + 𝑏+ ε𝑗 ,

де 𝑏 = log(𝐶). Проведемо пiдгонку цiєї моделi. Обчислення можна
виконати таким скриптом:

O
> resLog<-lm(log(WEIGHT)~log(LENGTH),data=herr)

> summary(resLog)

Call:

lm(formula = log(WEIGHT) ~ log(LENGTH), data = herr)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

24 Параметр 𝑎 можна трактувати як “вимiрнiсть риби”: якщо вважати, що вага
приблизно пропорцiйна об’єму, то для риб, що ростуть переважно у довжину, як
вугрi, 𝑎 ≈ 1, для плоских риб, подiбних до камбали 𝑎 ≈ 2, для риб, що ростуть
у всiх трьох вимiрах, 𝑎 ≈ 3.
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-0.33052 -0.05565 -0.00355 0.05627 0.32250

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -5.984646 0.022678 -263.9 <2e-16 ***

log(LENGTH) 3.309440 0.006833 484.4 <2e-16 ***

---

Signif. codes:

0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.09058 on

2271 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9904,

Adjusted R-squared: 0.9904

F-statistic: 2.346e+05 on 1 and 2271 DF,

p-value: < 2.2e-16

△
Ми отримали оцiнку для коефiцiєнта 𝑎 = 3.309440 — це схоже
на очiкуване значення 3. Отриманi значення коефiцiєнтiв значущо
вiдрiзняються вiд 0.

Дiаграма прогноз-залишки для цiєї моделi зображена на рис.
10.16. На нiй помiтнi двi хмари даних, якi, можливо, пов’язанi
iз двома рiзними популяцiями оселедцiв (довших та коротших),
або коротшi оселедцi можуть бути молодими рибами (цього року
народження), а довшi — дорослими. Всерединi хмар закономiрно-
стi не помiтнi, точки розкиданi хаотично. Обидвi хмари однаково
розкиданi по вертикальнiй осi (що вiдповiдає залишкам) вони не
вiдрiзняються. Дiаграма виведена таким скриптом:

O

> plot(resLog$fitted.values,resLog$residuals,

+ xlab="prediction",ylab="residuals")

△
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Рис. 10.16. Залишки лiнiйної моделi для оселедцiв

Перевiримо нормальнiсть похибок у отриманiй лiнеаризованiй
моделi, використовуючи гiстограму та QQ-дiаграму (рис. 10.17).

O
> # Рисуємо гiстограму:

> hi<-hist(resLog$residuals, breaks=10,

+ xlab=" ", ylim=c(0, 600),

+ ylab=" ",

+ main=" ")

> # Графiк нормальної щiльностi:

> curve(dnorm(x, mean=mean(resLog$residuals),

+ sd=sd(resLog$residuals))

+ *length(resLog$residuals)*(hi$breaks[2]-hi$breaks[1]),

+ col="darkblue", lwd=2, add=TRUE, yaxt="n")

> # Q-Q-дiаграма:

> qqnorm(resLog$residuals)

> qqline(resLog$residuals,col="red")
△
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Рис. 10.17. Гiстограма та Q-Q-дiаграма залишкiв для оселедцiв

З гiстограми на рис. 10.17 видно, що спостережуваний роз-
подiл залишкiв для основної маси спостережень добре описується
нормальним розподiлом. Але наQ-Q-дiаграмi помiтнi невеликi вiд-
хилення “хвостiв” розподiлу вiд нормальних. Отже, у першому на-
ближеннi (iгноруючи негауссову поведiнку хвостiв розподiлу) ми
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можемо прийняти таку модель даних

WEIGHT𝑗 = 0.0025171× LENGTH3.309440
𝑗 η𝑗 ,

де η— мультиплiкативна похибка з логнормальнiим розподiлом.
Зауваження. Враховуючи те, що ми видiлили два кластери —

“молодих” та “дорослих” риб, цiкаво перевiрити, чи вiдрiзнаються
коефiцiєнти у моделi залежностi ваги вiд довжини для цих катего-
рiй риб. J

Приклад 10.2.3. Повернемось до аналiзу даних прикладу
10.1.2. Розглянемо залежнiсть змiнної x (iнтерес до джинсiв) вiд
urban (рiвень урбанiзацiї) у штатах США, що лежать у басейнi
Мiссiсiпi — Мiссурi (крiм Пiвденної Дакоти). Як ми пам’ятаємо,
використання повторної медiани для пiдгонки простої лiнiйної ре-
гресiї дало у цьому прикладi нестабiльнi результати.

Якщо застосувати просту лiнiйну регресiю з пiдгонкою за
МНК, лiнiя регресiї пройде майже горизонтально (червона лiнiя
на рис. 10.18. Оцiнка для коефiцiєнта регресiї �̂�1 = 0.0007286,
коефiцiєнт детермiнацiї моделi — 0.01128, досягнутий рiвень зна-
чущостi для перевiрки впливу urban на x— 0.656.

Але на дiаграмi розсiювання помiтний досить виразний макси-
мум посерединi — лiворуч вiд нього залежнiсть схожа на зроста-
ючу, пiсля — на спадну. Для пiдгонки такої залежностi природно
спробувати полiном другого порядку:

x𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1urban𝑗 + 𝑏2(urban𝑗)
2 + ε𝑗 .

Це приклад так званої полiномiальної регресiї другого порядку
(квадратичної регресiї). Для пiдгонки можна у функцiї lm() вико-
ристати формулу

x~urban+I(urban^2).
як це зроблено у такому скриптi:

O
> tb<-read.table("c:/rem/term/shortU.txt",header=T)

> tb$x<-tb$jean/(tb$jean+tb$cargo)
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> tbm<-tb[tb$miss==1,]

> tbm1<-tbm[tbm$x<1,]

> # Пiдгонка лiнiйної регресiї:

> model<-lm(x~urban,data=tbm1)

> plot(tbm1$urban,tbm1$x,

+ xlab="urban",ylab="x")

> abline(model$coefficients,col="red")

> summary(model)

Call:

lm(formula = x ~ urban, data = tbm1)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.081366 -0.033556 0.007042 0.030767 0.056444

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 0.5323215 0.0521274 10.212 6.46e-09 ***

urban -0.0003302 0.0007286 -0.453 0.656

---

Signif. codes:

0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.04101

on 18 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.01128,

Adjusted R-squared: -0.04364

F-statistic: 0.2054 on 1 and 18 DF,

p-value: 0.6558

> # Пiдгонка квадратичної регерсiї:

> model2<-lm(x~urban+I(urban^2),data=tbm1)

> summary(model2)
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Call:

lm(formula = x ~ urban + I(urban^2), data = tbm1)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.052625 -0.016260 0.003862 0.013059 0.049120

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -2.759e-01 1.640e-01 -1.683 0.110722

urban 2.319e-02 4.692e-03 4.942 0.000124 ***

I(urban^2) -1.657e-04 3.289e-05 -5.039 0.000101 ***

---

Signif. codes:

0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.02673 on

17 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.6035,

Adjusted R-squared: 0.5568

F-statistic: 12.94 on 2 and 17 DF,

p-value: 0.000385

> b<-model2$coefficients

> curve(b[1]+b[2]*x+b[3]*x^2,col="blue",add=T)

△
В результатi отримуємо прогнозну формулу

̂︀x = −0.2759 + 0.02319urban− 0.0001657(urban)2.

На перший погляд здається, що коефiцiєнт при urban2 ма-
лий i несуттєвий. Але крива регресiї (синя парабола на рис. 10.18)
виразно вiдрiзняється вiд прямої лiнiї. Коефiцiєнт детермiнацiї
моделi зрiс порiвняно з лiнiйною версiєю, бiльше, нiж у п’ять



532 Роздiл 10. Регресiя

разiв25 — до 0.6035. Тепер значущо вiдмiнними вiд 0 є i кое-
фiцiєнт при urban(p-level=0.000124), i коефiцiєнт при urban2

(p-level=0.000101).
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45
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50
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Рис. 10.18. Лiнiйна i квадратична регресiя для даних про шорти

Цей приклад показує, що, не помiтивши лiнiйної залежностi
мiж змiнними, не варто зупинятись. Виявлення i аналiз нелiнiй-
ностей можуть суттєво полiпшити прогноз на основi регресiйної
формули. J

25𝑅2 завжди зростає при включеннi нових регресорiв у регресiйнуформулу, але
таке велике зростання при додаваннi лише одного доданка— це дiйсно виразний
ефект.
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10.3 Позначення уформулах дляфункцiї lm()

Досi розглядались лише приклади застосування формул R у ви-
кликахфункцiй. У цьому пiдроздiлi систематично пояснюється, як
складати формули специфiкацiї моделей для функцiї lm(). Основ-
нi символи, що зустрiчаються у таких формулах, наведенi у табл.
10.1.

Таблиця 10.1. Символи формул для функцiї lm()

Символ Приклад Значення
+ +X включити регресор у формулу
- -X вилучити регресор з формули
: A:B взаємодiя: 𝐴×𝐵
* A*B включити цi змiннi i їх взаємодiю
ˆ (A+B+C)ˆ3 включити змiннi i всi взаємодiї до 3-

го порядку
I I(A+B) пiдрахувати вираз у дужках i викори-

стати як регресор
1 -1 регресiя через 0 (без вiльного члена)
. Y˜ . включити у модель всi регресори

фрейма даних

Спочатку розберемо на прикладах, як цi символи використову-
ються для опису специфiкацiї моделi у випадку числових змiнних,
а потiм з’ясуємо, якi вiдмiнностi виникають при включеннi до мо-
делi змiнних типу фактор.

Отже, якщо Y, X, Z, V — числовi змiннi, то формула Y~X+Z+V
вiдповiдає моделi

𝑌𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1𝑋𝑗 + 𝑏2𝑍𝑗 + 𝑏3𝑉 + ε𝑗

(тут i далi 𝑏𝑖 позначають невiдомi коефiцiєнти регресiї, що оцi-
нюються, а ε𝑗 — похибки регресiї, якi вважаються випадковими з
нульовими математичними сподiваннями).
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Позначення вигляду X:Z:V у формулах вiдповiдають до-
данкам у регресiйнiй моделi, що описують взаємодiю регре-
сорiв. Для числових змiнних цi доданки трактують як добу-
тки вiдповiдних регресорiв: формула Y\~X+Y:Z вiдповiдає моделi
𝑌𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1𝑋𝑗 + 𝑏2𝑌𝑗𝑍𝑗 + ε𝑗 .

Запис Y~X*Z позначає, що треба включити у модель i змiннi X,
Z, i їхню взаємодiю26:

𝑌𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1𝑋𝑗 + 𝑏2𝑍𝑗 + 𝑏3𝑋𝑗𝑍𝑗 + ε𝑗 .

Можна комбiнувати символи, використовуючи дужки, наприклад,
формула Y~(X+Z)*V вiдповiдає моделi

𝑌𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1𝑋𝑗 + 𝑏2𝑍𝑗 + 𝑏3𝑉𝑗 + 𝑏4𝑋𝑗𝑉𝑗 + 𝑏5𝑍𝑗𝑉𝑗 + ε𝑗 .

Символ пiднесення до ступеня— ^ або ** позначає включення
у модель всiх взаємодiй вiдповiдних змiнних до даного ступеня:
формула Y~(X+Z+V)^3 вiдповiдає моделi

𝑌𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1𝑋𝑗 + 𝑏2𝑍𝑗 + 𝑏3𝑉𝑗+

+𝑏4𝑋𝑗𝑍𝑗 + 𝑏5𝑍𝑗𝑉𝑗 + 𝑏6𝑋𝑗𝑉𝑗 + 𝑏7𝑋𝑗𝑍𝑗𝑉𝑗 + ε𝑗 .

Часто при звертаннi до lm() у формулi вказують назви змiнних
з деякого фрейма, а у опцiї data назву самого фрейма. У цьо-
му випадку у формулi можна використати символ . (крапка), щоб
позначити всi змiннi фрейма, крiм тiєї, яка обрана вiдгуком. На-
приклад, якщо у фреймi D записанi змiннi Y, X, Z i V, то виклик
функцiї lm(Y~.,data=D) вiдповiдає моделi

𝑌𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1𝑋𝑗 + 𝑏2𝑍𝑗 + 𝑏3𝑉𝑗 + ε𝑗 ,

а виклик lm(Y~.*V,data=D) вiдповiдає моделi

𝑌𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1𝑋𝑗 + 𝑏2𝑍𝑗 + 𝑏3𝑉𝑗 + 𝑏4𝑋𝑗𝑉𝑗 + 𝑏5𝑍𝑗𝑉𝑗 + ε𝑗 .

26Граматично правильно було б написати “i доданок, що описує їхню взаємо-
дiю”, але далi ми будемо скорочувати цю фразу до одного слова.
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Iнколи зручно вказати великий набiр регресорiв, а потiм вилучити з
нього зайвi. Це робиться за допомогою символа “-” (мiнус): форму-
ла lm(Y~.-V,data=D) вiдповiдає моделi𝑌𝑗 = 𝑏0+𝑏1𝑋𝑗+𝑏2𝑍𝑗+ε𝑗 .

Зокрема, якщо треба вилучити з моделi вiльний член (коефi-
цiєнт 𝑏0), це можна зробити, вказавши у формулi -1: формула
Y~X+Z-1 вiдповiдає 𝑌𝑗 = 𝑏1𝑋𝑗 + 𝑏2𝑍𝑗 + ε𝑗 .

При побудовi специфiкацiї моделi часто виникає потреба зро-
бити перетворення початкових регресорiв, наприклад, логарифму-
вання.Цеможна робити безпосередньо уформулi, наприклад,фор-
мула Y~log(X) вiдповiдає 𝑌𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1 log(𝑋𝑗) + ε𝑗 .

Але при записi деяких перетворень може виявитись двозна-
чнiсть внаслiдок вiдмiнностi семантики записiв у формулах та у
звичайних алгебраїчних перетвореннях. Скажiмо, формула Y~X^2
вiдповiдає моделi 𝑌𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1𝑋𝑗 , оскiльки “взаємодiя” X з самим
собою — це X. Тому, для того, щоб виконувати алгебраїчнi пе-
ретворення всерединi формул, використовують функцiю I(), яка
повертає значення свого аргументу (тотожна функцiя). Але це зна-
чення компiлятор обчислює за звичайними алгебраїчними прави-
лами: формула Y~I(X^2) вiдповiдає моделi 𝑌𝑗 = 𝑏0+ 𝑏1(𝑋𝑗)

2. Так
можна будувати формули для числових змiнних.

Трактування формул з участю факторiв суттєво вiдрiзняє-
ться. Якщо змiнна Aмає типфактор, то вонаможе набувати значень
лише зфiксованого скiнченного набору рiвнiв. Позначимоможливi
рiвнi фактора A через 𝑎1,. . . ,𝑎𝑚. Тодi формула Y~A задає модель

𝑌𝑗 = 𝑏1+𝑏21{𝐴𝑗 = 𝑎2}+𝑏31{𝐴𝑗 = 𝑎3}+· · ·+𝑏𝑀1{𝐴𝑗 = 𝑎𝑀}+ε𝑗 .

(Тут випадковою вважається лише похибка ε𝑗 , 𝐴𝑗 трактуються як
невипадковi умови експерименту, в якому було отримано 𝑌𝑗).

Цю модель можна трактувати так. Рiзним рiвням фактора вiд-
повiдають рiзнi значення математичного сподiвання E𝑌𝑗 змiнної
𝑌𝑗 . У моделi 𝑏1 — це значення E𝑌𝑗 , якщо 𝐴𝑗 = 𝑎1. Коефiцiєнт 𝑏2
— це поправка, яку треба додати до 𝑏1, щоб отримати E𝑌𝑗 , якщо
𝐴𝑗 = 𝑎2, тобто E𝑌𝑗 = 𝑏1 + 𝑏2.
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I взагалi, при 𝑖 = 2, . . . ,𝑀 ,

E𝑌𝑗 = 𝑏1 + 𝑏𝑖, якщо 𝐴𝑗 = 𝑎𝑖.

Таким чином, оцiнюючи коефiцiєнти 𝑏𝑖 у цiй моделi, ми оцi-
нюємо математичнi сподiвання вiдгуку, якi вiдповiдають кожному
можливому рiвню фактора. Така дещо штучна схема дозволяє зве-
сти класичну модель однофакторного дисперсiйного аналiзу до
моделi лiнiйної регресiї.

Приклад 10.3.1.У прикладi 7.5.1 ми розглядали данi з фрейма
InsectSprays про серiю експериментiв, де порiвнюється дiєвiсть
рiзних iнсектицидiв. Вiдгуком є змiнна count — кiлькiсть комах,
що загинули у даному експериментi, а фактором — змiнна spray
— тип застосованого iнсектициду.

Застосуємо функцiю lm() для аналiзу цих даних:

O
> summary(lm(count ~ spray, data = InsectSprays))

Call:

lm(formula = count ~ spray, data = InsectSprays)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-8.333 -1.958 -0.500 1.667 9.333

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 14.5000 1.1322 12.807 < 2e-16 ***

sprayB 0.8333 1.6011 0.520 0.604

sprayC -12.4167 1.6011 -7.755 7.27e-11 ***

sprayD -9.5833 1.6011 -5.985 9.82e-08 ***

sprayE -11.0000 1.6011 -6.870 2.75e-09 ***

sprayF 2.1667 1.6011 1.353 0.181

---
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Signif. codes:

0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 3.922

on 66 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.7244,

Adjusted R-squared: 0.7036

F-statistic: 34.7 on 5 and 66 DF,

p-value: < 2.2e-16

△
З таблицi результатiв видно, що оцiнка математичного спо-

дiвання кiлькостi комах count, що гинуть пiд дiєю iнсекти-
циду A27 дорiвнює 14.5. Оцiнка математичного сподiвання, що
вiдповiдає iнсектициду B — на 0.8333 бiльше, тобто дорiвнює
14.5 + 0.8333 = 15.3333. Досягнутий рiвень значущостi в остан-
ньому стовпчику таблицi— 𝑝 = 0.604 вказує на те, що вiдмiннiсть
дiї iнсектицидiв A i B, незначуща. Дiя iнсектициду C вiдрiзняється
вiд дiї A значущо — на −12.4167, тобто вiдповiдне математичне
сподiвання дорiвнює 14.5− 12.4167 = 2.0833 i т.д.

Як бачимо, для проведення такого однофакторного аналiзу та-
блиця результатiв lm() досить незручна. Для цього краще кори-
стуватись спецiальними функцiями, що виконують дисперсiйний
аналiз, такими, як, наприклад, aov(). Цей приклад має на метi
лише продемонструвати, як у формулах для lm() трактуються фа-
кторнi змiннi. J

Якщо змiннi A i V є факторами з рiвнями, вiдповiдно 𝑎𝑚,
𝑚 = 1, . . . ,𝑀 i 𝑣𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾, то формулi Y~A+V вiдповiда-
тиме модель

𝑌𝑗 = 𝑏0 +

𝑀∑︁
𝑚=2

𝑏1𝑚1{𝐴𝑗 = 𝑎𝑚}+
𝐾∑︁
𝑘=2

𝑏2𝑘1{𝑉𝑗 = 𝑣𝑚}+ ε𝑗

27A — перший з можливих рiвнiв фактора sprey, тому йому вiдповiдає рядок
Intercept у таблицi результатiв.
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— це те, що у дисперсiйному аналiзi називають двофакторною
моделлю з перетином факторiв без взаємодiї.

Формулi Y~A*V вiдповiдає двофакторна модель iз взаємодiєю
факторiв, що має вигляд

𝑌𝑗 = 𝑏0 +
𝑀∑︁

𝑚=2

𝑏𝑚01{𝐴𝑗 = 𝑎𝑚}+
𝐾∑︁
𝑘=2

𝑏0𝑘1{ 𝑉𝑗 = 𝑣𝑘}+

+

𝑀∑︁
𝑚=2

𝐾∑︁
𝑘=2

𝑏𝑚𝑘1{𝐴𝑗 = 𝑎𝑚, 𝑉𝑗 = 𝑣𝑘}+ ε𝑗 .

Такi моделi також краще дослiджувати, використовуючи функцiю
aov().

Використання lm() з факторними змiнними доцiльне, якщо
треба визначити, як фактори взаємодiють з числовими змiнними.
Про це пiде мова у наступному пiдроздiлi.

10.4 Перевiрка лiнiйних гiпотез. Тест Фiшера

З’ясуємо, як за спостереженнями перевiряти гiпотези про ко-
ефiцiєнти лiнiйної регресiйної моделi. Для цього застосовується
тест Фiшера28. Спочатку ми визначимо клас гiпотез, якi будуть
перевiрятись, далi опишемо формальну схему тесту, а потiм роз-
глянемо приклади. Один важливий приклад ми видiлимо окремо:
тести для перевiрки наявностi розшарування за деякою ознакою
(такi, як тест Чоу).

Загальна лiнiйна гiпотеза. Обмежимось розглядом функцiо-
нальних лiнiйних регресiйних моделей з гауссовими похибками.
Точнiше, будемо вважати, що данi про кожен об’єкт спостереже-
ння мiстять значення змiнної-вiдгуку 𝑌𝑗 та 𝑑 змiнних-регресорiв

28Iснує багато рiзних тестiв, якi називають тестами Фiшера. Тi, що розгляда-
ються у цьому пiдроздiлi можна назвати тестами Фiшера для перевiрки лiнiйних
гiпотез у лiнiйних регресiйних моделях. Їх не треба плутати, наприклад, з точним
тестом Фiшера для таблиць 2× 2— це зовсiм iнший тест.
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𝑋1
𝑗 ,. . . , 𝑋𝑑

𝑗 (тут 𝑗 — номер спостереження, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛). Регре-
сiйна модель має вигляд

𝑌𝑗 =

𝑑∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑋
𝑖
𝑗 + ε𝑗 , (10.11)

де ε𝑗 —похибки регресiї, якi вважаються незалежними гауссовими
випадковими величинами з нульовим математичним сподiванням
i однаковими дисперсiями σ2. Регресори трактуються як невипад-
ковi фiксованi числа. Коефiцiєнти регресiї 𝑏𝑖 та σ2 вважаються
невiдомими29. Вектор-стовпчик, складений з усiх коефiцiєнтiв ре-
гресiї, будемо позначати b = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑑)

𝑇

Якщо на значення коефiцiєнтiв 𝑏𝑖 не накладаються жоднi обме-
ження, то модель (10.11) називають необмеженою (unrestricted
model) i позначають лiтерою U. Таким чином,

гiпотеза (U): b ∈ R𝑑.
Гiпотези, якi ми будемо перевiряти, полягають в тому, що для

коефiцiєнтiв регресiї виконуються обмеження, якi задаються си-
стемою лiнiйних рiвнянь. Нехай

L =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑙11 𝑙12 . . . 𝑙1𝑑
𝑙21 𝑙22 . . . 𝑙2𝑑
...

... . . . ...
𝑙𝑝1 𝑙𝑝2 . . . 𝑙𝑝𝑑

⎞⎟⎟⎟⎠
— деяка фiксована (вiдома) матриця, а c = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑝)

𝑇 — фiк-
сований вектор-стовпчик. Задамо обмежену модель (restricted
model) як модель (10.11) за умови, що для вектора коефiцiєнтiв
виконується обмеження

Lb = c. (10.12)

29Регресiйну модель з вiльним членом 𝑌𝑗 = 𝑏0+
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑏𝑖𝑋
𝑖
𝑗 +ε𝑗 можна звести

до вигляду (10.11), якщо формально ввести додатковий регресор𝑋0
𝑗 = 1.
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Це саме обмеження можна записати у виглядi системи 𝑝 лiнiйних
рiвнянь: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑙11𝑏1 + 𝑙12𝑏2 + · · ·+ 𝑙1𝑑𝑏𝑑 = 𝑐1

𝑙21𝑏1 + 𝑙22𝑏2 + · · ·+ 𝑙2𝑑𝑏𝑑 = 𝑐2

. . .

𝑙𝑝1𝑏1 + 𝑙𝑝2𝑏2 + · · ·+ 𝑙𝑝𝑑𝑏𝑑 = 𝑐𝑝

(10.13)

Надалi ми вважаємо, що 𝑝 ≤ 𝑑, рядки матрицiL лiнiйно незалежнi,
отже, (10.13) має хоча б один розв’язок i нi одне з рiвнянь у цiй
системi не є зайвим (не може бути виражене через iншi).

Гiпотезу про те, що у моделi (10.11) виконуються обмеження
(10.13), будемо називати обмеженою гiпотезою i позначати (R).
Оскiльки обмеження (10.13) є лiнiйними, то цю гiпотезу також
називають загальною лiнiйною гiпотезою.

Тест Фiшера призначений для перевiрки основної гiпотези𝐻0:
виконано (R) проти альтернативи𝐻1: виконано (U), але обмеження
(R) не виконуються. Саме такi гiпотези i розглядаються у цьому
пiдроздiлi.

Частковим прикладом лiнiйної гiпотези є гiпотеза про те, що
коефiцiєнт при даному регресорi дорiвнює деякому фiксованому
числу: 𝐻0 : 𝑏𝑖 = 𝑐. Приклади перевiрки таких гiпотез ми розгля-
дали у пiдрозд. 10.2 для випадку 𝑐 = 0. Там для цього використо-
вувався T-тест Стьюдента, що є в даному випадку еквiвалентним
вiдповiдному тесту Фiшера.

Iншим прикладом лiнiйної гiпотези може бути припущення про
те, що два регресори, скажiмо,𝑋1 i𝑋2, впливають на вiдгук одна-
ково: 𝐻0 : 𝑏1 = 𝑏2.

Побудова тесту Фiшера30. Нагадаємо, що оцiнка методу най-
менших квадратiв b̂ для коефiцiєнтiв регресiї у моделi (U) визна-
чається як те значення b, при якому досягається мiнiмум функцiо-
налу найменших квадратiв

b̂ = argmin
b∈R𝑑

𝐽(b),

30Теоретичне обґрунтування цього тесту див. [11], п. 2.4.
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де мiнiмум береться за всiма можливими значеннями коефiцiєнтiв
b. Тут

𝐽(b) =
𝑛∑︁

𝑗=1

(𝑌𝑗 −
𝑑∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖𝑋
𝑖
𝑗)

2

—функцiонал методу найменших квадратiв (МНК).
Аналогiчно можна ввести оцiнки МНК в припущеннi справе-

дливостi обмеженої моделi (R):

b̂𝑅 = argmin
b: Lb=c

𝐽(b)

— мiнiмум береться лише за тими значеннями коефiцiєнтiв, якi
задовольняють (R).

Статистика тесту Фiшера будується на порiвняннi сум квадра-
тiв залишкiв прогнозу в обмеженiй i необмеженiй моделях.

Сума квадратiв у необмеженiй моделi:

𝑆𝑆𝑈 = 𝐽(b̂) =
𝑛∑︁

𝑗=1

(𝑈𝑗)
2,

де

𝑈𝑗 = 𝑌𝑗 − 𝑌𝑗 = 𝑌𝑗 −
𝑑∑︁

𝑖=1

�̂�𝑖𝑋
𝑖
𝑗

— залишки прогнозу у необмеженiй моделi.
Сума квадратiв у обмеженiй моделi:

𝑆𝑆𝑅 = 𝐽(b̂𝑅) =
𝑛∑︁

𝑗=1

(𝑈𝑅
𝑗 )2,

де

𝑈𝑅
𝑗 = 𝑌𝑗 − 𝑌 𝑅

𝑗 = 𝑌𝑗 −
𝑑∑︁

𝑖=1

�̂�𝑅𝑖 𝑋
𝑖
𝑗

— залишки прогнозу в необмеженiй моделi.
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Статистика тесту, яка називається емпiричнимF-вiдношенням
Фiшера, визначається як

𝐹𝑒𝑚𝑝 =
(𝑆𝑆𝑅− 𝑆𝑆𝑈)/𝑝

𝑆𝑆𝑈/(𝑛− 𝑑)
,

де 𝑝 — кiлькiсть рiвнянь, що задають обмеження (R);
𝑑 — кiлькiсть коефiцiєнтiв регресiї, що оцiнюються у необме-

женiй моделi (U);
𝑛—кiлькiсть всiх спостережень, за якими проводиться пiдгон-

ка моделей.
Для того, щоб прийняти рiшення, 𝐹𝑒𝑚𝑝 порiвнюють з порого-

вим значенням, яке називається F-теоретичне:

𝐹𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟 = 𝑄𝐹 (𝑝,𝑛−𝑑)(1− α),

де α— заданий стандартний рiвень значущостi.
Сам тест Фiшера має вигляд

Якщо 𝐹𝑒𝑚𝑝 ≤ 𝐹𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟 — прийняти (R), iнакше — вiдхилити.

Досягнутий рiвень значущостi тесту —

𝑝(𝐹𝑒𝑚𝑝) = 1−𝐺(𝐹𝑒𝑚𝑝),

де 𝐺 — функцiя розподiлу F-розподiлу Фiшера з 𝑝 ступенями
вiльностi чисельника i 𝑛− 𝑑 ступенями вiльностi знаменника.

Зауважимо, що (R) є гiпотезою, вкладеною в (U) у розумiннi
п. 9.3.2, тому для її перевiрки можна використовувати тест вiдно-
шення вiрогiдностi з вибором порогу за асимптотичноюформулою
(9.9). Але, оскiльки такий тест є асимптотичним, то вiн працювати-
ме адекватно лише на вибiрках великого обсягу. ТестФiшера також
є версiєю тесту вiдношення вiрогiдностi, але вiн не асимптотичний
i дозволяє робити висновки за вибiрками будь-якого обсягу. При
цьому для малих вибiрок висновок тесту Фiшера буде суттєво ви-
користовувати припущення про нормальнiсть похибок дисперсiї.
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(На вибiрках великого обсягу висновки тесту Фiшера й асимпто-
тичного тесту вiдношення вiрогiдностi будуть майже збiгатись).

Приклади застосування тесту Фiшера. У R для пере-
вiрки гiпотез тестом Фiшера можна використовувати функцiю
linearHypothesis() з бiблiотеки car. Типове звертання до цi-
єї функцiї має вигляд
linearHypothesis(model, hypothesis.matrix,

rhs, test),

де
model — результат пiдгонки необмеженої моделi, наприклад,

функцiєю lm();
hypothesis.matrix — матриця системи обмежень (матриця

L в (10.12)). За умовчанням вважається, що c = 0;
rhs — вектор правих частин системи обмежень (вектор c в

(10.12));
test—параметр,що вказує, яку статистику буде використову-

вати тест: значення "F" вiдповiдає F-вiдношеннюФiшера, "Chisq"
— статистицi вiдношення вiрогiдностi (яка при великих обсягах
вибiрки має приблизно 𝜒2-розподiл). Якщо параметр model мi-
стить модель, пiдiгнануфункцiєю lm(), то стандартно вибирається
F-вiдношення Фiшера.

Замiсть того, щоб задавати значення c i L у параметрах rhs i
hypothesis.matrix, можна у hypothesis.matrix записати рiв-
няння обмежень у символьному виглядi. Як це робиться, показано
у наступних прикладах.

Приклад 10.4.1. У прикладi 10.1.1 ми розглянули данi з файла
actors.csv про вагу та зрiст акторiв. Нашою метою було визначи-
ти, яка залежнiсть ваги вiд зросту найкраще вiдповiдає уявленням
про “людину гарної статури”. В iнтернетi можна знайти рiзнi фор-
мули для такої залежностi. Як приклад вiзьму двi: формулу Брока
та iндекс Кетле.

Формула Брока дуже проста: для того, щоб визначити IW —
iдеальну вагу (у кiлограмах), треба вiд зросту в сантиметрах (H)
вiдняти 100 i помножити результат на 0.85 для жiнок або на 0.9
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для чоловiкiв:

𝐼𝑊 = 0.9(𝐻 − 100) (для чоловiкiв).

Враховуючи, що у наших даних вага (змiнна weight) вимiрю-
ється уфунтах, вагу треба домножити на 2.2 (стiлькифунтiв у 1 кг).
Отримуємо формулу Брока для прогнозу iдеальної ваги чоловiкiв
у наших даних:

ŵeight = 1.98height− 198.

Формула Кетле визначає “iндекс ваги тiла”, BMI31:

𝐵𝑀𝐼 =
𝑊

ℎ2
,

де𝑊 — вага людини у кiлограмах, ℎ— зрiст у метрах. Стверджу-
ється, що нормальним є iндекс Кетле у межах вiд 18.5 до 24.9. Для
наших даних це дає таку формулу Кетле для прогнозу оптимальної
ваги:

ŵeight = 0.00022×𝐾 × height2,

де𝐾 — значення BMI, яке ми вважаємо оптимальним.
На рис. 10.19 зображена дiаграма розсiювання зросту i ваги

акторiв-чоловiкiв з файла actors.csv та прямi, що вiдповiдають
прогнозам: зелена штрихова — формула Кетле з “середнiм” iнде-
ксом 22, червона штрихова — формула Брока для чоловiкiв, i двi
лiнiї чорним пунктиром вiдповiдають крайнiм допустимим значе-
нням BMI: нижня — 18.5, верхня — 24.9.

Синiм кольором, суцiльною лiнiєю зображена пряма регресiї,
пiдiгнана за даними методом найменших квадратiв.

Як бачимо, “середнiй” прогноз Кетле практично збiгається з
прогнозом Брока32. Лiнiя регресiї, пiдiгнана за даними, помiтно

31 Body mass index, див. en.wikipedia.org/wiki/Body_mass_index.
32Як це може бути? Прогноз Кетле вiдповiдає параболi, а формула Брока —

прямiй лiнiї! Справа у тiм, що ми розглядаємо цi прогнози на такому вузенькому
iнтервалi, де кривина параболи майже непомiтна. Це гарний приклад того, що
багато нелiнiйних залежностей можна наближати лiнiйними, якщо обмежитись
не дуже великими iнтервалами змiни регресорiв.
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вiдрiзняється вiд цього прогнозу. Чи свiдчить це про те, що для
голiвудських акторiв формулу Брока застосовувати не можна?
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Рис. 10.19. Вага та зрiст акторiв-чоловiкiв з прогнозами за рiзними
формулами

Даних у нас мало, тому обґрунтованiсть такого висновку сум-
нiвна. Якщо придивитись до рис. 10.19, то можна побачити, що
основна маса точок лежить навколо лiнiї прогнозу Брока, великi
вiдхилення мають лише двi точки — крайня лiворуч i крайня пра-
воруч. Саме вони повертають лiнiю МНК-регресiї в бiк вiд лiнiї
Брока. Щоб переконатись, наскiльки статистично значущим є цей
ефект, застосуємо тест Фiшера.

Гiпотеза, яку ми перевiряємо, полягає в тому, що данi описую-
ться лiнiйною регресiйною формулою

weight𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1height𝑗 + ε𝑗 (необмежена гiпотеза),

причому

𝑏0 = −198, 𝑏1 = 1.98 (обмежена гiпотеза — формула Брока).
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Обмеженiй гiпотезi вiдповiдає одинична матрицяL i вектор правих
частин c = (−198, 1.98). Застосуємо функцiю

linearHypothesis():

O
> actors<-read.csv2("c:/rem/term/actors.csv",header=T)

> actrm<-actors[actors$gender=="m",]

> linearHypothesis(lm(weight~height,data=actrm),

+ hypothesis.matrix=diag(c(1,1)),rhs=c(-198,1.98))

Linear hypothesis test

Hypothesis:

(Intercept) = - 198

height = 1.98

Model 1: restricted model

Model 2: weight ~ height

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)

1 14 21067

2 12 13403 2 7663.8 3.4307 0.06632 .

---

Signif. codes:

0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
△

Статистика тесту Фiшера дорiвнює 𝐹𝑒𝑚𝑝 = 3.4307, досягнутий
рiвень значущостi — 𝑝 = 0.06632. Оскiльки 𝑝 > α = 0.05 при-
ймаємо основну гiпотезу: незважаючи на помiтну вiдмiннiсть лiнiї
регресiї вiд лiнiї Брока, значущих вiдхилень не виявлено. (Тоб-
то спостережуванi вiдхилення можуть пояснюватись випадковими
коливаннями, а не є особливiстю ваги i зросту акторiв Голлiвуду).

Читачi можуть самi аналогiчно перевiрити, наскiльки формулу
Брока (Кетле) можна застосовувати до голiвудських актрис.

Виклик функцiї linearHypothesis() можна було оформити у
стилi, бiльш схожому на звичайний запис обмежених гiпотез:
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linearHypothesis(lm(weight~height,data=actrm),

c("(Intercept) = - 198","height = 1.98").

Тут у другому параметрi ми передаємо функцiї вектор з символь-
них рядкiв. Кожен рядок описує одне з рiвнянь, що визначають
обмежену гiпотезу. У цих рiвняннях коефiцiєнти при регресорах
позначаються тими самими символами, якими у моделi познача-
лись самi регресори. Коефiцiєнт 𝑏0 позначається як (Intercept),
а коефiцiєнт при height,— позначається як height. Результат ви-
конання цього виклику буде таким самим, як i у попереднього
(перевiрте). J

Приклад 10.4.2. У цьому прикладi розглядається цiлком ре-
альна задача, але данi, якi ми будемо аналiзувати умовнi.

Нехай дослiджується вплив рiзних добрив на iнтенсивнiсть цвi-
тiння деяких квiткових рослин. В ходi експерименту пiд час одного
поливу рослин у воду додають добрива, а потiм протягом мiсяця
пiдраховують, скiльки квiток виросло на рослинi. Добрива мiстять
сполуки фософору (P) та азоту (N). Перевiряються три типи до-
брив:

A — мiстить 100 дiючих одиниць P у однiй порцiї добрива;
B — мiстить 100 дiючих одиниць N у однiй порцiї;
C — мiстить 50 одиниць P i 50 одиниць N у однiй порцiї.
Фiрма, що випускає добриво типу C, стверджує, що, завдяки

унiкальнiй синергiчнiйформулi, її продукт забезпечує значно вищу
iнтенсивнiсть цвiтiння, нiж при внесеннi еквiвалентної кiлькостi P
та N окремо. Нашою метою є перевiрити це твердження.

Як звичайно (див. пiдрозд. 9.1) як основну — 𝐻0 ми беремо
гiпотезу, протилежну тiй, яку перевiряємо, тобто вважаємо, що P
та N у складi добрива C впливають на iнтенсивнiсть цвiтiння так
само, як у складi iнших добрив.

Оскiльки ми плануємо дослiджувати вплив добрив лише у вузь-
кому дiапазонi можливих концентрацiй, то можна сподiватись, що
залежнiсть вiдгуку (кiлькостi квiтiв) вiд регресорiв (концентрацiй
добрив) буде бiльш-менш добре описуватись лiнiйною моделлю.

Отже, будемо виходити з гiпотези 𝐻0: середня iнтенсивнiсть
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цвiтiння залежить лiнiйно вiд кiлькостi одиниць P та N, внесених у
воду при поливi:

𝑌 = 𝑏0 + 𝑎𝑃𝑃 + 𝑎𝑁𝑁 + ε,

де 𝑌 — кiлькiсть квiток, що виросли на рослинi протягом мiсяця
пiсля поливу добривами;

𝑃 — кiлькiсть фосфору, внесеного при поливi (у сотнях оди-
ниць);

𝑁 —кiлькiсть азоту, внесеного при поливi (у сотнях однинць);
𝑏0 — середня базова iнтенсивнiсть цвiтiння (при вiдсутностi

добрив);
𝑎𝑃 (𝑎𝑃 ) — коефiцiєнт, що вказує, наскiльки зростає iнтенсив-

нiсть цвiтiння при збiльшеннi вмiсту фосфору (азоту) у водi на 100
одиниць.

Нехай для даної рослини при поливi було використано 𝐴 пор-
цiй добрива A, 𝐵 порцiй B i 𝐶 порцiй C. Тодi 𝑃 = 𝐴 + 0.5𝐶,
𝑁 = 𝐵 + 0.5𝐶, отже,

𝑌 = 𝑏0 + 𝑎𝑃𝐴+ 𝑎𝑁𝐵 + 0.5(𝑎𝑃 + 𝑎𝑁 )𝐶 + ε (при виконаннi 𝐻0).

Якщо𝐻0 не виконується, то кожне добриво вносить свiй внесок
у iнтенсивнiсть цвiтiння (необмежена модель):

𝑌 = 𝑏0 + 𝑏𝐴𝐴+ 𝑏𝐵𝐵 + 𝑏𝐶𝐶 + ε (у необмеженiй моделi).

Тут коефiцiєнти загалом можуть бути будь-якими.
Зрозумiло, що регресiйна формула для𝐻0 є частковим випад-

ком загальної формули з такими коефiцiєнтами:

𝑏𝐴 = 𝑎𝐴, 𝑏𝐵 = 𝑎𝐵, 𝑏𝐶 = 0.5(𝑎𝐴 + 𝑎𝐵).

Таким чином, гiпотеза 𝐻0 вiдповiдає такому обмеженню для
коефiцiєнтiв необмеженої моделi:

𝑏𝐴 + 𝑏𝐵 − 2𝑏𝐶 = 0.
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Результати дослiду з 15-ма рослинами (умовнi) наведенi у таб. 10.2

Таблиця 10.2. Результати дослiду по впливу добрив на iнтенсивнiсть
цвiтiння квiтiв

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A 0 1 0 0 2 0 0 1 1 0
B 0 0 1 0 0 2 0 1 0 1
C 0 0 0 1 0 0 2 0 1 1
Y 0 12 19 16 25 37 37 33 28 39

У дев’яти дослiдах рослини поливали використовуючи по двi
порцiї добрив у кожному дослiдi. При цьому перебирались всi мо-
жливi комбiнацiї добрив. Крiм того, перший експеримент був кон-
трольним, тобто взагалi без добрив.

Проведемо пiдгонку необмеженої моделi використовуючи
функцiю lm():

O
> library(car)

> A<-c(0,1,0,0,2,0,0,1,1,0)

> B<-c(0,0,1,0,0,2,0,1,0,1)

> C<-c(0,0,0,1,0,0,2,0,1,1)

> Y<-c(0,12,19,16,25,37,37,33,28,39)

> summary(lm(Y~A+B+C))

Call:

lm(formula = Y ~ A + B + C)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-2.2667 -1.1833 0.2333 0.9833 1.7333

Coefficients:
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Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -0.7333 1.3064 -0.561 0.595

A 12.6667 0.9737 13.008 1.27e-05 ***

B 19.6667 0.9737 20.197 9.57e-07 ***

C 18.3333 0.9737 18.828 1.45e-06 ***

---

Signif. codes:

0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 1.687 on

6 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9884,

Adjusted R-squared: 0.9825

F-statistic: 169.8 on 3 and 6 DF,

p-value: 3.433e-06

△
Ми отримали такi оцiнки для коефiцiєнтiв необмеженої мо-

делi: �̂�𝐴 = 12.6667, �̂�𝐵 = 19.6667, �̂�𝐶 = 18.3333. Величина
�̂�𝐴 + �̂�𝐵 − 2�̂�𝐶 = −4.3332 — помiтно вiдрiзняється вiд 0. Мо-
жна сказати, що у наших експериментах двi порцiї добрива C дали
в середньому на 4 квiтки бiльше, нiж порцiя A + порцiя B, тобто
твердження виробникiв C статистично пiдтвердилось.

Але ми зробили дуже мало дослiдiв — всього 10. Чи є наш
результат статистично значущим? Щоб перевiрити це, проведемо
перевiрку гiпотези 𝐻0, використовуючи тест Фiшера:

O
> linearHypothesis(lm(Y~A+B+C),"A+B-2*C=0")

Linear hypothesis test

Hypothesis:

A + B - 2 C = 0

Model 1: restricted model

Model 2: Y ~ A + B + C
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Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)

1 7 35.844

2 6 17.067 1 18.778 6.6016 0.04237 *

---

Signif. codes:

0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

△
Отримали досягнутий рiвень значущостi 0.04237. При стан-

дартному α = 0.05, слiд прийняти альтернативу: вiдхилення вiд
основної гiпотези значуще. Спостережуваний ефект (перевага C
над A i B) настiльки помiтний, що його не можна iгнорувати, по-
славшись на випадковi коливання. J

Перевiрка розшарування. Тест Чоу. У пiдрозд. 9.3.3 i 9.5 ми
вже розглядали дво- та багатовибiрковi задачi перевiрки гiпотез. У
таких задачах статистик має данi про об’єкти, якi належать кiль-
ком рiзним популяцiям, причому розподiл спостережуваних хара-
ктеристик може бути рiзним у об’єктiв з рiзних популяцiй. Треба
перевiрити, чи дiйсно цi розподiли є рiзними, чи навпаки, данi є
однорiдними (див. приклади 9.3.3, 9.5.2, 9.5.4). Тепер з’ясуємо, як
такi перевiрки можна проводити у контекстi регресiйного аналiзу.

Нехай маємо данi про 𝑛 об’єктiв, причому для 𝑗-го об’єкта
спостерiгаються змiннi 𝑌𝑗 , 𝑋1

𝑗 , . . . , 𝑋
𝑑
𝑗 . Крiм того, ми знаємо, що

кожен з об’єктiв належить одному з 𝐾 класiв (груп, популяцiй).
Номер класу, якому належить 𝑗-й об’єкт позначимо κ𝑗 .

Будемо вважати, що залежнiсть мiж змiнною 𝑌 та змiнними
𝑋1,. . . ,𝑋𝑑 описується моделлю лiнiйної регресiї, в якiй коефiцi-
єнти можуть залежати вiд того, до якого класу належить об’єкт:

𝑌𝑗 =

𝑑∑︁
𝑖=1

𝑏
κ𝑗
𝑖 𝑋𝑖

𝑗 + ε𝑗 , (10.14)

де 𝑏𝑘𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑑, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾 — невiдомi коефiцiєнти регресiї;
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ε𝑗 — похибки регресiї, якi ми будемо вважати незалежними
при рiзних 𝑗 гауссовими випадковими величинами з нульовим ма-
тематичним сподiванням i дисперсiєю σ2 (невiдомою).

Таким чином, коефiцiєнти регресiї можуть бути рiзними для
рiзних класiв, а дисперсiя похибок (у цiй моделi) є однаковою для
всiх спостережень.

Можна вважати, що данi складаються з𝐾 рiзних вибiрок, при-
чому кожна вибiрка мiстить лише об’єкти з одного класу. А можна
трактувати це трохи по-iншому. Номери класiв κ𝑗 можна розгля-
дати як iще одну змiнну, що характеризує об’єкт. Ми будемо нази-
вати її змiнною розшарування: вона роздiляє всю вибiрку на окре-
мi прошарки-класи. Якщо коефiцiєнти регресiї у (10.14) дiйсно
залежать вiд номера класу, вибiрку будемо називати розшарова-
ною за змiнною (ознакою) κ. Якщо 𝑏1𝑖 = 𝑏2𝑖 = · · · = 𝑏𝐾𝑖 для всiх
𝑖 = 1, . . . , 𝑑, будемо казати, що вибiрка є однорiдною (розшарува-
ння за κ немає).

У прикладних задачах κ не обов’язково має бути номером (тоб-
то числом). Це може бути будь-яка назва класу. В R для задання
розшарування природно використовувати змiннi типу фактор.

Модель (10.14) можна записати у виглядi звичайної лi-
нiйної регресiйної моделi, якщо ввести формальнi регресори
𝑋𝑖𝑘

𝑗 = 𝑋𝑖
𝑗1{κ𝑗 = 𝑘}:

𝑌𝑗 =

𝑑∑︁
𝑖=1

𝐾∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘𝑖𝑋
𝑖𝑘
𝑗 + ε𝑗 . (10.15)

Це дозволяє використати загальний тест Фiшера для перевiрки
гiпотези про однорiднiсть вибiрки:

𝐻0 : 𝑏1𝑖 = 𝑏2𝑖 = · · · = 𝑏𝐾𝑖 для всiх 𝑘 = 1, . . . ,𝐾, 𝑖 = 1, . . . , 𝑑,

проти альтернативи — наявнiсть розшарування за змiнною κ:

𝐻1 : iснують такi 𝑖, 𝑘1 та 𝑘2, що 𝑏𝑘1𝑖 ̸= 𝑏𝑘2𝑖 .
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Гiпотеза 𝐻1 є, вочевидь, лiнiйною гiпотезою для необмеженої мо-
делi (10.15). Використовуючи загальну схему тесту Фiшера, можна
визначити

𝑆𝑆𝑅 = 𝐽𝑎𝑙𝑙(b̂𝑎𝑙𝑙),

де

𝐽𝑎𝑙𝑙(b) =

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑌𝑗 −
𝑑∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖𝑋
𝑖
𝑗)

2

—функцiонал МНК у обмеженiй моделi (тут коефiцiєнти регресiї
однаковi для всiх спостережень),

b𝑎𝑙𝑙 = argmin
b∈R𝑑

𝐽𝑎𝑙𝑙(b)

— оцiнки МНК для коефiцiєнтiв у обмеженiй моделi. Тобто для
отримання 𝑆𝑆𝑅 треба пiдiгнати лiнiйну модель за всiма наявними
даними iгноруючи змiнну розшарування i обчислити суму квадра-
тiв залишкiв у пiдiгнанiй моделi.

Далi, для необмеженої моделi, функцiонал МНК можна запи-
сати як

𝐽(b) =

𝐾∑︁
𝑘=1

𝐽𝑘(b𝑘),

де

𝐽𝑘(b𝑘) =
∑︁

𝑗: κ𝑗=𝑘

(𝑌𝑗 −
𝑑∑︁

𝑖=1

𝑏𝑘𝑖𝑋
𝑖
𝑗)

2

— сума квадратiв для спостережень, що належать 𝑘-му класу.
Вiдповiдно, щоб знайти оцiнки коефiцiєнтiв у необмеженiй мо-

делi, треба пiдiгнати лiнiйну регресiю окремо по кожнiй вибiрцi
об’єктiв 𝑘-го класу для 𝑘 = 1, . . . ,𝐾:

b̂𝑘 = argmin
b∈R𝑑

𝐽𝑘(b).
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Тепер

𝑆𝑆𝑈 =
𝐾∑︁
𝑘=1

𝐽𝑘(b̂𝑘)

—суму квадратiв залишкiв у необмеженiй моделi можна отримати
пiдсумуванням сум квадратiв залишкiв моделей, пiдiгнаних для
кожного класу окремо.

Нарештi, можна скласти вiдношення Фiшера, враховуючи, що
кiлькiсть обмежень 𝑑, а кiлькiсть коефiцiєнтiв, що оцiнюються у
необмеженiй моделi —𝐾𝑑:

𝐹𝑒𝑚𝑝 =
(𝑆𝑆𝑅− 𝑆𝑆𝑈)/𝑑

𝑆𝑆𝑈/(𝑛−𝐾𝑑)
.

Вiдповiдно,
𝐹𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟 = 𝑄𝐹 (𝑑,𝑛−𝐾𝑑)(1− α).

Сформулюємо правило прийняття рiшення тестом Фiшера
для перевiрки розшарування:

Якщо 𝐹𝑒𝑚𝑝 ≤ 𝐹𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟 — вважати вибiрку однорiдною,
𝐹𝑒𝑚𝑝 > 𝐹𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟 — вважати вибiрку розшарованою.

У випадку двох класiв (𝐾 = 2) i простої лiнiйної регресiї як моделi
для кожного класу, цей тест називають тестом Чоу.

Приклад 10.4.3.У прикладi 5.1.1 ми розглядали данi з фрейма
faithful про поведiнку гейзера Old Faithful. У даних двi змiннi
— eruptions i waiting. На дiаграмi розсiювання (рис. 5.1) ми
побачили двi групи-кластера, на якi досить чiтко роздiлились спо-
стереження за значеннями цих змiнних. На цiй дiаграмi проведена
лiнiя регресiї, пiдiгнаної за моделлю

waiting𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1eruptions𝑗 + ε𝑗 .

За рисунком можна припустити, що залежнiсть мiж eruptions i
waiting в обох кластерах описується однiєю спiльною формулою.
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Спробуємо зробити пiдгонку по кожному кластеру окремо. Для
цього спочатку утворимо нову змiнну clust, яка буде набувати
значень FALSE, якщо спостереження потрапляє до нижнього лiво-
го кластера, i TRUE, якщо до правого верхнього. (Належнiсть до
правого кластера визначається за умовою eruptions > 3.2):

O

> # кольори для вiдображення кластерiв:

> colpr<-c("blue","red")

> # символи для вiдображення кластерiв:

> symb<-c(1,2)

> # створюємо змiнну розшарування:

> clust<-faithful$eruptions>3.2

> plot(faithful$waiting~faithful$eruptions,

+ col=colpr[clust+1],pch=symb[clust+1])

> # пiдгонка обмеженої моделi:

> modelall<-lm(waiting~eruptions,data=faithful)

> abline(modelall)

> # модель для верхнього кластера:

> modelhigh<-lm(waiting~eruptions,

+ data=faithful[!clust,])

> abline(modelhigh,col=colpr[1],lty="dotted")

> # модель для нижнього кластера:

> modellow<-lm(waiting~eruptions,

+ data=faithful[clust,])

> abline(modellow,col=colpr[2],lty="dashed")

△
На рис. 10.20 нижнiй кластер вiдображенi синiми кружечками,

верхнiй — червоними трикутниками. Лiнiя регресiї для нижнього
кластера — синя пунктирна, для верхнього — червона штрихо-
ва. Лiнiя регресiї пiдiгнана за обома кластерами одразу — чорна
суцiльна.
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Рис. 10.20. Перевiрка розшарування даних для гейзера Old Faithful

Як бачимо, лiнiї регресiї, що вiдповiдають окремим кластерам,
помiтно вiдрiзняються одна вiд одної та вiд чорної прямої. Пере-
вiримо чи є значущими цi вiдмiнностi, використовуючи тест Чоу:

O

> # Сума квадратiв для обмеженої моделi:

> RestrSS<-sum((modelall$residuals)^2)

> # Сума квадратiв для необмеженої моделi:

> UnrestSS<-sum((modellow$residuals)^2)+

+ sum((modelhigh$residuals)^2)

> # F емпiричне:

> Fchou<-(nrow(faithful)-4)*

+ (RestrSS-UnrestSS)/(2*UnrestSS)

> # Досягнутий рiвень значущостi:

> 1-pf(Fchou,2,nrow(faithful))
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[1] 1.967714e-07
△

Отримали досягнутий рiвень значущостi 1.967714× 10−07, от-
же, гiпотезу про однорiднiсть вибiрки слiд вiдхилити — розшару-
вання є. J

10.5 Нелiнiйний МНК

У пiдрозд. 10.2 ми, зустрiчаючись iз нелiнiйними залежностя-
ми, намагались перетворити данi так, щоб з ними можна було пра-
цювати на основi лiнiйних моделей. Iнколи це доцiльно (саме такi
приклади ми i розглянули). Часто краще працювати безпосередньо
з нелiнiйними моделями.

Нехай треба пiдiгнати регресiйну модель вигляду

𝑌𝑗 = 𝑔(𝑋1
𝑗 , . . . , 𝑋

𝑚
𝑗 ;b) + ε𝑗

за спостереженнями 𝑌𝑗 , 𝑋
1
𝑗 , . . . , 𝑋

𝑚
𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, де

𝑔 — функцiя регресiї, вiдома з точнiстю до вектора невiдомих
коефiцiєнтiв b ∈ R𝑑, ε𝑗 — випадковi похибки регресiї. Для цього
можна використати функцiю nls() (скорочення вiд nonlinear least
squares — нелiнiйний МНК). Ця функцiя органiзована подiбно до
lm(), її можна викликати як

nls(formula,data,start),
де data—фрейм даних, що використовується для пiдгонки,

formula—формула, яка задає специфiкацiю моделi,
start — набiр початкових значень невiдомих параметрiв, якi

будуть уточнюватись пiдгонкою.
Розберемо детальнiше параметри formula i start. Це зручно

зробити, розглядаючи конкретнi приклади.
Приклад 10.5.1. На вiдмiну вiд формул для лiнiйних моделей,

тепер нам треба явно вказувати вигляд функцiї регресiї i невiдомi
параметри. Наприклад, специфiкацiю моделi

𝑦𝑗 = 𝐶 exp(𝑎𝑥𝑗) + ε𝑗 (10.16)
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можна задати формулою:
y~C1*exp(a1*x).

При цьому x та y повиннi бути завантаженими у пам’ять векторами
однакової довжини, а C1 i a1 — назвами змiнних, якi ранiше не
були визначенi. (Саме завдяки цьому комп’ютер здогадується, якi
змiннi позначають данi для пiдгонки, а якi — невiдомi параметри,
що пiдлягають оцiнцi).

Вiдповiдний виклик функцiї nls() можна оформити так:

O
> # генеруємо данi:

> set.seed(3)

> n<-100

> x<-runif(n,min=0,max=4)

> C0<-2.5 # справжнє C у модельованих даних

> a0<-0.5 # справжнє a у модельованих даних

> y<-C0*exp(a0*x)+rnorm(n)

> # виводимо дiаграму розсiювання даних:

> plot(x,y)

> # пiдганяємо модель

> model<-nls(y~C1*exp(a1*x))

> # Записуємо оцiнки коефiцiєнтiв:

> C<-coef(model)[1]

> a<-coef(model)[2]

> C; a # значення оцiнок:

C1

2.491098

a1

0.5004129

> # рисуємо криву регресiї:

> curve(C*exp(a*x),add=T,col="red")

△
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Тут ми генеруємо данi, що вiдповiдають моделi (10.16), з
𝑎 = 0.5, 𝐶 = 2.5 i похибками ε𝑗 , що мають стандартний нормаль-
ний розподiл. Потiм данi пiдганяються з використанням функцiї
nls(). При цьому параметри start i data ми не вказували. Тому
комп’ютер взяв тi y i x, якi знайшов у робочiй областi, а все, що не
знайшов, трактував як невiдомi коефiцiєнти, якi треба пiдiгнати.

В результатi пiдгонки отримали оцiнки𝐶 = 2.491 i �̂� = 0.5004,
якi є дуже близькими до справжнiх значень параметрiв, використа-
них при моделюваннi. Дiаграма розсiювання з пiдiгнаною лiнiєю
регресiї зображена на рис. 10.21.

0 1 2 3 4

5
10

15
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y

Рис. 10.21. Експоненцiйна регресiйна модель

J
Для того, щоб задати початковi наближення у параметрi start,

їх треба вмiстити в iменований список, в якому iмена мають вiдпо-
вiдати iменам параметрiв, що пiдганяються. Скажiмо, у прикладi
10.5.1 задати початковi наближення можна так33:

33Спробуйте це зробити i переконайтесь, що у цьому випадку отримується
майже той самий результат, що i без задання початкових значень. Але так буває
не завжди.



560 Роздiл 10. Регресiя

nls(y~C1*exp(a1*x),start=list(a1=-1,C1=10)).
При цьому комп’ютер вважатиме невiдомими коефiцiєнтами ли-
ше тi, для яких задано початковi значення. I тiльки по них буде
проводити пiдгонку. Якщо якийсь параметр пропустити у start,
комп’ютер повiдомить про помилку i шукати оцiнки не буде.

Приклад 10.5.2.Для перевiрки якостi металевих виробiв вико-
ристовують ультразвуковi локатори. Перед роботою їх треба калi-
брувати. Для цього виробляють спецiальнi цилiндричнi алюмiнiєвi
тестовi блоки. В нижнiй основi блоку висвердлюють заглиблення-
порожнину. Сонар (ультразвуковий локатор) опромiнює блок звер-
ху. Товщинашару металу мiж дном заглиблення i верхньою поверх-
нею блоку називається metal distance (md) — це вiдстань, яку звук
має пройти всерединi металу, щоб досягти порожнини. Вiдбитий
вiд дна порожнини звук утворює сигнал, що вловлюється локато-
ром. Зафiксована локатором потужнiсть сигналу називаэться уль-
тразвуковим вiдгуком (usr).

Треба встановити вiдповiднiсть мiж usr та md34. Модель цiєї
залежностi, запропонована у стандартi США—

usr ≈ exp(−β1md)
β2 + β3md

.

Тут β1, β2 i β3 — невiдомi коефiцiєнти, якi треба визначати при
калiбруваннi сонара. Данi вимiрювань, отриманi у ходi такого калi-
брування, мiстяться у наборi даних Chwirut2 бiблiотеки NISTnls.
У змiннiй Chwirut2$x мiстяться значення md для блокiв, що вико-
ристовувались у дослiдженнi, а у змiннiй Chwirut2$y—вiдповiднi
значення usr, отриманi при скануваннi сонаром. Вiдповiдна дiагра-
ма розсiювання зображена на рис. 10.22.

Якщо викликати nls(), не вказуючи початковi значення невi-
домих параметрiв, наприклад, так:

34 Цей приклад застосування технiки нелiнiйної регресiї запозичений з кни-
ги [45]. Данi, прикладна задача i регресiйна модель описанi у нацiональному
стандартi США E 127 – 98 (1979 р.), присвяченому перевiрцi якостi виробiв з
алюмiнiю за допомогою ультразвукової локацiї.
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nls(y ~ exp(-beta1 * x)/(beta2 + beta3 *x),

data = Chwirut2),

отримаємо повiдомлення про те, що алгоритм наближеного по-
шуку точки мiнiмуму не змiг її знайти35. Так часто буває, якщо
задавати початковi наближення навмання або доручити їх вибiр
комп’ютеру. Тому корисно вмiти пiдбирати початковi наближення,
виходячи з яких-небудь змiстовних мiркувань. Спробуємо зробити
це для наших даних.

На дiаграмi розсiювання поведiнка даних нагадує експоненцiй-
но спадаючу функцiю. Тому природно exp(−β1𝑥) трактувати як
головну частину функцiї регресiї, а 1/(β2+β3𝑥)—як поправку до
неї. Регресiю 𝑦 ≈ exp(−β1𝑥) легко лiнеаризувати, прологарифму-
вавши вiдгук. Зробимо це i застосуємо лiнiйний МНК для оцiнки
β1:

O
> library( NISTnls)

> lm(formula = log(y) ~ x, data = Chwirut2)

Call:

lm(formula = log(y) ~ x, data = Chwirut2)

Coefficients:

(Intercept) x

4.3698 -0.5051

△
Отримали оцiнку для β1 — β𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

1 =0.5051. Щоб оцiнити грубо
β2 i β3, помiтимо, що на дiаграмi розсiювання значенню x= 1
вiдповiдають точки, з координатою y, близькою до 60. Отже,

exp(−0.5051× 1)

β2 + β3 × 1
≈ 60,

35Спробуйте!
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звiдки β2 +β3 ≈ exp(−0.5051)/60 = 0.01005742. Вiзьмемо поча-
тковi наближення β𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

2 = β𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡
3 = 0.005.

Тепер можна знову спробувати викликати nls() з цими поча-
тковими наближеннями:

O
> # пiдключаємо бiблiотеку з даними:

> library(NISTnls)

> # виводимо дiаграму розсiювання даних:

> plot(y ~ x, data = Chwirut2,

+ xlab = "Metal distance",

+ ylab = "Ultrasonic response")

> # робимо пiдгонку нелiнiйним МНК:

> Chwirut2.m1 <- nls(y ~ exp(-beta1 * x)/

+ (beta2 + beta3 *x),

+ data = Chwirut2,

+ start = list(beta1 = 0.5051,

+ beta2 = 0.005,

+ beta3 = 0.005)

+ )

> # результати пiдгонки:

> summary(Chwirut2.m1)

Formula: y ~ exp(-beta1 * x)/(beta2 + beta3 * x)

Parameters:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

beta1 0.1665765 0.0383033 4.349 6.56e-05 ***

beta2 0.0051653 0.0006662 7.753 3.54e-10 ***

beta3 0.0121500 0.0015304 7.939 1.81e-10 ***

---

Signif. codes:

0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
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Residual standard error: 3.172 on 51 degrees

of freedom

Number of iterations to convergence: 6

Achieved convergence tolerance: 6.706e-07

> # записуємо оцiнки коефiцiєнтiв у вектор b:

> b<-coef(Chwirut2.m1)

> # рисуємо криву регресiї на дiаграмi розсiювання:

> curve(exp(-b[1] * x)/(b[2] + b[3] *x),

+ add = TRUE, col = "red")
△

Крива регресiї на дiаграмi розсiювання на рис. 10.22 має аде-
кватний вигляд.
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Рис. 10.22. Данi для калiбрування сонара

У скриптi coef()— функцiя, яка при застосуваннi до резуль-
тату роботи nls() видiляє з нього оцiнки коефiцiєнтiв регресiї.
Функцiя summary() за цими результатами друкує розширений звiт,
подiбний до того, який ми розглядали для функцiї lm() у прикладi
10.2.1.
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В результатi застосування nls() отримали оцiнки коефiцiєнтiв
β̂1 = 0.1665765, β̂2 = 0.0051653, β̂3 = 0.0121500. Бачимо, що
β̂2 виявилось схожим на наше початкове наближення, iншi двi
оцiнки помiтно змiнились. Тест для перевiрки значущостi визнав
всi коефiцiєнти значущо вiдмiнними вiд 0.

Для кращої перевiрки якостi пiдгонки доцiльно також провести
графiчний аналiз залишкiв регресiї. Це можна зробити, використо-
вуючи, наприклад, такий скрипт:

O
> resid<-residuals(Chwirut2.m1) # видiлення залишкiв

> pred<-predict(Chwirut2.m1) # видiлення прогнозiв

> # дiаграма розсiювання прогноз-залишки:

> plot(resid~pred)

> # нормальна Q-Q дiаграма залишкiв:

> qqnorm(resid)

> qqline(resid,col="red")
△

Результати зображенi на рис. 10.23. Зверху — дiаграма розсi-
ювання прогноз-залишки для даної нелiнiйної моделi. З неї видно,
що основна маса точок розкидана хаотично, яких-небудь неврахо-
ваних нами закономiрностей, що можна використати для прогно-
зування, непомiтно. У правiй верхнiй частинi дiаграми є три точки,
якi можна iнтерпретувати як невиразнi викиди.

Знизу — Q-Q дiаграма для перевiрки нормальностi похибок.
Помiтно,що основна маса точок добре вкладається на пряму лiнiю,
що вiдповiдає нормальному розподiлу, але знову видiляються три
викиди праворуч угорi.Можливо, доцiльно розiбратись з тим, чому
у цих експериментах спостерiгались такi помiтнi вiдхилення, але
вони могли виникнути внаслiдок випадкових коливань. J
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Рис. 10.23. Залишки калiбрування сонара
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Додаток А

Векторна i матрична
алгебра

Матрицею розмiру (вимiрностi) 𝑚 × 𝑛 називають прямокутну
таблицю чисел з 𝑚 рядочкiв та 𝑛 стовпчикiв:

A =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
...

... . . . ...
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 · · · 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Iнший запис: A = (𝑎𝑖𝑗)𝑖=1,...,𝑚,𝑗=1,...,𝑛. Iндекси елементiв можуть
бути як верхнiми, так i нижнiми, наприклад:

(𝑎𝑗𝑖 )𝑖=1,...,𝑚,𝑗=1,...,𝑛.

Мине вживаємо тензорних позначень, тому розташування iндексiв
вгорi або внизу визначається лише графiчною зручнiстю i нiяк не
характеризує структуру об’єкта.

Якщо𝑚 = 𝑛 матрицю називають квадратною матрицею вимiр-
ностi𝑚. Матрицю𝑚×1 звуть𝑚-вимiрним вектором-стовпчиком,



572 Додаток А. Векторна i матрична алгебра

а матрицю 1× 𝑛 — 𝑛-вимiрним вектором рядком. Запис

x =

⎛⎜⎝𝑥1
...

𝑥𝑚

⎞⎟⎠ ,y =
(︀
𝑦1 · · · 𝑦𝑛

)︀
.

У цiй книзi, там, де не обумовлено iнше, вектори вважаються
векторами-стовпчиками. Множину всiх векторiв вимiрностi 𝑛 по-
значають R𝑛. (У деяких книгах множина векторiв рядкiв вимiрно-
стi𝑚 позначається R𝑚).

Числа 𝑎𝑖𝑗 називають елементами (для векторiв — координа-
тами) матрицi A. Матрицю A⊤ = (𝑎𝑗𝑖)𝑗=1,...,𝑛,𝑖=1,...,𝑚 називають
транспонованою матрицею A. Операцiї додавання матриць одна-
кової вимiрностi та множення на число виконуються поелементно:
якщо B = (𝑏𝑖𝑗)𝑖=1,...,𝑚,𝑗=1,...,𝑛, то

A+ 𝑐B = (𝑎𝑖𝑗 + 𝑐𝑏𝑖𝑗)𝑖=1,...,𝑚,𝑗=1,...,𝑛.

Множення матриць

A = (𝑎𝑖𝑗)𝑖=1,...,𝐼,𝑗=1,...,𝐽 та B = (𝑏𝑘𝑙)𝑘=1,...,𝐾,𝑙=1,...,𝐿

можливе лише при 𝐽 = 𝐾. Результат множення — матриця
AB = C = (𝑐𝑖𝑙)𝑖=1,...,𝐼,𝑙=1,...,𝐿, де 𝑐𝑖𝑙 =

∑︀𝐽
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗𝑙. Елементи

𝑎𝑖𝑖 матрицiA називаються дiагональними. Квадратну матрицюA,
в якої всi недiагональнi елементи дорiвнюють 0, називають дiаго-
нальною i позначаютьA = diag(𝑎11, . . . , 𝑎𝑚𝑚). Одиничноюназива-
ють матрицю E = diag(1, 1, . . . , 1), нульовою — матрицю (вектор)
0, всi елементи якої — нулi. Матрицю B називають оберненою до
A, якщо BA = AB = E. Позначення B = A−1. (Зрозумiло, що
обернена може бути лише у квадратної матрицi). Якщо квадра-
тна матриця не має оберненої, її називають виродженою, iнакше
— невиродженою. Для невироджених матриць обернена визначена
однозначно.

Легко бачити,щодлябудь-якихматрицьA,B, (AB)⊤ = B⊤A⊤,
а отже, (A−1)⊤ = (A⊤)−1.
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Квадратна матриця, для якої A⊤ = A (тобто 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖), нази-
вається симметричною.

Узагальнена обернена матриця. Для довiльної 𝑚 × 𝑛 ма-
трицi B узагальненою оберненою називається будь-яка матриця
B−, що задовольняє рiвнiсть BB−B = B. Така матриця iснує
завжди (пор. [17], c. 78). Якщо, крiм того, B− задовольняє умо-
ви B−BB− = B−, (BB−)⊤ = BB−, (B−B)⊤ = B−B, то вона
називається псевдооберненою, або матрицею Мура — Пенроуза.
Псевдообернена матриця визначена однозначно.

Скалярний добуток i довжина. Якщо x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
⊤,

y = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)
⊤ — 𝑛-вимiрнi вектори стовпчики, то їх (евклiдiв)

скалярний добуток визначається як

⟨x,y⟩ = ⟨x,y⟩𝐸 = x⊤y = y⊤x =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗𝑦𝑗 .

Довжина (евклiдова норма) вектора x,

‖x‖𝐸 = ‖x‖ =
√︀
⟨x,x⟩𝐸 =

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑥𝑗)2.

Якщо x ̸= 0, y ̸= 0 i ⟨x,y⟩ = 0, вектори x i y називають ортого-
нальними.

Лiнiйна залежнiсть. Якщо 𝒱 = {v𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾} — набiр
𝑚-вимiрних векторiв, 𝑐𝑘 — числа (скаляри), то

∑︀𝐾
𝑘=1 𝑐𝑘v

𝑘 нази-
вається лiнiйною комбiнацiєю векторiв з 𝒱 . Якщо iснують такi 𝑐𝑘,
не всi одночасно дорiвнюють 0, що

∑︀𝐾
𝑘=1 𝑐𝑘v

𝑘 = 0, то кажуть, що
система 𝒱 є лiнiйно залежною. Якщо таких 𝑐𝑘 не iснує, 𝒱 звуть
лiнiйно незалежною системою векторiв.

Рангом rank(A) матрицi A називають найбiльшу кiлькiсть
лiнiйно незалежних стовпчикiв A (rank(A) дорiвнює також най-
бiльшiй кiлькостi лiнiйно незалежних рядкiвA).

Визначник detA квадратної матрицiA можна задати рекурен-
тною формулою:
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— для 1× 1-матрицi (числа) 𝑎, det 𝑎 = 𝑎;
— для 𝑛 × 𝑛-матрицi A, detA =

∑︀𝑛
𝑖=1(−1)𝑖+1 detA𝑖1, де

detA𝑖1 — (𝑛 − 1) × (𝑛 − 1)-матриця, утворена викреслюванням
𝑖-го рядка та 1-го стовпчика з A.

Для 𝑚×𝑚-матрицi A, detA ̸= 0 еквiвалентно rankA = 𝑚 та
iснуванню оберненої матрицiA−1.

Матрицi та системи лiнiйних рiвнянь. Систему лiнiйних
рiвнянь вiдносно невiдомих змiнних 𝑥1,. . . ,𝑥𝑛 вигляду⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + · · ·+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + · · ·+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

. . .
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + · · ·+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

(А.1)

можна записати у матричнiй формiAx = b, де

A = (𝑎𝑖𝑗)𝑖=1,...,𝑚,𝑗=1,...,𝑛

(матриця системи), x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
⊤ (вектор невiдомих),

b = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑚)⊤ (вектор правих частин). Якщо 𝑛 = 𝑚, ця си-
стема має єдиний розв’язок тодi i тiльки тодi, коли detA ̸= 0. У
загальному випадку розглядають розширену матрицю системи

Ã =

⎛⎜⎝𝑎11 · · · 𝑎1𝑛 𝑏1
... . . . ...

...
𝑎𝑚1 · · · 𝑎𝑚𝑛 𝑏𝑚

⎞⎟⎠ .

Якщо rank(A) ̸= rank(Ã), то система (А.1) не має розв’язкiв.
Якщо rank(A) = rank(Ã), то всi розв’язки системи мають ви-
гляд x =

∑︀𝑝
𝑘=1 𝑐𝑘ψ𝑘 + x0, де x0 — деякий розв’язок (А.1),

𝑝 = 𝑛− rank(A), ψ𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑝 — система лiнiйно незалежних
розв’язкiв рiвняння Aψ = 0, 𝑐𝑘 — довiльнi числа. У матричнiй
формi це записується так: x = Ψc + x0, де Ψ — матриця, стов-
пчиками якої є ψ𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑝, c = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑝)

⊤ — довiльний
вектор.
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Квадратний корiнь з матрицi. Матриця B називається ква-
дратним коренем з A, якщо BB = A (позначення B = A1/2).
Якщо A — симетрична i A ≥ 0, то iснує такий квадратний ко-
рiнь з неї A1/2, який також є симметричною додатно визначеною
матрицею.

Ортогональнiсть. Кутом мiж векторами a та b називають кут
α, 0 ≤ α ≤ π, такий, що

cos(α) =
⟨a,b⟩

‖a‖ · ‖b‖
.

Вектори a та b називають ортогональними (позначення a⊥b),
якщо ⟨a,b⟩ = 0.



Додаток Б

Вiдомостi з теорiї
ймовiрностей

Б.1 Випадковi величини та вектори

Повний курс теорiї ймовiрностей можна знайти у [9]. Тут ми ли-
ше нагадаємо деякi поняття, що використовуються у данiй книзi,
звертаючи основну увагу на їхнє статистичне (частотне) тракту-
вання. Таке трактування аж нiяк не вичерпує змiсту ймовiрнiсних
понятть i потрiбне бiльше для iнтуїтивного розумiння цих понятть.
Зокрема, у класичнiй теорiї ймовiрностей основним поняттям є
простiр випадкових подiй з ймовiрнiстю (мiрою) на ньому. Ми роз-
глядаємо переважно подiї, пов’язанi з якими-небуть випадковими
величинами, i тому всi поняття теорiї ймовiрностей вводимо, ви-
ходячи саме з випадкових величин (векторiв). Це приводить до
трохи нестандартної форми визначення, скажiмо, умовних мате-
матичних сподiвань. Думаю, такий пiдхiд зрозумiлiший для неспе-
цiалiста i водночас еквiвалентний стандартному при правильному
формальному введеннi поняття випадкової величини.

Випадкова величина ξ — це така числова характеристика до-
слiджуваного об’єкта, що для неї можна яким-небудь чином задати
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ймовiрнiсть того, що ξ < 𝑥 для будь-яких 𝑥 ∈ R. Ця ймовiрнiсть,
трактована як функцiя вiд 𝑥, 𝐹ξ(𝑥) = 𝐹 (𝑥) = P{ξ < 𝑥}, нази-
вається функцiєю розподiлу ξ. Звичайний статистичний пiдхiд
до визначення цiєї ймовiрностi ґрунтується на припущеннi, що до-
слiдник може (хоча б суто гiпотетично) отримати послiдовнiсть
(вибiрку) значень ξ1,. . . ξ𝑛 характеристики ξ у рiзних, але одно-
типних, незалежних мiж собою об’єктiв1. Величини ξ𝑗 називають
незалежними копiями ξ. У такому випадку при великих 𝑛:

P{ξ ∈ [𝑎, 𝑏]} ≃ ν𝑛(ξ ∈ [𝑎, 𝑏]),

де
ν𝑛(ξ ∈ [𝑎, 𝑏]) =

1

𝑛
#{𝑗 : ξ𝑗 ∈ [𝑎, 𝑏]}.

(Тут#(𝐴)—кiлькiсть елементiв множини𝐴). Величинуν𝑛 назива-
ють (вiдносною) частотою подiї ξ ∈ [𝑎, 𝑏] у вибiрцi ξ𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.
Питання про те, чому ν𝑛(ξ ∈ [𝑎, 𝑏]) повиннi бути приблизно одна-
ковими для рiзних вибiрок, належить дофiлософських основ теорiї
ймовiрностi i ми його тут не розглядаємо. Досвiд застосування ма-
тематичної статистики показує, що таке припущення у багатьох
випадках узгоджується з реальними даними.

Якщо функцiя розподiлу 𝐹ξ задана, то можна визначити ймо-
вiрнiсть подiї 𝑔(ξ) < 𝑥 для будь-якої вимiрної2 (за Лебегом) фун-

1 “Незалежнiсть” поки трактуємо уфiзичномурозумiннi як вiдсутнiсть впливу
одних об’єктiв на iншi. Скажiмо, таким об’єктами можуть бути новобранцi до
армiї, а ξ𝑗 — зрiст 𝑗-го новобранця.

2 Загальна теорiя мiри, вимiрностi та iнтеграла викладена у [6, 16], а у засто-
суваннi до теорiї ймовiрностей — у [2, 9]. Зауважимо, що будь-яка функцiя 𝑔 є
вимiрною за Лебегом, якщо її можна обчислити з довiльною заданою точнiстю
за допомогою певного конструктивного алгоритму (напр., на комп’ютерi). Тобто
всi функцiї, якi використовують нематематики з прикладною метою є вимiрними.
Множина 𝐴 є вимiрною, якщо вимiрним є її iндикатор, тобто функцiя

𝑔(𝑥) = 1{𝑥 ∈ 𝐴} =

{︃
1 якщо 𝑥 ∈ 𝐴

0 якщо 𝑥 ̸∈ 𝐴
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кцiї 𝑔 i подiї ξ ∈ 𝐴 для будь-якої вимiрної множини 𝐴. Таким
чином, якщо ξ— випадкова величина, то 𝑔(ξ) — також.

Щiльнiстю розподiлу ξ вiдносно деякої мiри µ називають
таку функцiю 𝑓ξ(𝑡), для якої при всiх 𝑥 ∈ R:

𝐹ξ(𝑥) =
w 𝑥

−∞
𝑓ξ(𝑡)µ(𝑑𝑡). (Б.1)

Якщо мiра µ не вказана, мають на увазi мiру Лебега. Випадковi
величини, що мають щiльнiсть вiдносно мiри Лебега називають
аболютно неперервними.

Крiм лебегової мiри ми будемо використовувати лiчильну мiру
у випадку, коли випадкова величина є дискретною, тобто ξ може
набувати лише значень з злiченної множини 𝒳 = {𝑥1, 𝑥2, . . . }.

Лiчильною мiрою на 𝒳 називають мiру, що визначається як

µ(𝐴) = #{𝒳 ∩𝐴},

тобто мiра множини 𝐴 дорiвнює кiлькостi елементiв 𝒳 , що нале-
жать 𝐴. Для лiчильної мiри µ на 𝒳 :

w

𝐴
𝑔(𝑥)µ(𝑑𝑥) =

∑︁
𝑥∈𝒳∩𝐴

𝑔(𝑥). (Б.2)

Тому для дискретних величин ξщiльнiсть вiдносно лiчильної мiри
це 𝑓(𝑥) = P{ξ = 𝑥}, якщо𝑥 ∈ 𝒳 .Можливi iщiльностi вiдносно iн-
ших мiр, але ми їх тут не розглядаємо. Читачi, не обiзнанi з загаль-
ною теорiєю мiри, “iнтеграл по мiрi Лебега” можуть розглядати як
звичайний iнтеграл Рiмана “по 𝑑𝑥”, тобто

r
𝑓(𝑥)µ(𝑑𝑥) =

r
𝑓(𝑥)𝑑𝑥,

якщо µ— мiра Лебега. Таким чином,
r
𝑓(𝑥)µ(𝑑𝑥) у цiй книзi мо-

жна розглядати як об’єднаний запис для рiманових iнтегралiв (ко-
ли розглядаються абсолютно неперервнi випадковi величини) i сум
(коли йдеться про дискретнi випадковi величини).

Математичне сподiвання випадкової величини можна обчи-
слювати за формулою

E 𝑔(ξ) =
w
𝑔(𝑡)𝐹ξ(𝑑𝑡) =

w
𝑔(𝑡)𝑓ξ(𝑡)µ(𝑑𝑡)
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(якщо такий iнтеграл iснує). Зi статистичної точки зору

E 𝑔(ξ) ≃ 1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑔(ξ𝑗)

при великих 𝑛, тобто математичне сподiвання — це приблизно
середнє значення незалежних копiй випадкової величини, якщо
таких копiй взято достатньо багато.

Моментом 𝑘-го порядку випадкової величини ξ називають
𝑚𝑘 = E(ξ)𝑘. Дисперсiя ξ— це D ξ = E(ξ− E ξ)2 = 𝑚2 − (𝑚1)

2.
Квантилем рiвня α розподiлу випадкової величини ξ назива-

ють
𝑄ξ(α) = 𝑄𝐹ξ(α) = inf{𝑥 : 𝐹ξ(𝑥) > α}.

Якщо функцiя розподiлу 𝐹 неперервна i має обернену, то
𝑄𝐹 (α) = 𝐹−1(α). Медiаною розподiлу ξ називають 𝑄ξ(1/2).

Розподiл випадкового вектора ξ = (ξ1, . . . , ξ𝑑)⊤ задається
функцiєю розподiлу 𝐹ξ : R𝑑 → [0, 1]:

𝐹ξ(x) = P{ξ < x} = P{ξ1 < 𝑥1, . . . , ξ𝑑 < 𝑥𝑑}.

Щiльнiсть розподiлу випадкового вектора 𝑓ξ вiдносно мiри
µ на R𝑑 визначається формулою

𝐹ξ(𝑥) =
w

t<x
𝑓ξ(t)µ(𝑑t).

(Якщо µ—мiра Лебега, — це 𝑑-кратний iнтеграл за 𝑑𝑡1𝑑𝑡2 . . . 𝑑𝑡𝑑,
а якщо µ— лiчильна мiра, то звичайна сума).

Математичне сподiвання вiд 𝑔(ξ) де 𝑔 : R𝑑 → R можна обчи-
слювати за формулою

E 𝑔(ξ) =
w
𝑔(t)𝐹ξ(𝑑t) =

w
𝑔(t)𝑓ξ(t)µ(𝑑t).

Якщо 𝑔 — векторнозначна функцiя, 𝑔 : R𝑑 → R𝑚, то мате-
матичне сподiвання вiд 𝑔 — це вектор, складений з математичних
сподiвань окремих координат.
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Коварiацiя випадкових величин ξ, η— це3

cov(ξ,η) = E ξη− E ξEη.

Коварiацiйна матриця вектора ξ:

cov(ξ) = (cov(ξ𝑖, ξ𝑘))𝑖,𝑘=1,...,𝑑 = Eξξ⊤ − Eξ(Eξ)⊤.

Б.2 Умовнi ймовiрностi та математичнi
сподiвання. Незалежнiсть

Ми розглядаємо всi випадковi величини та вектори “над одним
ймовiрнiсним простором” Ω, тобто вважаємо, що коли, скажiмо,
ξ, η i ζ— випадковi величини, то (ξ,η, ζ) — випадковий вектор з
певною (можливо, невiдомою) функцiєю розподiлу.

Умовну ймовiрнiсть P{ξ ∈ 𝐴 | η ∈ 𝐵} того, що ξ ∈ 𝐴 за
умови η ∈ 𝐵, можна уявляти собi так. Нехай ми маємо “довгу”
вибiрку (ξ1,η1), . . . , (ξ𝑛,η𝑛) з незалежних копiй вектора (ξ,η).
Вiдiбравши з неї лише тi вектори, для яких η𝑗 ∈ 𝐵, отримаємо
“коротку”, прорiджену вибiрку (ξ𝑗1 ,η𝑗1),. . . ,(ξ𝑗𝑚 ,η𝑗𝑚). Тепер вiд-
носна частота ξ ∈ 𝐴 у прорiдженiй вибiрцi

ν𝑚(ξ ∈ 𝐴 | η ∈ 𝐵} =
1

𝑚
#{𝑖 : ξ𝑗𝑖 ∈ 𝐴}

є умовною вiдносною частотою подiї ξ ∈ 𝐴 у довгiй вибiрцi, за
умови η ∈ 𝐵. Подiбно до звичайних частот умовнi виявляють
властивiсть стабiльностi, вони мало змiнюються при переходi вiд
однiєї вибiрки до iншої, якщо обсяги цих вибiрок великi. Умовна
ймовiрнiсть — це те значення, навколо якого коливаються такi
частоти:

P{ξ ∈ 𝐴 | η ∈ 𝐵} ≃ ν𝑚{ξ ∈ 𝐴 | η ∈ 𝐵}.
3 Математичне сподiвання E ξη можна розглядати тiльки коли ξ та η є компо-

нентами деякого випадкового вектора ξ = (ξ, η). У цьому випадку можна задати
функцiю 𝑔((𝑥, 𝑦)) = 𝑥 · 𝑦 i покласти E ξη = E 𝑔(ξ, η).
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Аналогiчно, умовне математичне сподiвання — це приблизно
вибiркове середнє по прорiдженiй вибiрцi:

E(𝑔(ξ) | η ∈ 𝐵) ≃ 1

𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑔(ξ𝑗𝑖).

У випадку, коли P{η ∈ 𝐵} ≠ 0, цей пiдхiд приводить до означень

P(ξ ∈ 𝐴 | η ∈ 𝐵) =
P{ξ ∈ 𝐴,η ∈ 𝐵}

P{η ∈ 𝐵}

— умовна ймовiрнiсть,

𝐹ξ(𝑥 | η ∈ 𝐵) = P{ξ < 𝑥 | η ∈ 𝐵} (Б.3)

— умовна функцiя розподiлу.
Умовна щiльнiсть розподiлу визначається як функцiя

𝑓ξ(𝑥 | η ∈ 𝐵), для якої

P(ξ ∈ 𝐴 | η ∈ 𝐵) =
w

𝐴
𝑓ξ(𝑥 |η ∈ 𝐵)µ(𝑑𝑥) (Б.4)

виконано для всiх вимiрних множин 𝐴.
Умовне математичне сподiвання

E(𝑔(ξ) | η ∈ 𝐵} =
w
𝑔(𝑥)𝑓ξ(𝑥 | η ∈ 𝐵)µ(𝑑𝑥) =

=
w
𝑔(𝑥)𝐹ξ(𝑑𝑥 | η ∈ 𝐵). (Б.5)

Нажаль, цi означення не працюють, колиP{η ∈ 𝐵} = 0. Зокре-
ма, так неможливо визначити P{ξ ∈ 𝐴 | η = 𝑡}, якщо розподiл η
абсолютно неперервний. В цьому випадку зручно використовувати
“обернений” пiдхiд до означення умовних характеристик, почина-
ючи з умовного математичного сподiвання : E(𝑔(ξ) | η = 𝑡) це
така функцiя ℎ(𝑡), що для будь-якої вимiрної множини 𝐴

E 𝑔(ξ)1{η ∈ 𝐴} = Eℎ(η)1{η ∈ 𝐴}
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(тобто ℎ(η) має право замiняти 𝑔(ξ) при обчисленнi математичних
сподiвань такого вигляду). Випадкову величину (вектор) ℎ(η) по-
значають також E(ξ | η).

Вiдповiдно, умовний розподiл ξ:

P(ξ ∈ 𝐴 | η = 𝑡) = E(1{ξ ∈ 𝐴} | η = 𝑡),

а умовна щiльнiсть 𝑓ξ(𝑥 | η = 𝑡) визначається для умовного
розподiлу так само, як i ранiше:

P(ξ ∈ 𝐴 | η = 𝑡) =
w

𝐴
𝑓ξ(𝑥 | η = 𝑡)µ(𝑑𝑥).

Якщо P(ξ ∈ 𝐴 | η = 𝑡) = 𝑝(𝐴, 𝑡), то випадкову величину 𝑝(𝐴,η)
позначають P(ξ ∈ 𝐴 | η). Цi означення узгодженi з (Б.3) — (Б.5) в
тому розумiннi, що вони збiгаються при P{η = 𝑡} > 0.

Незалежнiсть. Випадковi вектори ξ та η називають незале-
жними, якщо для будь-яких множин 𝐴 та 𝐵:

P{ξ ∈ 𝐴 i η ∈ 𝐵} = P{ξ ∈ 𝐴}P{η ∈ 𝐵}.

Якщо ξ та η незалежнi, то P{ξ ∈ 𝐴} = P(ξ ∈ 𝐴 | η ∈ 𝐵) для
будь-яких 𝐴 та 𝐵.

Скорочення м.н. (майже напевно) позначає, що вiдповiдна по-
дiя вiдбувається з ймовiрнiстю 1, наприклад, ξ < η м.н., це те ж
саме, що P{ξ < η} = 1.

Аналогiчно можна розглядати умовнi математичнi сподiвання
для випадкових векторiв.

Обчислення умовних математичних сподiвань та ймовiр-
ностей.Якщо (ξ,η)—пара випадкових величин,щомають спiльну
щiльнiсть розподiлу 𝑓ξη(𝑥, 𝑦) (вiдносно мiри Лебега), то

𝑓ξ(𝑥 |η = 𝑦) =
𝑓ξη(𝑥, 𝑦)

𝑓η(𝑦)
,

де 𝑓η(𝑦) =
r
𝑓ξη(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥—щiльнiсть розподiлу η. Вiдповiдно

E(𝑔(ξ) | η = 𝑦) =
w
𝑔(𝑥)𝑓ξ(𝑥 | η = 𝑦)𝑑𝑥
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(якщо цей iнтеграл iснує),

P(ξ ∈ 𝐴 | η = 𝑦) =
w

𝐴
𝑓ξ(𝑥 | η = 𝑦}𝑑𝑥.

Цi твердження легко узагальнюються на умовнi характеристики
випадкових векторiв та щiльностi вiдносно довiльних мiр.

Б.3 Багатовимiрний нормальний розподiл

Кажуть, що випадковий вектор X = (ξ1, . . . , ξ𝑑)
⊤ з середнiм

m = (𝑚1, . . . ,𝑚𝑑)
⊤ та коварiацiйною матрицею S = (𝑠𝑖𝑗)𝑖,𝑗=1,...,𝑑,

є нормальним (гауссовим), якщо його характеристична функцiя

E exp (𝑖⟨X,u⟩) = exp

(︂
−(m− u)⊤S(m− u)

2

)︂
.

(Тут 𝑖 =
√
−1.)

Позначення — X ∼ 𝑁(m,S). Якщо матриця S — невиродже-
на, то щiльнiсть розподiлуX має вигляд

𝑓X(x) =
1

(2π)𝑑/2
√
detS

exp

(︂
−1

2
(x−m)⊤S−1(x−m)

)︂
.

При цьому EX = m, cov(X) = E(X−m)(X−m)⊤ = S.
Зокрема, якщо 𝑑 = 1, маємо нормальну випадкову величину

ξ ∼ 𝑁(𝑚,σ2) з щiльнiстю розподiлу

𝑓ξ(𝑥) =
1√
2πσ

exp

(︂
−(𝑥−𝑚)2

2σ2

)︂
.

Стандартноюнормальноюназивається випадкова величина𝑁(0, 1).
Функцiю розподiлу 𝑁(0, 1) позначають Φ(𝑥), щiльнiсть — ϕ(𝑥).

Якщо координати нормального вектора некорельованi (тобто
cov(ξ𝑖, ξ𝑗) = 0), то вони незалежнi. Для iнших розподiлiв це не
завжди так.
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Б.4 Збiжнiсть та граничнi теореми

Збiжнiсть. Якщо для довiльного ε > 0, P{|ξ𝑛 − ξ| > ε} → 0

при 𝑛 → ∞, то кажуть, що ξ𝑛 → ξ за ймовiрнiстю (запис ξ P→ ξ).
Якщо P{lim𝑛→∞ ξ𝑛 = ξ} = 1, то кажуть, що ξ𝑛 → ξ майже

напевне (м.н.).
Якщо E(ξ𝑛 − ξ)2 → 0, то кажуть, що ξ𝑛 → ξ у середньому

квадратичному (с.к.).
Якщо для всiх неперервних, обмежених функцiй 𝑔 виконується

збiжнiсть E 𝑔(ξ𝑛) → E 𝑔(ξ), то кажуть, що ξ𝑛 збiгається до ξ слаб-
ко (запис ξ𝑛 ⇒ ξ або ξ𝑛

𝑤→ ξ). Слабку збiжнiсть можна визначити
як збiжнiсть розподiлiв: якщо ξ𝑛 ⇒ ξ, η𝑛 має той же розподiл,
що i ξ𝑛 а η — той же, що i ξ, то η𝑛 ⇒ η. Тому, можливо, краще
казати, що розподiл ξ𝑛 збiгається до розподiлу ξ слабко, але ми
часто будемо скорочувати у цiй фразi слово “розподiл”.

Випадковi вектори ξ𝑛 у R𝑑 збiгаються слабко до ξ тодi i
тiльки тодi, коли P{ξ𝑛 < 𝑥} = 𝐹ξ𝑛(𝑥) → 𝐹ξ(𝑥) = P{ξ < 𝑥} для
всiх 𝑥 ∈ R𝑑 у яких функцiя 𝐹ξ(𝑥) є неперервною.

Якщо ξ𝑛 ⇒ ξ i 𝑔 — неперервна функцiя, то 𝑔(ξ𝑛) ⇒ 𝑔(ξ) (
теорема неперервностi, [3], пiдрозд. 1.5).

Якщо ξ𝑛 ⇒ ξ i η𝑛 → 𝑐 за ймовiрнiстю, де 𝑐 — невипадкове
число, то η𝑛ξ𝑛 ⇒ 𝑐ξ) ( теорема Слуцького, наслiдок з теореми
неперервностi).

Закони великих чисел—це твердження про збiжнiсть вибiр-
кових середнiх до математичних сподiвань.

Нехай ξ1,. . . , ξ𝑁 — незалежнi випадковi вектори у R𝑑,
ξ̄𝑁 = 1

𝑁

∑︀𝑁
𝑗=1 ξ𝑗 .

Теорема (посилений закон великих чисел) ([5], с.148).Якщо
ξ𝑗 однаково розподiленi i є скiнченним Eξ𝑗 = a, то ξ̄𝑁 → a м.н.

Теорема (закон великих чисел Чебишева) ([5], с.136). Якщо
iснують Eξ𝑗 = a, i E ‖ξ𝑗‖2 ≤ 𝐶 < ∞то ξ̄𝑁 → a за ймовiрнiстю.

Iснують i iншi, бiльш загальнi формулювання закону великих
чисел див. [5], [2].
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Центральна гранична теорема. Центральну граничну тео-
рему можна розглядати як характеризацiю швидкостi збiжностi
у законi великих чисел. Ми наведемо лише варiант цiєї теореми
для однаково розподiлених доданкiв, бiльш загальнi версiї можна
знайти, наприклад, у [5].

Теорема. Якщо ξ𝑗 — однаково розподiленi вектори у R𝑑,
Eξ𝑗 = a, cov(ξ𝑗) = S, то

1√
𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

(ξ𝑗 − a) =
√
𝑁(ξ̄𝑁 − a) ⇒ η,

де η ∼ 𝑁(0,S).
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clipboard, 69
col.names, 68
colMeans(), 160
colnames(), 45
contour(), 113
cor(), 175, 191, 201
cor.test(), 201, 202, 472
corrplot(), 179
curve(), 109
cut(), 40, 284, 473

data.frame(), 49
Deming(), 497
detach(), 21
diag(), 45
dimnames(), 44
dplyr, 74
draw.ellipse(), 358

edit(), 49
else, 85

file.choose(), 66



Покажчик засобiв R 587

findInterval(), 123
fitdistr(), 360, 399
floating.pie(), 118
for, 89
function, 76

gather(), 71
getData(), 119
ginv(), 46
goodfit(), 447
grey(), 123
grid(), 475

header, 67
help(), 22
help.search(), 22
hist(), 264

if, 84
ifelse(), 85
in, 89
Inf, 32
install.packages(), 21
integrate(), 337
IQR(), 145
iris, 48
is., 50

knitr, 19

lapply(), 52
ldeaths, 95
legend(), 119
legend.text, 98
length(), 53

letters, 45
levels, 39
leveneTest, 467
library(), 21
linearHypotheses(), 543
lines(), 101
list(), 45
lm(), 492, 508
load(), 65
loglik, 399

mad(), 161
maptools, 116
MASS, 46, 360, 456
matplot(), 106
matrix, 43
max(), 53
mean(), 53, 132
median(), 139
MethComp, 497
min(), 53
mosaicplot(), 456

NA, 33
names(), 33
NaN, 32
ncol, 43
next, 88
nleqslv(), 296
nlm(), 314
nls(), 557
nrow, 43
NULL, 33
numeric(), 35
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optim(), 314, 360
ordered, 41
outer(), 114

pairs(), 168
palette(), 123
persp(), 113
pie(), 99
pipe, 73
plot(), 100, 168
plot3d(), 112, 250
plotCI(), 348
plotrix, 118, 348, 358
pmax(), 53
pmin(), 53
points(), 101
polygon(), 410
ppoints(), 278
prod(), 53, 134

qgraph(), 185
qqline(), 276, 519
qqnorm(), 276, 519
qqplot(), 281
quantreg, 499

raster, 116
rbind(), 41
read.csv(), 68
read.csv2(), 69
read.table(), 66
rect(), 107
reliaR, 365
remove.packages(), 22
rep(), 35

repeat, 88
rgl, 112
round(), 135
row.names, 49, 67
rownames(), 45
rq(), 499

sapply(), 52
save(), 65
scatterplot3d(), 110
scatterplotMatrix(), 171
scatterpotMatrix(), 513
sd(), 144
segments(), 279
select(), 76
separate(), 72
seq(), 33
set.seed(), 261
slice(), 73
solve(), 46
sort(), 53, 139
sos, 23
sp, 116
stringsAsFactors, 49
subset(), 43, 76
sum(), 53
switch(), 86

t(), 46
t.test(), 413
table(), 455
tapply(), 164
text(), 105
tidyr, 70
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var(), 144, 159
var.test(), 423
vcd, 447
Vectorize(), 83

weightedMedian(), 162
while(), 87
write.csv(), 68
write.csv2(), 69
write.table(), 67
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